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2020年考研数学三模拟卷二

命题人：向禹

考试形式：闭卷 考试时间：180分钟 满分：150分 姓名：

题号 选择题 1 � 8 填空题 9 � 14 解答题 15 � 23 总 分

满分 32 24 94 150

得分

一、选择题, 1 � 8题,每题 4分,共 32分.

1. 设函数 f .x/在 .�1; C1/内连续,其导函数的图像如图所示,
其中 x0 处曲线与 x 轴相切,则函数 f .x/与曲线 y D f .x/分

别有 ( )
(A) 4个极值点和 2个拐点 (B) 3个极值点和 2个拐点

(C) 4个极值点和 3个拐点 (D) 5个极值点和 3个拐点
O x

f 0.x/

x0

第 1题图

解 极值点是导函数符号改变的点,拐点则是导函数图像上单调性改变的点,选 C.

2. 设函数 f .x; y/ D .x2
C y2/

1C˛
2 .˛ > 1/,则 f .x; y/在点 .0; 0/处 ( )

(A)连续,但不可偏导 (B)可偏导,但不连续 (C)偏导函数均连续 (D)偏导函数均不连续

解 首先当 .x; y/ ¤ .0; 0/时, f 0
x.x; y/ D 2x.x2

C y2/
1C˛

2 ,而因为 ˛ > 1,则
1 C ˛

2
> 1,故

f 0
x.0; 0/ D lim

x!0

f .x; 0/ � f .0; 0/

x
D lim

x!0

jxj
1C˛

2

x
D 0:

且 lim
.x;y/!.0;0/

f 0
x.x; y/ D lim

.x;y/!.0;0/
2x.x2

C y2/
1C˛

2 D 0 D f 0
x.0; 0/,所以 f .x; y/关于 x 的偏导数在

.0; 0/处来连续,同理关于 y 的偏导数也在这点连续,选 C.

3. 设平面区域D W x2
C y2 ⩽ 1,记

I1 D

“
D

.x C y/3 d�; I2 D

“
D

cos x2 sin y2 d�; I3 D

“
D

h
e�.x2Cy2/

� 1
i

d�;

则有 ( )
(A) I2 > I1 > I3 (B) I1 > I2 > I3 (C) I1 > I3 > I2 (D) I2 > I3 > I1
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解 在区域 D 上, cos x2 sin y2 ⩾ 0; e�.x2Cy2/
� 1 ⩽ 0,且等号只在原点处成立,因此 I2 > 0; I3 < 0.

根据被积函数的奇偶性和区域对称性可知

I1 D

“
D

.x3
C 3x2y C 3xy2

C y3/ dx dy D 0;

因此 I3 < I1 < I2.

4. lim
n!1

un D 0是级数

1X
nD1

jun � unC1j收敛的 ( )

(A)充分不必要条件 (B)必要不充分条件
(C)充要条件 (D)既非充分条件也非必要条件

解 首先可取 un � 1, 则 un � unC1 � 0, 级数
1X

nD1

jun � unC1j 收敛, 因此不是必要条件. 再取

un D
.�1/n

n
,此时 jun � unC1j D

1

n
C

1

n C 1
,对应的级数发散,因此也不是充分条件,选 D.

5. 设 A是 m � n矩阵, B 是 n � m矩阵,则 ( )
(A)当 m > n时, jABj ¤ 0 (B)当 m > n时, jABj D 0

(C)当 n > m时, jABj ¤ 0 (D)当 n > m时, jABj D 0

解 当 m > n时, r.AB/ ⩽ r.A/ ⩽ n < m,而 AB 是一个 m阶矩阵,所以它不满秩,即 jABj D 0,
选 B.

6. 设 A为 m � n矩阵, b为 n维列向量,则下列说法错误的是 ( )
(A)如果 r.A/ D m,则方程组 Ax D b一定有解

(B)如果 r.A/ D n,则方程组 Ax D b不可能有无穷多解

(C)如果 m D n,则方程组 ATAx D ATb一定有解

(D)如果方程组 Ax D 0有非零解,则方程组 ATy D 0也有非零解

解 对选项 A,注意到 A是行满秩的,增广矩阵 .A; b/的行数为仍 m,于是

m D r.A/ ⩽ r.A; b/ ⩽ m ) r.A/ D r.A; b/ D m;

因此 Ax D b一定有解. 对于 B选项,如果 A 是列满秩,则 Ax D b要么无解,要么只有唯一解,不
可能有无穷多解.对于 C选项,利用基本的矩阵秩的等式与不等式可得

r.ATA/ ⩽ r.ATA; ATb/ D rŒAT.A; b/� ⩽ r.AT/ D r.A/ D r.ATA/;

因此不等式中的所有等号均成立,即 r.ATA/ D r.ATA; ATb/,所以方程组 ATAx D ATb一定有

解. D选项中 Ax D 0有非零解的充要条件是 r.A/ < n,如果 m < n,则方程组 ATy D 0的系数矩

阵可以是列满秩的,此时只有零解,选 D.

7. 设随机事件 A; B 满足 P.AjB/ > P. xAjB/,则下列说法正确的是 ( )
(A) 2P.A/ > P.B/ (B) 2P. xA/ > P.B/ (C) 2P.B/ > P.A/ (D) 2P. xB/ > P.A/
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解 题目条件即等价于 P.AB/ > P. xAB/,而 P.AB/ C P. xAB/ D P.B/,因此

2P.A/ ⩾ 2P.AB/ > P.B/;

选 A.

8. 设随机变量 X 的概率分布为 P.X D 1/ D P.X D �1/ D P.X D 0/ D
1

3
,向量组 ˛1; ˛2 线性无关,

则向量组 X˛1 � ˛2; ˛1 � X˛2 线性无关的概率为 ( )

(A) 0 (B)
1

3
(C)

2

3
(D) 1

解 注意到 .X˛1 � ˛2; ˛1 � X˛2/ D .˛1; ˛2/

 
X 1

�1 �X

!
,则此向量组线性无关等价于

ˇ̌̌̌
ˇX 1

�1 �X

ˇ̌̌̌
ˇ D 1 � X2

¤ 0;

即 X ¤ ˙1,因此线性无关的概率为 P.X D 0/ D
1

3
,选 C.

二、填空题, 9 � 14题,每题 4分,共 24分.

9. lim
n!1

�
1

ln.1 C n/ � ln n
� n

�
D .

解 lim
n!1

�
1

ln.1 C n/ � ln n
� n

�
D lim

n!1

 
1

ln
�
1 C

1
n

� � n

!
D lim

x!0C

�
1

ln.1 C x/
�

1

x

�
D

1

2
.

10. 设在一定范围内,某商品的需求函数为 Q D 100 � 2p,其中 p 为商品的价格,则该商品的边际收益
为 .

解 边际收益是收益对需求量的导数, 由 Q D 100 � 2p 得 p D 50 �
Q

2
, 于是收益 R D pQ D

50Q �
1

2
Q2,边际收益为

dR

dQ
D 50 � Q.

11. 差分方程 yxC1 � 2yx D ex 的通解为 yx D .

解 首先齐次方程 yxC1 � 2yx D 0的通解为 Yx D C � 2x ,非齐次方程 yxC1 � 2yx D ex 的一个特解

设为 Aex ,代入得 AexC1
� 2Aex

D ex ,解得 A D
1

e � 2
,于是

答案 C � 2x
C

ex

e � 2
.

12.
1X

nD0

.�1/n 3n C 2

.2n C 1/Š
D .

解
1X

nD0

.�1/n 3n C 2

.2n C 1/Š
D

3

2

1X
nD0

.�1/n 2n C 1

.2n C 1/Š
C

1

2

1X
nD0

.�1/n 1

.2n C 1/Š
D

3

3
cos 1 C

1

2
sin 1.

13. 设四阶矩阵 A D .˛1; ˛2; ˛3; ˛4/, 其中 ˛1; ˛2; ˛3 线性无关, 且 ˛1 C 3˛2 C 2˛3 C ˛4 D 0, 向量
ˇ D ˛2 C ˛3 C ˛4,则方程组 Ax D ˇ的通解为 x D .

3

yuxtech.github.io


微信公众号:XiangMath 博客:yuxtech.github.io

解 ˛1 C 3˛2 C 2˛3 C ˛4 D 0 说明齐次线性方程组 Ax D .˛1; ˛2; ˛3; ˛4/x D 0 有一个特解为

.1; 3; 2; 1/T,且 r.A/ < 4.又˛1; ˛2; ˛3线性无关,所以 r.A/ ⩾ 3,故 r.A/ D 3.显然Ax D ˛2C˛3C˛4

的一个特解为 .0; 1; 1; 1/T,故它的通解为 .0; 1; 1; 1/T
C k.1; 3; 2; 1/; k 2 R.

14. 设总体 X � N.0; �2/, X1; X2; � � � ; X9 与 Y1; Y2; � � � ; Y9 是来自总体 X 的独立的简单随机样本,如果

k
.X1 C X2 C � � � C X9/2

Y 2
1 C Y 2

2 C � � � C Y 2
9

服从 F 分布,则 k D .

解 首先 X1 C X2 C � � � C X9 � N.0; 9�2/,于是
X1 C X2 C � � � C X9

3�
� N.0; 1/,而

Yi

�
� N.0; 1/,于

是
Y 2

i

�2
� �2.1/,进一步有

Y 2
1 C Y 2

2 C � � � C Y 2
9

�2
� �2.9/,那么

�
X1CX2C���CX9

3�

�2
=1

Y 2
1 CY 2

2 C���CY 2
9

�2 =9
D

.X1 C X2 C � � � C X9/2

Y 2
1 C Y 2

2 C � � � C Y 2
9

� F .1; 9/ ;

因此 k D 1.

三、解答题, 15 � 23题,共 94分.

15.（本题满分 10分）

设 f .x/ D

8̂<̂
:

1

2
.ax C 1/; x ⩽ 0

lim
n!1

�
1 C

x2 C n.x C b/

n2

��n

; x > 0
,确定常数 a; b,使 f .x/在 .�1; C1/内可导,

并求其导数.

解 直接计算可知

f .x/ D

8̂<̂
:

1

2
.ax C 1/; x ⩽ 0

lim
n!1

�
1 C

x2 C n.x C b/

n2

��n

; x > 0
D

8<:
1

2
.ax C 1/; x ⩽ 0

e�.xCb/; x > 0

:

首先 f .x/在 x D 0处连续,则 lim
x!0C

f .x/ D e�b
D f .0/ D

1

2
; b D ln 2.再由 f .x/在 x D 0处可导

得

f 0
�.0/ D lim

x!0

1
2
e�x �

1
2

x
D �

1

2
D f 0

C.0/ D
1

2
a ) a D �1;

因此 f 0.x/ D

8̂<̂
:

�
1

2
; x ⩽ 0

�
1

2
e�x; x > 0

.

16.（本题满分 10分）

设函数 ´ D ´.x; y/具有二阶连续偏导数,变换

8<:u D x C a
p

y

v D x C 2
p

y
把方程

@2´

@x2
� y

@2´

@y2
�

1

2

@´

@y
D 0化

为
@2´

@u@v
D 0,试确定 a的值.
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解 由复合函数偏导法则可得

@´

@x
D

@´

@u
C

@´

@v
;

@2´

@x2
D

@2´

@u2
C 2

@2´

@u@v
C

@2´

@y2
;

@´

@y
D

@´

@u
�

a

2
p

y
C

@´

@v
�

1
p

y
D

1
p

y

�
a

2
�

@´

@u
C

@´

@v

�
;

@2´

@y2
D �

1

2
y� 3

2

�
a

2
�

@´

@u
C

@´

@v

�
C

1
p

y

�
@2´

@u2
�

a2

4
p

y
C

@2´

@u@v
�

a
p

y
C

@2´

@v2
�

1
p

y

�
;

代入方程
@2´

@x2
� y

@2´

@y2
�

1

2

@´

@y
D 0,得到

@2´

@x2
� y

@2´

@y2
�

1

2

@´

@y
D

�
1 �

a2

4

�
@2´

@u2
C .2 � a/

@2´

@u@v
D 0;

于是有 1 �
a2

4
D 0; 2 � a ¤ 0,所以 a D �2.

17.（本题满分 10分）
设 f .x/的定义域为

�
�

π
2

;
π
2

�
; f .x/可导,且 f .0/ D 1; f .x/ > 1,且满足

lim
h!0

�
f .x C h cos2 x/

f .x/

� 1
h

D ex cos2 xCtan x:

试求 f .x/以及 f .x/的极值.

解 利用导数的定义可得

lim
h!0

�
f .x C h cos2 x/

f .x/

� 1
h

D exp
�

lim
h!0

ln f .x C h cos2 x/ � ln f .x/

h

�
D exp

�
lim
h!0

ln f .x C h cos2 x/ � ln f .x/

h cos2 x
cos2 x

�
D exp

�
Œln f .x/�0 cos2 x

�
D e

f 0.x/

f .x/
cos2 x:

由条件得
f 0.x/

f .x/
cos2 x D x cos2 x C tan x;

f 0.x/

f .x/
D x C tan x sec2 x:

积分可得 ln jf .x/j D
1

2
x2

C
1

2
tan2 x C ln jC j,即 f .x/ D C e 1

2
x2C 1

2
tan2 x .由 f .0/ D 1得 C D 1,故

f .x/ D e 1
2

x2C 1
2

tan2 x . 又 f 0.x/ D .x C tan x sec2 x/e 1
2

x2C 1
2

tan2 x ,令 f 0.x/ D 0得 x D 0.不难得知
f .x/的极小值为 f .0/ D 1.

18.（本题满分 10分）

求二重积分

“
D

p
x2 C y2p

4a2 � x2 � y2
d� ,其中 D 是由曲线 y D �a C

p
a2 � x2 .a > 0/和直线 y D �x

围成的区域.
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解 利用极坐标可得“
D

p
x2 C y2p

4a2 � x2 � y2
d� D

Z 0

� π
4

d�

Z �2a sin �

0

r
p

4a2 � r2
r dr

D

Z 0

� π
4

d�

Z �2a sin �

0

�
4a2

p
4a2 � r2

�
p

4a2 � r2

�
dr

D

Z 0

� π
4

h
4a2 arcsin r

2a
�

�r

2

p
4a2 � r2 C 2a2 arcsin r

2a

�iˇ̌̌�2a sin �

0
d�

D

Z 0

� π
4

�
2a2 arcsin r

2a
�

r

2

p
4a2 � r2

�ˇ̌̌�2a sin �

0
d�

D 2a2

Z 0

� π
4

�
�� C

1

2
sin 2�

�
d�

D a2

�
π2

16
�

1

2

�
:

19.（本题满分 10分）
设定义在有界闭区间 Œa; b�上的函数 f .x/满足 f 00.x/ > 0且 f .a/ > 0; f .b/ < 0.

(1) 证明: 存在唯一的 c 2 .a; b/,使得 f .c/ D 0；

(2) 设 x0 2 .a; b/; f .x0/ > 0,定义数列 xnC1 D xn �
f .xn/

f 0.xn/
.n D 0; 1; 2; � � � /.证明: lim

n!1
xn D c.

证明 (1)首先由 f .a/ > 0; f .b/ < 0,根据零点定理可知存在 c 2 .a; b/,使得 f .c/ D 0.如果还存
在点 c0

2 .a; b/使得 f .c0/ D 0.不妨设 c0 > c,那么存在 �1 2 .c; c0/; �2 2 .c0; b/,使得

f 0.�1/ D 0; f 0.�2/ D
f .b/ � f .c0/

b � c0
D

f .b/

b � c0
< 0;

这与 f 00.x/ > 0矛盾,因此必存在唯一的 c 2 .a; b/,使得 f .c/ D 0.

(2) 由 (1) 可知, 当 a < x < c 时, f .x/ > 0, 当 c < x < b 时, f .x/ < 0. 由于 f .x0/ > 0, 所以

x0 2 .a; c/. 存在 � 2 .c; b/使得 f 0.�/ D
f .b/ � f .c/

b � c
< 0,又 f 00.x/ > 0,说明 f 0.x/单调递减,因此

当 x 2 .a; c/时, f 0.x/ < f 0.�/ < 0. 下面归纳证明 xn < xnC1 < c.

• n D 0时, x1 D x0 �
f .x0/

f 0.x0/
> x0 成立,而由拉格朗日中值定理可得

x1 D x0 �
f .x0/

f 0.x0/
D x0 �

f .x0/ � f .c/

f 0.x0/
D x0 �

.x0 � c/f 0.�/

f 0.x0/
< x0 � .x0 � c/ D c;

其中 � 2 .x0; c/; f 0.x0/ < f 0.�/ < 0.

• 假定 n D k � 1时, xk�1 < xk < c 成立,那么 n D k 时, xkC1 D xk �
f .xk/

f 0.xk/
> xk ,与 n D 0的

情况类似,由拉格朗日中值定理可知

xkC1 D xk �
f .xk/

f 0.xk/
D xk �

.xk � c/f 0.�k/

f 0.xk/
< xk � .xk � c/ D c:

6

yuxtech.github.io


博客:yuxtech.github.io 微信公众号:XiangMath

因此由数学归纳法知 xn < xnC1 < c 对所有 n都成立,即 fxng单调递增有上界,从而 fxng的极限存

在.设 lim
n!1

xn D a,在 xnC1 DD xn �
f .xn/

f 0.xn/
中令 n ! 1可得 a D a �

f .a/

f 0.a/
,因此 f .a/ D 0,即

a D c; lim
n!1

xn D c.

20.（本题满分 11分）
已知三维列向量

˛1 D

0BB@
1

0

a

1CCA ; ˛2 D

0BB@
0

1

b

1CCA ; ˇ1 D

0BB@
1

2

1

1CCA ; ˇ2 D

0BB@
�1

1

2

1CCA ; ˇ3 D

0BB@
1

1

c

1CCA ;

且向量组 ˇ1; ˇ2; ˇ3 与 ˛1; ˛2 等价.

(1) 求参数 a; b; c 的值；

(2) 记矩阵 A D .˛1; ˛2/; B D .ˇ1; ˇ2; ˇ3/,求矩阵 X ,使得 AX D B.

解 (1)由题意首先有 r.ˇ1; ˇ2; ˇ3/ D r.˛1; ˛2/ D 2,且向量组 ˛1; ˛2; ˇ1; ˇ2; ˇ3 的秩为 2,于是

jˇ1; ˇ2; ˇ3j D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌1 �1 1

2 1 1

1 2 c

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ D 3c D 0; c D 0:

同理,由 j˛1; ˇ1; ˇ2j D 3a C 3 D 0得 a D �1,由 j˛2; ˇ1; ˇ2j D 3b � 3 D 0得 b D 1.

(2)对增广矩阵 .A; B/进行初等行变换得

.A; B/ D

0BB@
1 0 1 �1 1

0 1 2 1 1

�1 1 1 2 0

1CCA !

0BB@
1 0 1 �1 1

0 1 2 1 1

0 0 0 0 0

1CCA :

因此所求的矩阵 X D

 
1 �1 1

2 1 1

!
.

21.（本题满分 11分）
已知二次型 f .x1; x2; x3/ D .1 � a/x2

1 C .1 � a/x2
2 C 2x2

3 C 2.1 C a/x1x2 的秩为 2.

(1) 求 a的值；

(2) 用正交变换化二次型为标准形；

(3) 求方程 f .x1; x2; x3/ D 0的解.

解 (1)二次型的矩阵 A D

0BB@
1 � a 1 C a 0

1 C a 1 � a 0

0 0 2

1CCA,因为 r.A/ D 2,所以 jAj D �8a D 0; a D 0.
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(2) A D

0BB@
1 1 0

1 1 0

0 0 2

1CCA, 其特征值为 �1 D 0; �2 D �3 D 2. 对特征值 �1 D 0, 解方程组 Ax D 0 得

�1 D 0的单位特征向量 �1 D
1

p
2

.1; �1; 0/T；对特征值 �2 D �3 D 2,解方程组 .2E � A/x D 0得

�2 D �3 D 2的单位特征向量 �2 D .0; 0; 1/T; �3 D
1

p
2

.1; 1; 0/.令 P D .�1; �2; �3/,则 P 为正交矩

阵,在正交变换 x D Qy 下,二次型化为标准形 2y2
2 C 2y2

3 .

(3)方程 f .x1; x2; x3/ D x2
1 C x2

2 C 2x2
3 C 2x1x2 D .x1 C x2/2

C 2x2
3 D 0即为方程组8<:x1 C x2 D 0

x3 D 0
;

此方程组的通解为 .x1; x2; x3/ D .k; �k; 0/; k 2 R.

22.（本题满分 11分）
设随机变量 X1; X2; X3 相互独立,且均服从参数为 1的指数分布.

(1) 记 Y D minfX2; X3g,求 Y 的概率密度；

(2) 求 P
�
X1 D minfX1; X2; X3g

�
.

解 (1)参数为 1的指数分布的分布函数为 F.x/ D

8<:1 � e�x; x > 0

0; x ⩽ 0
, Y 的分布函数为

FY .y/ D P.Y ⩽ y/ D P
�
minfX2; X3g ⩽ y

�
D 1 � P

�
minfX2; X3g ⩾ y

�
D 1 � P.X2 ⩾ y; X3 ⩾ y/ D 1 � P.X2 ⩾ y/P.X3 ⩾ y/

D 1 � Œ1 � F.y/�2 D

8<:1 � e�2y ; y > 0

0; y ⩽ 0
:

因此 Y 的概率密度为 fY .y/ D F 0
Y .y/ D

8<:2e�2y ; y > 0

0; y ⩽ 0
.

(2) minfX1; X2; X3g D minfX1; Y g, X1 与 Y 的联合密度为

f .x; y/ D

8<:2e�x�2y ; x > 0; y > 0

0; 其他
:
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那么

P
�
X1 D minfX1; Y g

�
D P.X1 ⩽ Y / D

“
x⩽y

f .x; y/ dx dy

D

Z C1

0

e�x dx

Z C1

x

2e�2y dy

D

Z C1

0

e�x
� e�2x dx D

1

3
:

23. 设总体 X 服从瑞利分布,其概率密度为

f .x；�2/ D

8<:
x

�2
e� x2

2�2 ; x > 0

0; x ⩽ 0
;

其中参数 � > 0, X1; X2; � � � ; Xn 为其样本.

(1) 求 �2 的矩估计量 O�2
1；

(2) 求 �2 的最大似然估计量 O�2
2 ,并计算 E. O�2

2 /.

解 (1)样本均值 xX D
1

n

nX
iD1

Xi ,总体均值为

E.X/ D

Z C1

0

x �
x

�2
e� x2

2�2 dx D �

Z C1

0

t2e� t2

2 dt D

p
2π
2

�:

令 xX D E.X/,解得 �2
D

2

π
xX2,即 �2 的矩估计量为 O�2

1 D
2

π
xX2.

(2)设 X1; X2; � � � ; Xn 所对应的样本值为 x1; x2; � � � ; xn,似然函数为

L.�2/ D

nY
iD1

f .xi；�
2/ D

8̂<̂
:

x1x2 � � � xn

�2n
e

� 1

2�2

nP
iD1

x2
i

; x1; x2; � � � ; xn > 0

0; 其他

:

当 x1; x2; � � � ; xn > 0时, ln L.�2/ D ln.x1x2 � � � xn/ � n ln �2
�

1

2�2

nX
iD1

x2
i ,令

d ln L.�2/

d�2
D �

n

�2
C

1

2�4

nX
iD1

x2
i D 0;

解得 �2
D

1

2n

nX
iD1

X2
i ,即 �2 的最大似然估计量为 O�2

2 D
1

2n

nX
iD1

X2
i ,且

E. O�2
2 / D

1

2n

nX
iD1

E.X2
i / D

1

2
E.X2/ D

1

2

Z C1

0

x3

�2
e� x2

2�2 dx D �2:
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