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前 言

复变函数理论的基础是 19 世纪由三位杰出的数学家 Cauchy，Weierstrass 和 Rie-
mann奠定的，到现在已有一百多年的历史，这是一门相当成熟的学科.它在数学的其他
分支（如常微分方程、积分方程、概率论、解析数论、算子理论及多复变函数论等）和自

然科学的相关领域（如流体力学、空气动力学、电学及理论物理学等）中都有重要的应

用.
复变函数论作为大学数学系的一门重要基础课，通常包含 Cauchy 的积分理论、

Weierstrass 的级数理论和 Riemann 的几何理论这三部分内容. 本书作为这样一门课程
的教材，就是以这三大块内容为中心来编写的，但在材料的取舍上与传统的教材略有不

同.例如，在第 3章全纯函数的积分表示中，我们除了介绍全纯函数的 Cauchy积分公式
外，还对非全纯的函数（仅要求 f 的实部和虚部有一阶连续偏导数）建立了 Cauchy积
分公式，并用它得到一维 @问题的解，再利用这个解在第 5章中给出了Mittag-Leffler定
理、Weierstrass因子分解定理和插值定理的证明，通过这些证明，使读者了解 @问题的解

是构造全纯函数的重要工具，而这在以往的教材中是不被重视的.又如，在介绍调和函
数理论（第 8章）的同时，我们还介绍了次调和函数的基本理论，因为次调和函数的理
论在众多的其他数学分支中要遇到.再如，在本书的最后一章中介绍了多复变数全纯函
数和全纯映射的一些基本性质.

在以往的教学中，曾有学生问：在微积分中，讲完单变量微积分，还要讲多变量微积

分，为什么在复变函数课程中没有多变量函数的理论？这是一个很自然的问题，但回答

起来并不容易.我们增添这样一章的目的，是要使学生了解单复变与多复变有许多本质
的不同，在内容上和研究方法上都是如此.在多复分析已经成为数学研究的主流方向之
一的今天，让学生们了解一些多复变最基本的知识是必要的.我们认为 Riemann面属于
另外一门课程的内容，很难在这样一本教材中说清楚，干脆就不提它了.至于个别定理
的取舍，就不在这里一一介绍了.

书中定理的证明，大部分与传统的教材相似，只是在编排与叙述方式上有些差别，

但也有若干创新之处.例如，在证明 Weierstrass关于级数的定理时，我们利用了全纯函
数 f 的任意阶导数 f .n/ 在紧集 K 上的模可以用 f 在 K 的邻域上的模来控制这一事

实，使证明得以简化，而且上述事实在别处还要用到.其他如边界对应定理和Weierstrass
因子分解定理的证明，与传统的证明有更大的差别.

我们主张教材可以写得详细一些，教师不必都讲，给学生留一些自己学习的余地.
例如，为了完整起见，在第 1章中我们比较详细地介绍了平面点集的知识，对于相当一
部分学生来说，这部分内容在学多元函数的微积分时已经学过了，教师可不必再讲，留

给学生备查就行了.又如，用残数理论计算定积分，我们介绍了不少方法，教师只需选择
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一部分来讲，其他可留作学生自学的材料.总之，教师应该根据实际情况作出取舍.
书中每节之后都附有不少习题，这是本书的重要组成部分.一些练习性的习题是为

加深对教学内容的理解而设，学生都应该完成.一部分有一定难度的习题是为锻炼学生
的综合分析能力而设，有些题初学时做不出来也不必介意，待学完本课程后回过头来还

可以再想.
21世纪的钟声即将敲响，数学教学的改革已经提到人们的议事日程上.对于这样一

门成熟的学科，应该如何改？我们认为，任何积极的改革都不应该触动前面提到的那三

部分主要内容，而是应该在介绍这三部分主要内容的同时，尽可能使这门课程和现代数

学更为接近．前面提到的 @问题及其应用、次调和函数和多复变基础知识等，都是为了

这样一个目的而引进的.
作者曾在中国科学技术大学多次讲授这门课程，本书便是在这些讲稿的基础上写

成的.在编写过程中，龚昇教授最近编著的《简明复分析》（北京大学出版社，1996年）
对我们有很大启发，在此深致谢意.兄弟院校的一些优秀教材也对我们有很多帮助，在
此一并致谢.

由于水平所限，书中缺点和错误在所难免，希望得到广大读者的批评指正.

史济怀 刘太顺

1998年 2月于中国科学技术大学
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序 言

本书原作者为史济怀与刘太顺老师，其中史济怀老师是我在科大读本科期间三个

学期的数学分析老师，可以说是相当幸运了，我们数院 2012级本科班是史爷爷唯一教授
了三个学期的班级. 后来我读大三的时候，史爷爷确实年龄太大，就彻底退出讲台了，自
此我也就再也不曾见过史爷爷了.
复变函数一书是史爷爷所著的一本非常优秀的书籍，也是我本科学复分析时的授

课教材，是一本非常不错的书，学校已经多年不再版，我决心为之重排. 本书是我在 2019
年年底，花费了大约两个月时间所完成的心血. 所有内容用 LATEX重排，所有插图一律
用 TikZ重新绘制，排版方式尊重原书方正书版的排版格式，公式都是行显模式. 也非常
感谢积分群几位群友帮助我核对其中很多排版的错误，同时我自己也更正了一些原书

中的排版错误，当然，可能仍然存在一些其他的错误，欢迎各位的指正. 我将此书的 PDF
以及 LATEX 代码共享出来，真心希望能帮到有需要的同学. 其中 PDF 可以在我的博客
yuxtech.github.io获取，原代码我将会放在我的 github主页https://github.com/yuxtech. 如
果有支持我的同学，请关注我的博客以及我的微信公众号: 向老师讲数学，在这里表示
感谢.

向禹

2020年 9月于中国科学技术大学
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第
1
章

复数与复变函数

复变函数论讨论的是复变数的函数理论，也就是复数域上的微积分学.本章先从较
高的角度帮助读者系统地复习一下有关复数的知识，再在这个基础上引进复变函数及

其连续性的概念.

1.1 复数的定义及其运算

我们把复数定义为一对有序的实数 .a; b/，如果用 R记实数的全体，C记复数的全
体，那么

C D f.a; b/ W a 2 R; b 2 Rg:

在这个集合中定义加法和乘法两种运算：

.a; b/C .c; d/ D .aC c; b C d/;

.a; b/.c; d/ D .ac � bd; ad C bc/:

容易验证，加法和乘法都满足交换律和结合律；.0; 0/是零元素，.�a;�b/是 .a; b/的负

元素；.1; 0/是乘法的单位元素；每个非零元素 .a; b/有逆元素；此外，C中的加法和乘法
还满足分配律：

Œ.a; b/C .c; d/�.e; f / D .a; b/.e; f /C .c; d/.e; f /:

因此，C在上面定义的加法和乘法运算下构成一个域，称为复数域.如果记

eR D f.a; 0/ W a 2 Rg;

那么 eR是 C的一个子域.显然，.a; 0/ ! a是 eR与 R之间的一个同构对应，因此，实数域
R是 C的一个子域.我们直接记 .a; 0/ D a. 在 C中，.0; 1/这个元素有其特殊性，它满足

.0; 1/2 D .0; 1/.0; 1/ D .�1; 0/ D �1:

1
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专门用 i记 .0; 1/这个元素，于是有 i2 D �1.由于 .0; b/ D .b; 0/ � .0; 1/ D bi，于是每一
个复数 .a; b/都可写成

.a; b/ D .a; 0/C .0; b/ D aC bi:

复数域和实数域的一个重要区别是在复数域中不能定义两个复数的大小. 为了证
明这一事实，我们先给出有序域的概念.

定义 1.1.1 域 F称为有序域，如果在 F的元素间能确定一种关系（记为 a < b），其

满足下列要求：

(1) 对 F中任意两个元素 a; b,下述三个关系中必有而且只有一个成立：

a < b; a D b; b < a；

(2) 如果 a < b; b < c，那么 a < c；

(3) 如果 a < b，那么对任意 c，有 aC c < b C c；

(4) 如果 a < b; c > 0，那么 ac < bc.
容易知道，实数域是有序域，而复数域则不是.
定理 1.1.2 复数域不是有序域.

证 如果 C是有序域，那么因为 i ¤ 0，i与 0之间必有 i > 0或 i < 0的关系.如果
i > 0，则由 (4)得 i � i > i � 0，即 �1 > 0,再由 (3)，两端都加 1,即得 0 > 1.另一方面，从
�1 > 0还可得 �1 � .�1/ > 0 � .�1/,即 1 > 0，这和刚才得到的 0 > 1矛盾.如果 i < 0，两
端都加 �i，再由 (4)，两端乘 �i，得 �1 > 0.重复上面的讨论，即可得 0 > 1和 0 < 1的矛

盾.所以，复数域不是有序域. �

从现在开始，我们不再用实数对 .a; b/来记复数，而直接用 ´ D a C bi记复数，a称
为 ´的实部，b 称为 ´的虚部，分别记为 a D Re ´; b D Im ´.加法和乘法用现在的记号
定义为：

.aC bi/C .c C d i/ D .aC c/C .b C d/i;

.aC bi/.c C d i/ D .ac � bd/C .ad � bc/i:

减法和除法分别定义为加法和乘法的逆运算：

.aC bi/ � .c C d i/ D .a � c/C .b � d/i;

aC bi
c C d i

D .aC bi/
�
c � d i
c2 C d 2

�
D
ac C bd

c2 C d 2
C
bc � ad

c2 C d 2
i:

设 ´ D aC bi是一复数，定义

j´j D

p
a2 C b2;

´ D a � bi;

j´j称为 ´的模或绝对值，́ 称为 ´的共轭复数.下面是它们的一些基本性质：
命题 1.1.3 设 ´和 w是两个复数，那么

2
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(1) Re ´ D
1

2
.´C ´/; Im ´ D

1

2i
.´ � ´/；

(2) ´´ D j´j
2；

(3) ´C w D ´C w; ´w D ´w；

(4) j´wj D j´j jwj;
ˇ̌̌ ´
w

ˇ̌̌
D

j´j

jwj
；

(5) j´j D j´j.
这些性质的证明都很简单，但在证明 (4)时，初学者往往会用 ´和 w 的实部和虚部

来表示 j´wj和 j´j jwj，从而证明它们相等. 其实，利用 (2)来证明要简单得多：

j´wj
2

D .´w/.´w/ D j´j
2
jwj

2:

命题 1.1.4 设 ´和 w是两个复数，那么

(1) j Re ´j 6 j´j; j Im ´j 6 j´j；

(2) j´C wj 6 j´j C jwj，等号成立当且仅当存在某个 t > 0,使得 ´ D tw；

(3) j´ � wj >
ˇ̌
j´j � jwj

ˇ̌
.

证 (1)从 Re ´; Im ´和 j´j的定义马上知道不等式成立.
(2)利用命题 1.1.3的 (2)，(1)和这里的不等式 (1)，即得

j´C wj
2

D .´C w/.´C w/ D j´j
2

C 2Re.´w/C jwj
2

6 j´j
2

C 2j´j jwj C jwj
2

D
�
j´j C jwj

�2
;

由此即知 (2)成立.由上面的不等式可以看出，等式成立的充要条件是 Re.´w/ D j´wj，

这等价于 ´w > 0.不妨设 w ¤ 0（w D 0时，等号显然成立）,由于 w D
jwj2

w
，上面的不

等式等价于
´

w
jwj

2 > 0. 令 t D

� ´
w

jwj
2
� 1

jwj2
，则 t > 0，而且 ´ D tw.

(3)是 (2)的简单推论，证明留给读者作练习. �

设 ´1; � � � ; ´n是任意 n个复数，用数学归纳法，容易得到不等式

j´1 C � � � C ´nj 6 j´1j C � � � C j´nj:

请读者给出上述不等式中等号成立的条件.
习 题 1.1

1. 证明命题 1.1.3中的 (1)，(2)，(3)，(5).
2. 设 ´1; � � � ; ´n是任意 n个复数，证明：

j´1 C � � � C ´nj 6 j´1j C � � � C j´nj;

并给出不等式中等号成立的条件.
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3. 证明：
1

p
2

�
j Re ´j C j Im ´j

�
6 j´j 6 j Re ´j C j Im ´j:

4. 若 j´1j D �j´2j; � > 0,证明：

j´1 � �2´2j D �j´1 � ´2j:

5. 设 jaj < 1，证明：若 j´j D 1,则 ˇ̌̌̌
´ � a

1 � a´

ˇ̌̌̌
D 1:

6. 设 jaj < 1; j´j < 1，证明：

(1)
ˇ̌̌̌
´ � a

1 � a´

ˇ̌̌̌
< 1；

(2) 1 �

ˇ̌̌̌
´ � a

1 � a´

ˇ̌̌̌2
D

�
1 � jaj2

��
1 � j´j2

�
j1 � a´j2

；

(3)
ˇ̌
j´j � jaj

ˇ̌
1 � jaj j´j

6
ˇ̌̌̌
´ � a

1 � a´

ˇ̌̌̌
6

j´j C jaj

1C jaj j´j
.

7. 设 ´1; � � � ; ´n; w1; � � � ; wn是任意 2n个复数，证明复数形式的 Lagrange等式：ˇ̌̌̌ nX
j D1

´jwj

ˇ̌̌̌2
D

� nX
j D1

j´j j
2

�� nX
j D1

jwj j
2

�
�

X
16j <k6n

ˇ̌
´jwk � ´kwj

ˇ̌2
;

并由此推出 Cauchy不等式：ˇ̌̌̌ nX
j D1

´jwj

ˇ̌̌̌2
6
� nX

j D1

j´j j
2

�� nX
j D1

jwj j
2

�
:

不等式中等号成立的条件是什么?
8. 设 ´1; � � � ; ´n是任意 n个复数，证明必有 f1; 2; � � � ; ng的子集 E，使得ˇ̌̌̌X

j 2E

´j

ˇ̌̌̌
>
1

6

nX
j D1

ˇ̌
´j

ˇ̌
:

1.2 复数的几何表示

在平面上取定一个直角坐标系，实数对 .a; b/ 就表示平面上的一个点，所以复数

´ D a C bi可以看成平面上以 a为横坐标、以 b 为纵坐标的一个点（图 1.1）.这个点的
极坐标设为 .r; �/，那么

a D r cos �; b D r sin �;
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O x

y

r

.a; b/

b

a
�

图 1.1

因为复数 ´ D aC bi也可表示为

´ D r.cos � C i sin �/:

这里，r D j´j D

p
a2 C b2 就是前面定义过的 ´的模，� 称为 ´的辐角，记为 � D Arg ´.

容易看出，如果 � 是 ´的辐角，那么 � C 2kπ也是 ´的辐角，这里，k是任意的整数，因此

´的辐角有无穷多个.但在 Arg ´中，只有一个满足 �π < � 6 π，称这个 � 为 ´的辐角的

主值，把它记为 arg ´.因而

Arg ´ D arg ´C 2kπ; k 2 Z;

这里，Z表示整数的全体. 注意，0的辐角没有意义.
我们还可把复数 ´ D aC bi看成在 x轴和 y轴上的投影分别为 a和 b的一个向量，

这时我们就把复数和向量作为同义语来使用.容易知道，由一向量经过平行移动所得的
所有向量表示的是同一个复数.如果一个向量的起点和终点分别为复数 ´1 和 ´2，那么

这个向量所表示的复数便是 ´2 � ´1，因而 j´2 � ´1j就表示 ´1与 ´2之间的距离.特别地，
当一个向量的起点为原点时，它的终点所表示的复数和向量所表示的复数是一致的.

O x

y

´2

´1

´1 C ´2

图 1.2

由此可以知道，前面定义的复数的加法和向量

的加法是一致的：把两个不重合的非零向量 ´1 和 ´2

的起点取在原点，以 ´1 和 ´2 为两边作平行四边形，

那么以原点为起点沿对角线所作的向量就表示 ´1 C

´2；以 ´2 为起点，́ 1 为终点的向量就表示 ´1 � ´2

（图 1.2）.现在再来看 1.1节命题 1.1.4中 (2)的不等
式 j´1 C ´2j 6 j´1j C j´2j，它实际上就是三角形两边

之和大于第三边的最简单的几何命题.

为了说明复数乘法的几何意义,我们采用复数的三角表示式.设

´1 D r1.cos �1 C i sin �1/;
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´2 D r2.cos �2 C i sin �2/;

那么

´1´2 D r1r2Œcos.�1 C �2/C i sin.�1 C �2/�:

由此立刻得到

j´1´2j D j´1j j´2j;

Arg.´1´2/ D Arg ´1 C Arg ´2:

第一个等式在 1.1节中已经证明过；第二个等式应该理解为两个集合的相等.这就是说，
两个复数的乘积是这样一个复数，它的模是两个复数的模的乘积，它的辐角是两个复

数的辐角之和.从几何上看，用复数 w 乘复数 ´，相当于把 ´沿反时针方向转动大小为

argw 的角，再让 ´的长度伸长 jwj倍.特别地，如果 w 是单位向量，那么 w 乘 ´的结果

就是把 ´沿反时针方向转动大小为 argw的角.例如，已知 i是单位向量，它的辐角为
π
2
，

因此 i´就是把 ´按反时针方向转动
π
2
角所得的向量.这种几何直观在考虑问题时非常

有用.
再看复数的除法，由于

´1

´2

D
r1

r2
Œcos.�1 � �2/C i sin.�1 � �2/�;

所以 ˇ̌̌̌
´1

´2

ˇ̌̌̌
D

j´1j

j´2j
;

Arg
�
´1

´2

�
D Arg ´1 � Arg ´2:

这里，第二个等式也理解为集合的相等.这说明向量 ´1与 ´2之间的夹角可以用Arg
�
´1

´2

�
来表示，这一简单的事实在讨论某些几何问题时很有用.例如，用它很容易证明向量 ´1

与 ´2 垂直的充要条件是 Re.´1´2/ D 0.这是因为 ´1 与 ´2 垂直就是 ´1 与 ´2 之间的夹

角为 ˙
π
2
，即 arg

�
´1

´2

�
D ˙

π
2
，这说明

´1

´2

是一个纯虚数，因而 ´1´2 D
´1

´2

j´2j
2 也是一个

纯虚数，即 Re.´1´2/ D 0.同样道理，可以得到 ´1与 ´2平行的充要条件为 Im.´1´2/ D 0.
利用复数知识来处理几何问题，有时显得非常方便，下面是两个这方面的例子.
例 1.2.1 在图 1.3的三角形中, AB D AC;PQ D RS;M 和 N 分别是 PR和 QS

的中点.证明：MN?BC .
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M

A P Q B

R

S

C

Nr

h

a h

�

图 1.3

证 把 A取作坐标原点，AB 所在的直线取作 x 轴，那么 P;Q 的坐标分别为 a 和

aC h.如果用 ei� 记 cos � C i sin �，那么 R点和 S 点可分别用复数 r ei� 和 .r C h/ei� 表

示.由于M 和 N 分别是 PR和 SQ的中点，所以M 和 N 可以分别用复数表示为

M W
1

2

�
aC r ei� �;

N W
1

2

�
.aC h/C .r C h/ei� �:

若记 ´1 D
��!
MN，则

´1 D
1

2

�
.aC h/C .r C h/ei� �

�
1

2

�
aC r ei� �

D
h

2

�
1C r ei� �:

如果记 B 的坐标为 b，因为 AB D AC，所以 C 的坐标为 b ei� . 若记 ´2 D
��!
BC，则

´2 D b ei�
�b D b

�
ei�

�1
�
:

现在

´1´2 D
h

2

�
1C ei� �b�e�i�

�1
�

D
bh

2

�
e�i�

�ei� �
D �ibh sin �;

因为 Re.´1´2/ D 0.所以 ´1垂直 ´2，即MN?BC . �

例 1.2.2 证明：平面上四点 ´1; ´2; ´3; ´4共圆的充要条件为

Im
�
´1 � ´3

´1 � ´4

�
´2 � ´3

´2 � ´4

�
D 0: (1.2.1)

证 从图 1.4可以看出, ´1; ´2; ´3; ´4四点共圆的充要条件是向量 ´1 � ´3和 ´1 � ´4

的夹角等于向量 ´2 � ´3和 ´2 � ´4的夹角或互补（当 ´2在 ´3与 ´4之间时），即

arg
�
´1 � ´3

´1 � ´4

�
´2 � ´3

´2 � ´4

�
D arg

�
´1 � ´3

´1 � ´4

�
� arg

�
´2 � ´3

´2 � ´4

�
D 0或˙ π:

这说明复数
´1 � ´3

´1 � ´4

�
´2 � ´3

´2 � ´4

在实轴上，因而等式 (1.2.1)成立. �
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´1

´4

´2

´3

图 1.4

还有一些有趣的例子，放在习题中供读者练习.
给定复数 w，如何计算 n

p
w?也就是要求复数 ´，使得 ´n

D w.我们从 de Moivre公
式说起.设 ´1 D r1.cos �1 C i sin �1/; � � � ; ´n D rn.cos �n C i sin �n/是给定的 n个复数，容

易用数学归纳法证明：

´1 � � � ´n D r1 � � � rnŒcos.�1 C � � � C �n/C i sin.�1 C � � � C �n/�:

特别当 ´1 D � � � D ´n都是单位向量时，就有

.cos � C i sin �/n D cosn� C i sinn�;

这就是著名的 de Moivre公式. 其实对于负整数，上面的公式也成立：

.cos � C i sin �/�n
D

1

.cos � C i sin �/n
D

1

cosn� C i sinn�

D cosn� � i sinn� D cos.�n/� C i sin.�n/�:

现在设 w D r.cos � C i sin �/是给定的，要求的 ´ D �.cos' C i sin'/.由 de Moivre
公式，́n

D w等价于

�n.cosn' C i sinn'/ D r.cos � C i sin �/:

由此即得 � D
n
p
r; n' D � C 2kπ; k D 0; 1; � � � ; n � 1. 这就是说, 共有 n 个复数满足

´n
D w，它们是

´ D
n
p

jwj

�
cos

� C 2kπ
n

C i sin
� C 2kπ

n

�
; k D 0; 1; � � � ; n � 1:

这 n个复数恰好是以原点为中心、n
p

jwj为半径的圆的内接正 n边形的顶点. 当 w D 1

时，若记 ! D cos
2π
n

C i sin
2π
n
，则

np
1的 n个值为

1; !; !2; � � � ; !n�1;
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称为 n个单位根. 如果用 n
p
w记 w的任一 n次根，那么 w的 n个 n次根又可表示为

n
p
w;

n
p
w!; � � � ;

n
p
w!n�1:

习 题 1.2
1. 把复数 ´ D 1C cos � C i sin � 写成三角形形式.
2. 问 n取何值时有 .1C i/n D .1 � i/n ?
3. 证明：

nX
kD0

cos k� D
sin �

2
C sin

�
nC

1
2

�
�

2 sin �
2

;

nX
kD0

sin k� D
cos �

2
� cos

�
nC

1
2

�
�

2 sin �
2

:

4. 证明：4´1´2´3和4w1w2w3同向相似的充分必要条件为ˇ̌̌̌
ˇ̌´1 w1 1

´2 w2 1

´3 w3 1

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D 0:

5. 设 ´1 ¤ ´2，证明：

(1) ´位于以 ´1和 ´2为端点的开线段上，当且仅当存在 � 2 .0; 1/，使得

´ D �´1 C .1 � �/´2；

(2) ´位于以 ´1和 ´2为端点的开圆弧上，当且仅当存在 �
�
0 < j� j < π

�
，使得

arg
´ � ´1

´ � ´2

D �:

6. 证明：三点 ´1; ´2; ´3共线的充要条件为ˇ̌̌̌
ˇ̌´1 ´1 1

´2 ´2 1

´3 ´3 1

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D 0:

7. 图 1.5是三个边长为 1的正方形，证明：

†AOD C †BOD C †COD D
π
2
:

8. 图 1.6中，ABED;ACFG是正方形，AH?BC;M 是DG的中点.证明：M;A;H 三点
共线.

9. 在平行四边形 ABCD中（见图 1.7），如果

AC
2

� BD
2

D AB
4

C AD
4
;

那么这个平行四边形的锐角等于
π
4
.
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O D

CBA

图 1.5

B CH

D
M

G

A F
E

图 1.6

A B

CD

图 1.7

10. 证明：
j´1 C ´2j

2
C j´1 � ´2j

2
D 2

�
j´1j

2
C j´2j

2
�
;

并说明等式的几何意义.
11. 设 ´1; � � � ; ´n 是单位圆周（以原点为中心、半径为 1 的圈周）上的 n 个点，如果

´1; � � � ; ´n是正 n边形的 n个顶点，证明：

´1 C � � � C ´n D 0:

12. 设 ´1; ´2; ´3 是单位圆周上的三个点，证明：这三个点是一正三角形三个顶点的充要

条件为

´1 C ´2 C ´3 D 0:

13. 设 ´1; ´2; ´3; ´4是单位圆周上的四个点，证明：这四个点是一矩形顶点的充要条件为

´1 C ´2 C ´3 C ´4 D 0:

14. 设 L是由方程

a´´C ˇ´C ˇ´C d D 0

所确定的点的轨迹，其中 a; d 是实数，̌ 是复数.证明：
(1) 当 a D 0; ˇ ¤ 0时, L是直线；
(2) 当 a ¤ 0; jˇj

2
� ad > 0时，L是一圆周.并求出该圆周的圆心和半径.
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15. 设 ´1 ¤ ´2; 0 < � ¤ 1，证明由方程 ˇ̌̌̌
´ � ´1

´ � ´2

ˇ̌̌̌
D �

所确定的点 ´的轨迹是一圆周（通常称为 Apollonius圆），该圆周的圆心 a和半径 R

分别为

a D
´1 � �2´2

1 � �2
; R D

�j´1 � ´2j

j1 � �2j
:

并问 � D 1时它的轨迹是什么?

16. 如果 ´1; � � � ; ´n 都位于过原点的直线的一侧，证明
1

´1

; � � � ;
1

´n

也必位于该直线的某

一侧，且满足

´1 C � � � C ´n ¤ 0;
1

´1

C � � � C
1

´n

¤ 0:

17. 设 ´1; � � � ; ´n是一个凸 n边形的 n个顶点，如果 a满足关系

1

´1 � a
C � � � C

1

´n � a
D 0;

那么 a必在这个凸 n边形的内部.
18. 证明：

sin
π
n

sin
2π
n

� � � sin
.n � 1/π

n
D

n

2n�1
:

（提示：考虑方程式 .´C 1/n D 1的 n � 1个不为零的根的乘积.）

19. 设 0 < � <
π
2
; Pm.x/ D

mX
kD0

.�1/k

 
2mC 1

2k C 1

!
xm�k .证明：

sin.2mC 1/� D sin2mC1 �Pm.cot2 �/:

20. 利用上题结果证明：

(1)
mX

kD1

cot2
kπ

2mC 1
D
m.2m � 1/

3
；

(2)
mY

kD1

cot2
kπ

2mC 1
D

1

2mC 1
.

1.3 扩充平面与复数的球面表示

为了今后讨论的需要，我们要在 C中引进一个新的数1，这个数的模是1，辐角没

有意义，它和其他数的运算规则规定为：

´˙ 1 D 1; ´ � 1 D 1 (´ ¤ 0）;
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´

1
D 0;

´

0
D 1 (´ ¤ 0）；

0 � 1和1 ˙ 1都不规定其意义. 引进了1的复数系记为 C1，即 C1 D C [ f1g.在
复平面上，没有一个点和1相对应，但我们想像有一个无穷远点和1对应，加上无穷

远点的复平面称为扩充平面或闭平面，不包括无穷远点的复平面也称为开平面.在复平
面上，无穷远点和普通的点是不一样的，Riemann首先引进了复数的球面表示，在这种表
示中，1和普通的复数没有什么区别. 设 S 是 R3中的单位球面，即

S D f.x1; x2; x3/ 2 R3
W x2

1 C x2
2 C x2

3 D 1g:

把 C等同于平面：

C D f.x1; x2; 0/ W x1; x2 2 Rg:

固定 S 的北极 N，即 N D .0; 0; 1/，对于 C上的任意点 ´，联结 N 和 ´的直线必和 S

S
N

´

P

图 1.8

交于一点 P（图 1.8）.若 j´j > 1，则 P 在北半球上；若 j´j < 1，则 P 在南半球上；若

j´j D 1，则 P 就是 ´.容易看出，当 ´趋向1时，球面上对应的点 P 趋向于北极 N，自

然地，我们就把 C1 中的1对应于北极 N .这样一来，C1 中的所有点（包括无穷远点

在内）都被移植到球面上去了，而在球面上，N 和其他的点是一视同仁的.
现在给出这种对应的具体表达式.设 ´ D x C iy，容易算出 ´N 和球面 S 的交点的

坐标为

x1 D
2x

x2 C y2 C 1
; x2 D

2y

x2 C y2 C 1
; x3 D

x2 C y2 � 1

x2 C y2 C 1
:

直接用复数 ´，可表示为

´1 D
´C ´

1C j´j2
; x2 D

´ � ´

i
�
1C j´j2

� ; x3 D
j´j2 � 1

j´j2 C 1
:
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这样，从 ´便可算出它在球面上对应点的坐标. 反过来，从球面上的点 .x1; x2; x3/也可

算出它在平面上的对应点 ´.事实上，从上面的表达式得8̂̂<̂
:̂
x1 C ix2 D

2´

1C j´j2
;

1 � x3 D
2

1C j´j2
;

由此即得

´ D
x1 C ix2

1 � x3

:

这就是所需的计算公式.
习 题 1.3

1. 证明：在复数的球面表示下，́ 和
1

´
的球面像关于复平面对称.

2. 证明：在复数的球面表示下，́ 和 w的球面像是直径对点当且仅当 ´w D �1.
3. 证明：在复数的球面表示下，C1中的点 ´和 w的球面像间的距离为

2j´ � wjq�
j´j2 C 1

��
jwj2 C 1

� :
4. 证明：在复数的球面表示下，若

�
a b

c d

�
是二阶酉方阵，则 C1的变换 w D

a´C b

c´C d
诱

导了球面绕球心的一个旋转.
5. 证明：在复数的球面表示下，球面上的圆周对应于复平面上的圆周或直线，反之亦然.
6. 证明：在复数的球面表示下，复平面上两条光滑曲线在交点处的夹角与它们的球面像
在交点处的夹角相等．

1.4 复数列的极限

复变函数是定义在平面点集上的复值函数，在讨论复变函数之前，必须对平面点集

的知识有足够的了解.我们从复数列的极限谈起.
我们说 C中的复数列 f´ng收敛到 C中的点 ´0，是指对于任给的 " > 0，存在正整数

N，当 n > N 时，j´n � ´0j < "，记作 lim
n!1

´n D ´0. 我们称复数列 f´ng收敛到1，是指对

任给的正数M > 0，存在正整数 N，当 n > N 时，j´nj > M，记为 lim
n!1

´n D 1.

对于 a 2 C; r < 0,称

B.a; r/ D f´ 2 C W j´ � aj < rg
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为以 a为中心、以 r 为半径的圆盘.特别当 a D 0; r D 1时，B.0; 1/ D f´ W j´j < 1g称为

单位圆盘. B.a; r/也称为 a点的一个 r 邻域，或简称为 a的邻域. 无穷远点 ´ D 1的邻

域是指集合 f´ 2 C W j´j > Rg，记为 B.1; R/.
这样，从几何上来说， lim

n!1
´n D ´0 可以说成对任给的 " > 0，当 n 充分大时，

´n 2 B.´0; "/；lim
n!1

´n D 1可以说成对任给的M > 0，当 n充分大时，́n 2 B.1;M/.

设 ´n D xn C iyn; ´0 D x0 C iy0，从等式

j´n � ´0j D
p
.xn � x0/2 C .yn � y0/2

马上可以得到：lim
n!1

´n D ´0 的充分必要条件是 f´ng的实部和虚部分别有 lim
n!1

xn D x0

和 lim
n!1

yn D y0.

复数列 f´ng称为 Cauchy列，如果对任给的 " > 0，存在正整数 N，当 m; n > N 时，

有 j´n < ´mj < ".设 ´n D xn C iyn; ´m D xm C iym，那么从等式

j´n � ´mj D
p
.xn � xm/2 C .yn � ym/2

知道，f´ng是 Cauchy列的充分必要条件是它的实部 fxng和虚部 fyng都是实的 Cauchy
列，因而从实数域中的 Cauchy收敛准则立刻得到复数域的 Cauchy收敛准则：f´ng收敛

的充要条件是 f´ng为 Cauchy列.由此知道 C是完备的.
习 题 1.4

1. 设 ´0 … .�1; 0�; ´n ¤ 0;8n 2 N. 证明：复数列 f´ng 收敛到 ´0 的充要条件是

lim
n!1

j´nj D j´0j和 lim
n!1

arg ´n D arg ´0.

2. 设 ´ D x C iy 2 C,证明：

lim
n!1

�
1C

´

n

�n

D ex.cosy C i sin y/:

3. 证明：如果 lim
n!1

´n D ´0，则

lim
n!1

´1 C ´2 C � � � C ´n

n
D ´0:

4. 证明：若 lim
n!1

´n D ´0; lim
n!1

wn D w0，则

lim
n!1

1

n

nX
kD1

´kwn�k D ´0w0:

5. 设无穷三角阵
a11

a21 a22

a31 a32 a33

� � � � � � � � �

满足
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(1) 对任意固定的 k，lim
n!1

ank D ak 存在；

(2) lim
n!1

nX
kD1

ank 存在；

(3)
nX

kD1

jankj 6 M < 1;8n 2 N.

证明：若复数列 f´ng收敛，则 lim
n!1

nX
kD1

ank´k 存在.

1.5 开集、闭集和紧集

设 E 是一平面点集，C中的点对 E 而言可以分为三类：(1)如果存在 r > 0，使得

B.a; r/ � E，就称 a为 E 的内点；(2)如果存在 r > 0，使得 B.a; r/ � Ec，就称 a为 E 的

外点，这里，Ec是由所有不属于 E 的点构成的集，称为 E 的余集或补集；(3)如果对任意
r > 0，B.a; r/中既有 E 的点，也有 Ec 的点，就称 a为 E 的边界点. E 的内点的全体称
为 E 的内部，记为 Eı；E 的外点的全体称为 E 的外部，它就是 E 的余集 Ec 的内部，即

.Ec/ı；E 的边界点的全体称为 E 的边界，记为 @E.
由上面的定义可知，集E把复平面分成三个互不相交的部分：C D Eı

[ .Ec/ı [@E，

即

.@E/c D Eı
[ .Ec/ı: (1.5.1)

例如，B.a; r/ 中的所有点都是它的内点，即 B.a; r/ D
�
B.a; r/

�ı
，B.a; r/ 的边界

@B D f´ W j´ � aj D rg，即是圆周，满足条件 j´ � aj > r 的点 ´都是 B.a; r/的外点.
如果 E 的所有点都是它的内点，即 E D Eı，就称 E 为开集.如果 Ec 是开集，就称

E 为闭集.
例如，B.a; r/是开集，闭圆盘 f´ W j´ � aj 6 rg是闭集，B.a; r/和它的上半圆周的并

集既不是开集也不是闭集.
点 a 称为集 E 的极限点或聚点，如果对任意 r > 0，B.a; r/中除 a 外总有 E 中的

点. 集 E 的所有极限点构成的集称为 E 的导集，记为 E 0. E 中不属于 E 0的点称为 E 的

孤立点. E 和它的导集 E 0的并称为 E 的闭包，记为 E，即 E D E [E 0.
这些集之间有下面的关系：

命题 1.5.1 对于任意集 E，有

(1) a 2 E 的充要条件是对任意 " > 0，有

B.a; r/ \E ¤ ¿; (1.5.2)

这里，¿表示空集；
(2) .E/c D .Ec/ı; Ec D .Eı/c.
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证 (1)若 a 2 E，则 a 2 E 或 a 2 E 0，不论何者发生，总有 B.a; r/ \ E ¤ ¿.反之，
若等式 (1.5.2)成立，这说明 a或是 E 的极限点，或是 E 的孤立点，因而 a 2 E.

(2)由 (1)知，a 2 .E/c 当且仅当存在 " > 0，使得 B.a; r/ \ E D ¿，这说明 a是 Ec

的内点，即 a 2 .Ec/ı，因而 .E/c D .Ec/ı.再看第二个等式，a 2 .Eı/c 意味着 a不是 E

的内点，即 a是 E 的外点或边界点，因而对任意 " > 0，总有 B.a; r/ \ Ec
¤ ¿，由 (1)知

a 2 Ec. 因而 Ec D .Eı/c. �

命题 1.5.2 (1) Eı是开集，@E 和 E 是闭集；

(2) E 是闭集的充要条件是 E D E；

(3) E 是闭集的充要条件是 E 0
� E.

证 (1)任取 a 2 Eı，则由定义知道，存在 " > 0，使得 B.a; "/ � E.显然，B.a; "/中
的每一点都是 E 的内点，因而 B.a; "/ � Eı，即 a是 Eı 的内点.由于 a是任意取的，所

以 Eı 是开集.由刚才所证，Eı 和 .Ec/ı 都是开集，两个开集的并当然也是开集，由等式

(1.5.1)知 .@E/c 是开集，因而 E 是闭集.由于 .Ec/ı 是开集，由命题 1.5.1的 (2)知，.E/c

是开集，所以 E 是闭集.
(2)如果 E D E，则由 (1)知 E 是闭集，所以 E 是闭集.反之，如果 E 是闭集，那么

Ec是开集，因而 Ec
D .Ec/ı.另外，由命题 1.5.1的 (2)得 .E/c D .Ec/ı，因而 Ec

D .E/c，

即 E D E.
(3)从 (2)立刻可得. �

下面给出闭集的一个重要性质，为此先定义点集E的直径的概念.点集E的直径定

义为 E 中任意两点间距离的上确界，记为 diamE，即

diamE D supfj´1 � ´2j W ´1; ´2 2 Eg:

定理 1.5.3（Cantor） 若非空闭集序列 fFng满足中

(1) F1 � F2 � � � � � Fn � � � �；

(2) diamFn ! 0（当 n ! 1时），

那么
1

\
nD1

Fn是一个独点集.

证 在每一个Fn中任取一点 ´n，我们证明 f´ng是一个Cauchy点列.由于 lim
n!1

diamFn

D 0，所以对任意 " > 0，可取充分大的 N，使得 diamFN < ".今取 m; n > N，由条件 (1)，
´m; ´n 2 FN，所以 j´n � ´mj 6 diamFN < ".因而 f´ng是一 Cauchy序列，设其收敛于
´0.我们证明 ´0 2

1

\
nD1

Fn.事实上，任取 Fk，则当 n > k 时，́ n 便全部落入 Fk 中，因为

Fk 是闭的，由命题 1.5.2的 (3)，f´ng的极限 ´0 2 Fk，所以 ´0 2
1

\
nD1

Fn.如果还有另一点

´1也属于
1

\
nD1

Fn，那么必有 j´0 � ´1j 6 diamFn ! 0（n ! 1），因而 ´1 D ´0. �
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这个定理是实数域中的区间套定理在复数域中的推广.
下面引进一类重要的集一—紧集.
设 E 是一个集，F D fGg是一个开集族，即 F 中的每一个元素都是开集.如果 E

中每一点至少属于F 中的一个开集，就说F 是 E 的一个开覆盖.
例如，E 是任一点集，"是一个给定的正数，那么

F D fB.a; "/ W a 2 Eg

便是 E 的一个开覆盖.
我们说点集 E 具有有限覆盖性质，是指从 E 的任一个开覆盖中必能选出有限个开

集 G1; � � � ; Gn，使得这有限个开集的并就能覆盖 E，即

E �
n

[
j D1

Gj :

定义 1.5.4 具有有限覆盖性质的集称为紧集.
例如，空集和有限集都是紧集，但单位圆盘 B.0; 1/ D f´ 2 C W j´j < 1g却不是紧集，

因为

Gn D

�
´ W j´j < 1 �

1

n

�
; n D 2; 3; � � � ;

这一串同心圆构成 B.0; 1/的一个开覆盖，但从中找不出有限个集覆盖 B.0; 1/.
我们希望能找到紧集的特征.
集 E 称为是有界的，如果存在 R > 0，使得 E � B.0;R/.
定理 1.5.5（Heine–Borel） 在 C 中，E 是紧集的充要条件为 E 是有界闭集；在

C1中，E 是紧集的充要条件为 E 是闭集.

证 我们先证明，如果 E 是 C1 中的闭集或 C 中的有界闭集，那么 E 是紧集，即

从 E 的任一开覆盖 F 中，可以选出有限个开集覆盖 E.先设 E 是 C1 中的闭集，如果

´ D 1 … E，则因 E 是闭集，有 E D E，即1 … E，由命题 1.5.1的 (1)，存在 R > 0，使得

B.1; R/ \ E D ¿，即 E � B.0;R/，因而 E 是有界闭集.如果 ´ D 1 2 E，由开覆盖的

定义，1属于F 中的某一个开集，而 E 在这个开集之外的部分是一有界闭集.总之，不
论何种情况发生，只要考虑 E 是有界闭集的情形就够了.

现设 E 是有界闭集，如果它不是紧集，那么从 E 的开覆盖F 中不能取出有限个开

集来覆盖 E.因为 E 是有界的，它一定包含在一个充分大的闭正方形Q中：

Q D f.x; y/ W jxj 6 M; jyj 6 M g:

把这个正方形分成相等的四个小正方形，则其中必有一个小正方形 Q1，使得 Q1 \ E

是有界闭集且不具有有限覆盖性质.再把 Q1 分成四个相等的小正方形，其中必有一个

小正方形 Q2 具有上述同样的性质.这个过程可以无限地进行下去，得到一列闭正方形
fQng.如果记 Fn D Qn \E，那么 Fn满足下列条件：
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(1) Fn是有界闭集；

(2) Fn � FnC1; n D 1; 2; � � �；

(3) 不能从F 中取出有限个开集来覆盖 Fn；

(4) 当 n ! 1时, diamFn 6
M

2n

p
2 ! 0.

由 (1)，(2)，(4)知道 fFng满足 Cantor定理的条件,因而存在复数 ´0,使得
1

\
nD1

Fn D f´0g.

由于 ´0 2 Fn � E，故在F 中必有一个开集 G0，使得 ´0 2 G0.由于 ´0是 G0的内点，故

有 ´0 的邻域 B.´0; "/ � G0.由于 diamFn ! 0，故当 n充分大时，Fn � B.´0; "/ � G0，

这就是说 G0覆盖了 Fn，这与 (3)矛盾. 因此 E 是紧集.
现在证明必要性.只要对扩充平面的情形来证明就够了，因为如果一个集对扩充平

面是闭的，它又不包含无穷远点，那么它必然是有界的.设 E 是一个紧集，我们要证明它

是闭集，只要证明 E是开集即可.为此，任取 a 2 Ec，只要证明 a是 Ec的内点就行了.取
这样的开集族F：凡是闭包不包含 a点的开集都属于F . 因为 a 2 Ec，因此对E中每一

点 ´，都能找到它的邻域 B.´; "/，使得 a … B.´; "/，所以 B.´; "/ 2 F .这就是说，F 是 E

的一个开覆盖．由于 E 是紧集，故能从中取出有限个开集 G1; � � � ; Gn，使得 E �
n

[
j D1

Gj .

但 a … Gj ; j D 1; � � � ; n，所以 a 2
n

\
j D1

.Gj /
c.显然，

n

\
j D1

.Gj /
c 是一个开集，而且从命题

1.5.1的 (2)得

n

\
j D1

.Gj /
c

D
n

\
j D1

.Gc
j /

ı
�

n

\
j D1

Gc
j D

�
n

[
j D1

Gj

�c

� Ec;

这就证明了 a是 Ec的内点，即 Ec是开集. �

紧集之所以重要，在于它保留了大部分有限集的性质，这在下面定理的讨论中可以

明显地看出.
设 E;F 是任意两个集，E;F 间的距离定义为

d.E; F / D inffj´1 � ´2j W ´1 2 E; ´2 2 F g:

如果 E D fag是由一个点所构成的集，那么 a和 F 间的距离为

d.a; F / D inffja � ´j W ´ 2 F g:

容易看出，如果 F 是闭集，a … F，那么 d.a; F / > 0.这是因为在这种情况下，必有 " > 0，

使得 B.a; "/ \ F D ¿，因而 d.a; F / > " > 0. 如果 E 是有限点集，且 E \ F D ¿，当然
也有 d.E; F / > 0.但若 E 是无穷闭集，F 也是闭集，且 E \ F D ¿，这时 d.E; F / > 0

未必成立.例如，E 是整个实轴，F D f´ D x C i ex
W �1 < x < C1g，则 E 和 F 都是
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C中的闭集，而且 E \ F D ¿，但 d.E; F / D 0.但如果加上 E 是紧集的条件，就能保证

d.E; F / > 0.
定理 1.5.6 设 E 是紧集，F 是闭集，且 E \ F D ¿，则

d.E; F / > 0:

证 任取 a 2 E，则 a … F，所以 d.a; F / > 0. 今以 a 为中心、
1

2
d.a; F / 为半

径作一圆盘，当 a 跑遍集 E 时，这些圆盘所组成的开集族就是 E 的一个开覆盖. 因
为 E 是紧的，故从这个开覆盖中能选出有限个开集 G1; � � � ; Gn 来覆盖 E，其中 Gj D

B

�
aj ;

1

2
d.aj ; F /

�
; j D 1; � � � ; n. 记

ı D min
�
1

2
d.a1; F /; � � � ;

1

2
d.an; F /

�
:

今任取 ´1 2 E，则必有某个 Gj，使得 ´1 2 Gj，因而

j´1 � aj j <
1

2
d.aj ; F /:

任取 ´2 2 F，当然 j´2 � aj j > d.aj ; F /，于是

j´1 � ´2j > j´2 � aj j � j´1 � aj j

> d.aj ; F / �
1

2
d.aj ; F / D

1

2
d.aj ; F / > ı:

所以
d.E; F / D inffj´1 � ´2j W ´1 2 E; ´2 2 F g > ı > 0: �

下面是另一个运用 Heine–Borel定理的例子，读者不妨用证明 Cantor定理的方法给
出另一个证明.

定理 1.5.7（Bolzano–Weierstrass） 任意无穷点集至少有一个极限点.

证 设 E 是一个无穷点集，如果 E 是无界集，那么无穷远点便是它的极限点.今设
E 是有界集，如果它没有极限点，那么它是一个闭集.任取 ´ 2 E，由于它不是 E 的极限

点，故必存在 " > 0，使得 B.´; "/中除 ´外不再有 E 中的点.由这种 B.´; "/构成的开集

族便是 E 的一个开覆盖，由 Heine–Borel定理，能从中选出有限个来覆盖 E.因为每个开
集只包含 E 的一个点，这说明 E 是一个有限集，与 E 是无穷点集的假定矛盾，因而 E

必有极限点. �

习 题 1.5
1. 证明：一个平面点集的孤立点的全体至多可列.
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2. 设 E � C是非空点集，́; w 2 C. 证明：

jd.´;E/ � d.w;E/j 6 j´ � wj

成立，而

jd.´;E/ � d.w;E/j 6 d.´ � w;E/

不成立.
3. 指出下列点集的内部、边界、闭包和导集：

(1) N D fk W k为自然数g；

(2) E D

�
1

k
W k为自然数

�
；

(3) D D B.1; 1/ [ B.�1; 1/；

(4) G D f´ 2 C W 1 < j´j 6 2g；

(5) C.
4. 指出下列点集中哪些是开集，哪些是闭集，哪些是紧集：

(1) Z D fk W k为整数g；

(2) E 为有限集；

(3) D D f´ 2 C W Im ´ > 0gn
� 1

[
kD�1

Fk

�
，其中，Fk D f´ 2 C W ´ D k C iy; 0 6 y 6 1g；

(4) G D B.0; 1/n

�
1

k C 1
W k为自然数

�
；

(5) CnB.1; R/.
5. 证明：若D为开集，则D0

D D D @D [D.
6. 设 �是指标集，fD˛g˛2� 是开集族，fF˛g˛2� 是闭集族. 证明：[

˛2�
D˛ 是开集，\

˛2�
F˛

是闭集.
7. 证明：有限个开集的交是开集，有限个闭集的并是闭集.
8. 设D是开集，F � D是非空紧集.证明：

(1) d.F; @D/ > 0；

(2) 对任意 0 < ı < d.F; @D/，存在 F 中的点 ´1; ´2; � � � ; ´n，使得 F �
n

[
kD1

B.´k; ı/ �

D，并且

d

�
n

[
kD1

B.´k; ı/; @D

�
> d.F; @D/ � ı:

9. 证明：若 E 是闭集，F 是紧集，则存在 ´0 2 E;w0 2 F，使得 d.E; F / D j´0 � w0j.将
F 换成闭集后是否还存在这样的 ´0和 w0?

10. 证明：若 E � C既是开集，又是闭集，则 E 是空集或 E D C.
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1.6 曲线和域

有两类平面点集在我们今后的讨论中常要遇到，那就是连续曲线和域.
所谓连续曲线，是指定义在闭区间 Œa; b�上的一个复值连续函数 
 W Œa; b� ! C，写

为

´ D 
.t/ D x.t/C iy.t/; a 6 t 6 b;

这里，x.t/; y.t/都是 Œa; b�上的连续函数. 如果用 
�记 
 的像点所成的集合：


�
D f
.t/ W a 6 t 6 bg;

那么 
� 是 C上的紧集.曲线 
 的方向就是参数 t 增加的方向，在这个意义下，
.a/和


.b/分别称为 
 的起点和终点.如果 
.a/ D 
.b/，即起点和终点重合，就称 
 为闭曲线.
如果曲线 
 仅当 t1 D t2 时才有 
.t1/ D 
.t2/，就称 
 为简单曲线或 Jordan曲线.如果
只有当 t1 D a; t2 D b 时才有 
.t1/ D 
.t2/，就称 
 为简单闭曲线或 Jordan闭曲线，或
简称围道.

设 ´ D 
.t/（a 6 t 6 b）是一条曲线. 对区间 Œa; b�作分割 a D t0 < t1 < � � � < tn D

b，得到以 ´k D 
.tk/（k D 0; 1; � � � ; n）为顶点的折线 P，那么 P 的长度为

jP j D

nX
kD1

j
.tk/ � 
.tk�1/j:

如果不论如何分割区间 Œa; b�，所得折线的长度都是有界的，就称曲线 
 是可求长的，


的长度定义为 jP j的上确界.
如果 
 0.t/ D x0.t/C iy 0.t/存在，且 
 0.t/ ¤ 0，那么 
 在每一点都有切线，
 0.t/就是

曲线 
 在 
.t/处的切向量，它与正实轴的夹角为 Arg 
 0.t/.如果 
 0.t/是连续函数，那么


 的切线随 t 而连续变动，这时称 
 为光滑曲线.在这种情况下，
 的长度为Z b

a

p
Œx0.t/�2 C Œy 0.t/�2dt D

Z b

a

j
 0.t/jdt:

曲线 
 称为是逐段光滑的，如果存在 t0; t1; � � � ; tn，使得 a D t0 < t1 < � � � < tn D b; 
 在

每个参数区间 Œtj �1; tj �上是光滑的，在每个分点 t1; � � � ; tn�1处 
 的左右导数存在.
下面给出集的连通性的概念：

定义 1.6.1 平面点集E称为是连通的，如果对任意两个不相交的非空集E1和E2，

满足

E D E1 [E2;

那么 E1 必含有 E2 的极限点，或者 E2 必含有 E1 的极限点. 也就是说，E1 \ E2 和

E1 \E2至少有一个非空.
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由这个定义立刻可以得到一个开集是连通的条件：

命题 1.6.2 C中的开集 E 是连通的充分必要条件是 E 不能表示为两个不相交的

非空开集的并.

证 设开集 E 是连通的，如果存在不相交的非空开集 E1和 E2，使得 E D E1 [ E2.
由于 E1 中的点都是 E1 的内点，E2 中的点都是 E2 的内点，因此 E1 中没有 E2 的极限

点，E2 中也没有 E1 的极限点，这与 E 的连通性相矛盾.这就证明了条件的必要性.反
之，如果开集 E 是不连通的，则必存在不相交的非空集 E1和 E2，使得 E D E1 [ E2，且

E1 中无 E2 的极限点，E2 中无 E1 的极限点.由此可见，E1 和 E2 均为开集.这就证明了
条件的充分性. �

从这个命题和区间的连通性（习题 1.6中第 2题）可以得到开集连通性的一个更直
观的刻画：

定理 1.6.3 平面上的非空开集 E 是连通的充分必要条件是：E 中任意两点可用位

于 E 中的折线连接起来.

证 先证必要性.设 E 是平面上一个非空的连通的开集，任取 a 2 E，定义 E 的子

集 E1; E2如下：

E1 D f´ 2 E：́ 和 a可用位于 E 中的折线连接 g;

E2 D f´ 2 E：́ 和 a不能用位于 E 中的折线连接 g:

显然，E D E1 [ E2，而且 E1 \ E2 D ¿.现在证明 E1 和 E2 都是开集.任取 ´0 2 E1，因

E 是开集，故必有 ´0的邻域 B.´0; ı/ � E.这一邻域中的所有点当然可用一条线段与 ´0

相连，因而可用位于 E 中的折线与 a 相连，即 B.´0; ı/ � E1，所以 E1 是开集.再任取
´0

0 2 E2，则必有 ´0
0 的邻域 B.´0

0; ı
0/ � E，如果此邻域中有一点能用一条折线与 a点相

连，那么 ´0
0能用线段与该点相连，因而 ´0

0能用折线与 a点相连，这与 ´0
0的定义矛盾.因

而 B.´0
0; ı

0/ � E2，即 E2也是开集.由 E 的连通性知道，E1; E2中必有一个是空集.由于
a 2 E1，故 E2 是空集.因而 E 中所有点都能用折线与 a相连，而 E 中任意两点可以用

经过 a的折线相连，这就证明了必要性.
再证条件的充分性.如果存在两个不相交的非空开集 E1; E2，使得 E D E1 [E2.任

取 ´1 2 E1; ´2 2 E2，由假定，这两点可用 E 中的折线连接，因而折线中必有一条线段把

E1 中的一点与 E2 中的一点连接起来.不妨设这条线段连接的就是 ´1 和 ´2，该线段的

参数表示为

´ D ´1 C t .´2 � ´1/;

其中，t 2 Œ0; 1�.今设
T1 D ft 2 .0; 1/ W ´1 C t.´2 � ´1/ 2 E1g;

T2 D ft 2 .0; 1/ W ´1 C t.´2 � ´1/ 2 E2g:

则 T1; T2是非空的不相交的开集，而且 T1 [ T2 D .0; 1/，这与区间的连通性相矛盾. �
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定义 1.6.4 非空的连通开集称为域.
从上面的定理知道，域中任意两点必可用位于域中的折线连接起来.
从几何上来看，一个域就是平面上连成一片的开集.例如，单位圆的内部、上半平面、

下半平面等都是域的例子.
下面的定理非常直观，但严格的证明却非常复杂，超出了本书的范围.
定理 1.6.5（Jordan） 一条简单闭曲线 
 把复平面分成两个域，其中一个是有界

的，称为 
 的内部；另一个是无界的，称为 
 的外部，而 
 是这两个域的共同的边界.
单位圆盘 f´ W j´j < 1g和圆环 f´ W 1 < j´j < 2g都是域，但它们从函数论的角度来看

有很大的差别，原因是前者是单连通的，而后者则不是.
定义 1.6.6 域D称为是单连通的，如果D内任意简单闭曲线的内部仍在D内.不

是单连通的域称为是多连通的.
定义 1.6.7 如果域D是由 n条简单闭曲线围成的，就称D是 n连通的，简单闭曲

线中也可以有退化成一条简单曲线或一点的.
例如，单位圆盘是单连通的，圆环 f´ W 1 < j´j < 2g是二连通的，除去圆心的单位圆

盘也是二连通的，除去圆心和线段
�
1

2
;
2

3

�
的单位圆盘则是一个三连通域.

习 题 1.6
1. 满足下列条件的点 ´所组成的点集是什么?如果是域，说明它是单连通域还是多连通
域?
(1) Re ´ D 1；

(2) Im ´ < �5；

(3) j´ � ij C j´C ij D 5；

(4) j´ � ij 6 j2C ij；
(5) arg.´ � 1/ D

π
6
；

(6) j´j < 1; Im ´ >
1

2
；

(7)
ˇ̌̌̌
´ � 1

´C 1

ˇ̌̌̌
6 2；

(8) 0 < arg
´ � i
´C i

<
π
4
.

2. 证明：非空点集 E � R为连通集，当且仅当 E 是一个区间.
3. 设 E 是非空点集，A是 E 的非空子集．若 A是连通的，并且不存在 E 的连通子集真

包含 A，则称 A是 E 的连通分支. 证明：开集的连通分支仍然是开集，闭集的连通分
支仍然是闭集.

4. 设 E 是非空点集，" > 0. 若对于 E 中的任意两点 a; b，存在 E 中的有限个点 a D

´0; ´1; � � � ; ´n D b，使得 j´k � ´k�1j < "成立（1 6 k 6 n），则称 E 为 "-连通的. 证
明：紧集连通的充要条件是，对任意 " > 0，它都是 "-连通的.并举例说明将紧集改为
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闭集后结论不再成立.
5. 证明：若 D 是有界单连通域，则 @D 连通.举例说明，若 D 是无界单连通域，则 @D 可

能不连通.

1.7 复变函数的极限和连续性

设 E 是复平面上一点集，如果对每一个 ´ 2 E，按照某一规则有一确定的复数 w与

之对应，我们就说在 E 上确定了一个单值复变函数，记为 w D f .´/或 f W E ! C. E
称为 f 的定义域，点集 ff .´/ W ´ 2 Eg称为 f 的值域.如果对于 ´ 2 E，对应的 w 有几

个或无穷多个，则称在 E 上确定了一个多值函数.例如，w D j´j
2; w D ´3

C 1都是确

定在整个平面上的单值函数；而 w D
n
p
´;w D Arg ´则是多值函数.今后若非特别说明，

我们所讲的函数都是指单值函数.
复变函数是定义在平面点集上的，它的值域也是一个平面点集，因此复变函数也称

为映射，它把一个平面点集映成另一个平面点集.与 ´ 2 E 对应的点 w D f .´/称为 ´

在映射 f 下的像点，́ 就称为 w 的原像.点集 ff .´/ W ´ 2 Eg也称为 E 在映射 f 下的

像，记为 f .E/.如果 f .E/ � F，就说 f 把 E 映入 F，或者说 f 是 E 到 F 中的映射.如
果 f .E/ D F，就说 f 把 E 映为 F，或者说 f 是 E 到 F 上的映射.

设 ´ D x C iy，用 u和 v记 w D f .´/的实部和虚部，则有

w D f .´/ D u.´/C iv.´/ D u.x; y/C iv.x; y/:

这就是说，一个复变函数等价于两个二元的实变函数 u D u.x; y/和 v D v.x; y/.
例如 w D ´2

D .x C iy/2 D x2
� y2

C 2ixy，它等价于 u D x2
� y2 和 v D 2xy 两

个二元函数；再如 w D j´j，它等价于 u D
p
x2 C y2和 v D 0这两个二元函数.

这样就产生了一个问题，既然一个复变函数等价于两个二元的实变函数，那么研究

复变函数的意义何在呢?在下一章中我们将要看到，对于一类重要的复变函数，即所谓
的全纯函数，它所对应的两个二元函数要满足一个方程式，在这个基础上可以建立起一

套完美的全纯函数理论；另一方面，满足这个方程式的一对二元函数有明显的力学和物

理意义，这使得全纯函数的研究有直接的应用价值.正是这些数学和物理的背景，使得
复变函数论成为数学中一个重要的独立分支.
现在引进复变函数的极限和连续性的概念.
设 f 是定义在点集 E 上的一个复变函数，́ 0 是 E 的一个极限点，a是给定的一个

复数．如果对任意的 " > 0，存在与 "有关的 ı > 0，使得当 ´ 2 E 且 0 < j´ � ´0j < ı

时有 jf .´/ � aj < "，就说当 ´ ! ´0 时 f .´/有极限 a，记作 lim
´!´0

f .´/ D a.上述极限

的定义也可用邻域的语言叙述为：对于任给的 " > 0，存在与 " 有关的正数 ı，使得当

´ 2 B.´0; ı/ \E 且 ´ ¤ ´0时有 f .´/ 2 B.a; "/，这后一种说法也适用于 ´ D 1的情形.
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设 a D ˛ C iˇ; ´0 D x0 C iy0; f .´/ D u.x; y/C iv.x; y/，由下面的不等式

ju.x; y/ � ˛j 6 jf .´/ � ˛j C jv.x; y/ � ˇj;

jv.x; y/ � ˇj 6 jf .´/ � ˛j C jv.x; y/ � ˇj

知道，lim
´!´0

f .´/ D a的充分必要条件为

lim
x!x0
y!y0

u.x; y/ D ˛; lim
x!x0
y!y0

v.x; y/ D ˇ:

因此，实变函数中有关极限的一些运算法则在复变函数中也成立.
我们说 f 在点 ´0 2 E 连续，如果

lim
´!´0

f .´/ D f .´0/:

如果 f 在集 E 中每点都连续，就说 f 在集 E 上连续.
从上面的讨论知道，f .´/ D u.x; y/C iv.x; y/在 ´0 D x0 C iy0 处连续的充要条件

是 u.x; y/和 v.x; y/作为二元函数在 .x0; y0/处连续.
紧集上的连续函数有许多重要的性质：

定理 1.7.1 设 E 是 C中的紧集，f W E ! C在 E 上连续，那么

(1) f 在 E 上有界；

(2) jf j在 E 上能取得最大值和最小值，即存在 a; b 2 E，使得对每个 ´ 2 E，都有

jf .´/j 6 jf .a/j; jf .´/j > jf .b/j；

(3) f 在 E 上一致连续.
所谓 f 在 E 上一致连续，是指对任意 " > 0，存在只与 "有关的 ı > 0，对 E 上任意

的 ´1; ´2，只要 j´1 � ´2j < ı，就有 jf .´1/ � f .´2/j < ".
我们只给出 (2)的证明，(1)和 (3)的证明留给读者作为练习.

证 记M D supfjf .´/j W ´ 2 Eg，于是对每一自然数 n，必有 ´n 2 E，使得

M �
1

n
6 jf .´n/j 6 M: (1.7.1)

因为 E 是 C中的紧集，由定理 1.5.5，E 为有界闭集.再由定理 1.5.7，f´ng必有极限

点，即有一收敛子列 f´nk
g，设其极限为 a，则 a 2 E.把 (1.7.1)式写成

M �
1

nk

6 jf .´nk
/j 6 M:

让 k ! 1，并注意到 f 在 a处的连续性，即得 jf .a/j D M . �
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习 题 1.7
1. 证明：若 E 是紧集，f W E ! C连续，则 f 在 E 上一致连续.
2. 证明：若 D 是单连通域，0 … D，则必存在 D 上的连续函数 '.´/，使得 '.´/ 2

Arg ´;8´ 2 D. '.´/称为 Arg ´在D上的一个单值连续分支.
3. 证明：若 E 是紧集，f 在 E 上连续，则 f .E/也是紧集.将紧集换成闭集，结论是否成
立?

4. 设 f 是域D上的连续函数，并且对任意 ´0 2 @D; lim
´!´0

f .´/存在，证明：

F.´/ D

8<:f .´/ ´ 2 D；

lim
�!´

f .�/; ´ 2 @D

在D上连续.
5. 证明：若 f 在域D上一致连续，则对任意 ´0 2 @D; lim

´!´0

f .´/存在.

6. 研究 f .´/ D
1

1 � ´
和 g.´/ D

1

1C ´2
在 B.0; 1/上的连续性与一致连续性.

7. 设连续映射 f W E ! C满足

f .´/ ¤ f .w/; 8´;w 2 E; ´ ¤ w;

则称 f 是 E 上的一一连续映射.证明：若 E 是紧集，f 是 E 上的一一连续映射，则

f �1
W f .E/ ! E 也是一一连续映射，即 f W E ! F.E/是一个同胚映射.将紧集换

成闭集，结论是否成立?
8. 证明：

(1) 存在连续映射将 Œ0; 1�映为 @B.0; 1/；

(2) 不存在一一连续映射将 Œ0; 1�映为 @B.0; 1/.
9. 设 f 是域D上的复变函数，́0 2 @D.若 lim

´!´0

f .´/ D A存在，则称 A是 f 在 ´0处的

边界值，记为 f .´0/ D A.举例说明，存在开正方形 G 上的同胚映射，其不能在 G 上

处处都有边界值.
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第
2
章

全纯函数

2.1 复变函数的导数

现在把实变函数中导数的概念推广到复变函数中来.
定义 2.1.1 设 F W D ! C是定义在域D上的函数，́0 2 D.如果极限

lim
´!´0

f .´/ � f .´0/

´ � ´0

(2.1.1)

存在，就说 f 在 ´0 处复可微或可微，这个极限称为 f 在 ´0 处的导数或微商，记作

f 0.´0/.如果 f 在 D 中每点都可微，就称 f 是域 D 中的全纯函数或解析函数.如果 f

在 ´0的一个邻域中全纯，就称 f 在 ´0处全纯.
设 f 在 ´0处可微. 若记 �´ D ´ � ´0，则 (2.1.1)式可以写成

lim
�´!0

f .´0 C�´/ � f .´0/

�´
D f 0.´0/;

或者

f .´0 C�´/ � f .´0/ D f 0.´0/�´C o.j�´j/: (2.1.2)

由此即得 lim
�´!0

f .´0 C�´/ D f .´0/，这说明 f 在 ´0处连续.我们已经证明了

命题 2.1.2 若 f 在 ´0处可微，则必在 ´0处连续.
但反过来不成立，即若 f 在 ´0处连续，则 f 未必在 ´0处可微.
例 2.1.3 函数 f .´/ D ´在 C中处处不可微.

证 对于任意 ´ 2 C，有

f .´0 C�´/ � f .´0/

�´
D
´C�´ � ´

�´
D
�´

�´
:

如果让 �´取实数，则
�´

�´
D 1；如果让 �´取纯虚数，则

�´

�´
D �1.因此，当 �´ ! 0时

上述极限不存在，因而在 C中处处不可导. �
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但容易看出这个函数在 C中却是处处连续的，这是一个处处连续、处处不可微的例
子.其实，在复变函数中这种例子很多，例如 f .´/ D Re ´; f .´/ D j´j都是.但在实变函
数中，要举一个这样的例子却是相当困难的.这说明在复变函数中可微的要求比实变函
数中要强得多，因而得到的结论也强得多，这在以后的学习中将逐步揭示出来.

由于导数的定义在形式上与实变函数中一样，实变函数中导数的运算法则依然成

立.即若 f 和 g在域D中全纯，那么 f ˙ g; fg也在D中全纯，而且�
f .´/˙ g.´/

�0
D f 0.´/˙ g0.´/;�

f .´/g.´/
�0

D f 0.´/g.´/C f .´/g0.´/:

如果对每一点 ´ 2 D;g.´/ ¤ 0，那么
f

g
也是D中的全纯函数，而且

�
f .´/

g.´/

�0

D
f 0.´/g.´/ � g0.´/f .´/�

g.´/
�2 :

命题 2.1.4 设D1;D2是 C中的两个域，且

f W D1 ! D2;

g W D2 ! C

都是全纯函数，那么 h D g ı f 是 D1 ! C的全纯函数，而且 h0.´/ D g0
�
f .´/

�
f 0.´/.这

里，g ı f 记 f 和 g的复合函数：g ı f .´/ D g
�
f .´/

�
.

证明与实变函数的情形一样，留给读者作为练习.
习 题 2.1

1. 研究下列函数的可微性：

f .´/ D j´j；(1) f .´/ D j´j
2；(2)

f .´/ D Re ´；(3) f .´/ D arg ´；(4)

f .´/为常数.(5)

2. 设 f 和 g都在 ´0处可微，且 f .´0/ D g.´0/ D 0; g0.´0/ ¤ 0.证明：

lim
´!´0

f .´/

g.´/
D
f 0.´0/

g0.´0/
:

3. 设 f 和 g分别是域D和域 G 上的全纯函数，如果 f .D/ � G，那么 g ı f 也是D上

的全纯函数，而且 �
g ı f

�0
.´/ D g0

�
f .´/

�
f 0.´/:

4. 设域 G 和域 D 关于实轴对称.证明：如果 f .´/是 D 上的全纯函数，那么 f .´/是 G

上的全纯函数.
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2.2 Cauchy–Riemann方程

现在讨论 f 在某点 ´0可微的充分必要条件，为此先引入 f 在 ´0处实可微的概念.
定义 2.2.1 设 f .´/ D u.x; y/C iv.x; y/是定义在域D上的函数，́0 D x0 C iy0 2

D.我们说 f 在 ´0处实可微，是指 u和 v作为 x; y 的二元函数在 .x0; y0/处可微.
今设 f 在 ´0处实可微，按定义，有

u.x0 C�x; y0 C�y/ � u.x0; y0/ D
@u

@x
.x0; y0/�x C

@u

@y
.x0; y0/�y C o.j�´j/; (2.2.1)

v.x0 C�x; y0 C�y/ � v.x0; y0/ D
@v

@x
.x0; y0/�x C

@v

@y
.x0; y0/�y C o.j�´j/; (2.2.2)

这里，j�´j D
p
.�x/2 C .�y/2.于是

f .´0 C�´/ � f .´0/ D u.x0 C�x; y0 C�y/ � u.x0; y0/

C i
�
v.x0 C�x; y0 C�y/ � v.x0; y0/

�
D
@u

@x
.x0; y0/�x C

@u

@y
.x0; y0/�y C o.j�´j/

C i
�
@v

@x
.x0; y0/�x C

@v

@y
.x0; y0/�y C o.j�´j/

�
D

�
@u

@x
.x0; y0/C i

@v

@x
.x0; y0/

�
�x

C

�
@u

@y
.x0; y0/C i

@v

@y
.x0; y0/

�
�y C o.j�´j/

D
@f

@x
.x0; y0/�x C

@f

@y
.x0; y0/�y C o.j�´j/:

把 �x D
1

2
.�´C�´/;�y D

1

2i
.�´ ��´/代入上式，得

f .´0 C�´/ � f .´0/ D
1

2

@f

@x
.x0; y0/.�´C�´/

�
i
2

@f

@y
.x0; y0/.�´ ��´/C o.j�´j/

D
1

2

�
@

@x
� i

@

@y

�
f .x0; y0/�´

C
1

2

�
@

@x
C i

@

@y

�
f .x0; y0/�´C o.j�´j/:

引进算子
@

@´
D
1

2

�
@

@x
� i

@

@y

�
;

@

@´
D
1

2

�
@

@x
C i

@

@y

�
;

(2.2.3)
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则上式可写为

f .´0 C�´/ � f .´0/ D
@f

@´
.´0/�´C

@f

@´
.´0/�´C o.j�´j/: (2.2.4)

容易看出，(2.2.4)和 (2.2.1)，(2.2.2)两式等价.因而有下面的
命题 2.2.2 设 f W D ! C是定义在域 D 上的函数，́0 2 D，那么 f 在 ´0 处实可

微的充分必要条件是 (2.2.4)式成立，其中，
@

@´
是

@

@´
和是由 (2.2.3)式定义的算子.

为什么要像 (2.2.3)式那样来定义算子
@

@´
和

@

@´
呢？这是因为如果把复变函数 f .´/

写成

f .x; y/ D f

�
´C ´

2
;�i

´ � ´

2

�
;

把 ´; ´看成独立变量，分别对 ´和 ´求偏导数，则得

@f

@´
D
@f

@x

@x

@´
C
@f

@y

@y

@´
D
1

2

�
@f

@x
� i
@f

@y

�
;

@f

@´
D
@f

@x

@x

@´
C
@f

@y

@y

@´
D
1

2

�
@f

@x
C i

@f

@y

�
:

这就是表达式 (2.2.3)的来源.这说明在进行微分运算时，可以把 ´; ´交看成独立的

变量.
现在很容易得到 f 在 ´0处可微的条件了.
定理 2.2.3 设 f 是定义在域 D 上的函数，́ 0 2 D，那么 f 在 ´0 处可微的充要条

件是 f 在 ´0处实可微且
@f

@´
.´0/ D 0.在可微的情况下，f 0.´0/ D

@f

@´
.´0/.

证 如果 f 在 ´0处可微，由 2.1节的 (2.1.2)式得

f .´0 C�´/ � f .´0/ D f 0.´0/�´C o.j�´j/:

与 (2.2.4)式比较就知道，f 在 ´0处是实可微的，而且
@f

@´
.´0/ D 0; f 0.´0/ D

@f

@´
.´0/.

反之，若 f 在 ´0处实可微，且
@f

@´
.´0/ D 0，则由 (2.2.4)得

f .´0 C�´/ � f .´0/ D f 0.´0/�´C o.j�´j/:

由此即知 f 在 ´0处可微，而且 f 0.´0/ D
@f

@´
.´0/. �

@f

@´
D 0称为 Cauchy–Riemann方程，从这个方程可以得到 f 的实部和虚部应满足

的条件. 设 f D uC iv，则由 (2.2.3)式得
@f

@´
D
@u

@´
C i

@v

@´
D
1

2

�
@u

@x
C i

@u

@y

�
C

i
2

�
@v

@x
C i

@v

@y

�
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D
1

2

�
@u

@x
�
@v

@y

�
C

i
2

�
@u

@y
C
@v

@x

�
:

因此，Cauchy–Riemann方程
@f

@´
D 0就等价于8̂̂<̂

:̂
@u

@x
D
@v

@y
;

@u

@y
D �

@v

@x
:

(2.2.5)

这样，f 在 ´0处可微的条件可用它的实部和虚部表示为

定理 2.2.4 设 f D uC iv是定义在域 D 上的函数，́0 D x0 C iy0 2 D，那么 f 在

´0处可微的充要条件是 u.x; y/; v.x; y/在 .x0; y0/处可微，且在 .x0; y0/处满足8̂̂<̂
:̂
@u

@x
D
@v

@y
;

@u

@y
D �

@v

@x
:

在可微的情况下，有

f 0.´0/ D
@u

@x
C i

@v

@x
D
@v

@y
C i

@v

@x

D
@u

@x
� i
@u

@y
D
@v

@y
� i
@u

@y
;

这里的偏导数都在 .x0; y0/处取值.

最后这个 f 0.´0/ 的表达式是从 f 0.´0/ D
@f

@´
.´0/ 和 Cauchy–Riemann 方程 (2.2.5)

得到的.
设D是 C中的域，我们用 C.D/记D上连续函数的全体，用H.D/记D上全纯函

数的全体.命题 2.1.2告诉我们，H.D/ � C.D/.

设 f D uC iv，记
@f

@x
D
@u

@x
C i

@v

@x
;
@f

@y
D
@u

@y
C i

@v

@y
. 我们用 C 1.D/记

@f

@x
;
@f

@y
在

D上连续的 f 的全体. 由多元微积分的知识知道，对于任意 f 2 C 1.D/，f 在D上实可

微，从 (2.2.4)式知道，f 在D上连续，因而

C 1.D/ � C.D/:

用 C k.D/记在 D 上有 k 阶连续偏导数的函数的全体，C1.D/记在 D 上有任意阶连续

偏导数的函数的全体.以后将证明（定理 3.4.4），域D上的全纯函数在D上有任意阶的

连续偏导数，因而上面这些函数类有如下的包含关系：

H.D/ � C1.D/ � C k.D/ � C 1.D/ � C.D/;
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这里，k 是大于 1的自然数.
例 2.2.5 研究函数 f .´/ D ´n; n是自然数.

解 显然，
@f

@´
D 0，且 f 在整个平面上实可微的. 因而，f 是 C上的全纯函数，而且

f 0.´/ D
@f

@´
D n´n�1: �

例 2.2.6 研究函数 f .´/ D e�j´j2 .

解 把 f 写为 f .´/ D e�´´，于是
@f

@´
D �e�´´ ´，它只有在 ´ D 0处才等于零.因此，

e�j´j2 只有在 ´ D 0处可微，它在任何点处都不是全纯的.但它对 x; y 有任意阶连续偏导

数，所以它是 C1.C/中的函数. �

定义 2.2.7 设 u是D上的实值函数，如果 u 2 C 2.D/，且对任意 ´ 2 D，有

�u.´/ D
@2u.´/

@x2
C
@2u.´/

@y2
D 0;

就称 u是D中的调和函数. � D
@2

@x2
C

@2

@y2
称为 Laplace算子.

命题 2.2.8 设 u 2 C 2.D/，那么 �u D 4
@2u

@´@´
.

证 由 (2.2.3)式，有
@u

@´
D
1

2

�
@u

@x
� i
@u

@y

�
;

所以

@2u

@´@´
D

@

@´

�
@u

@´

�
D
1

4

�
@

@x

�
@u

@x
� i
@u

@y

�
C i

@

@y

�
@u

@x
� i
@u

@y

��
D
1

4

�
@2u

@x2
C
@2u

@y2

�
D
1

4
�u: �

由此便可得

定理 2.2.9 设 f D uC iv 2 H.D/，那么 u和 v都是D上的调和函数.

证 因为 f 2 H.D/，由 Cauchy–Riemann方程，有

@f

@´
D 0;

@f

@´
D 0:
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所以
@2f

@´@´
D
@2f

@´@´
D 0:

于是，由 u D
1

2
.f C f /即得

�u D 4
@2u

@´@´
D 0:

同理可证 �v D 0. �

定义 2.2.10 设 u和 v是一对调和函数，如果他们还满足 Cauchy–Riemann方程8̂̂<̂
:̂
@u

@x
D
@v

@y
;

@u

@y
D �

@v

@x
;

就称 v为 u的共轭调和函数.
显然，全纯函数的实部和虚部就构成一对共轭调和函数.现在问，给定域 D 中的调

和函数 u，是否存在 u的共轭调和函数 v，使得 uC iv 成为 D 中的全纯函数?对于单连
通域，答案是肯定的.

定理 2.2.11 设 u是单连通域 D 上的调和函数，则必存在 u的共轭调和函数 v，使

得 uC iv是D上的全纯函数.

证 因为 u满足 Laplace方程

@2u

@x2
C
@2u

@y2
D 0;

若令 P D �
@u

@y
;Q D

@u

@x
，则

@Q

@x
D
@2u

@x2
D �

@2u

@y2
D
@P

@y
;

所以

P dx CQ dy D �
@u

@y
dx C

@u

@x
dy

是一个全微分，因而积分 Z .x;y/

.x0;y0/

�
@u

@y
dx C

@u

@x
dy

与路径无关. 令

v.x; y/ D

Z .x;y/

.x0;y0/

�
@u

@y
dx C

@u

@x
dy;
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那么 8̂̂<̂
:̂
@v

@x
D �

@u

@y
;

@v

@y
D
@u

@x
:

所以，v就是要求的 u的共轭调和函数. �

关于调和函数的理论，我们将在第 8章中作进一步的讨论.
习 题 2.2

1. 设 D 是 C中的域，f 2 H.D/. 如果对每一个 ´ 2 D，都有 f 0.´/ D 0，证明 f 是一常

数.
2. 设 f 2 H.D/，并且满足下列条件之一：

(1) Ref .´/是常数；
(2) Imf .´/是常数；

(3) jf .´/j是常数；

(4) argf .´/是常数；
(5) Ref .´/ D

�
Imf .´/

�2
; ´ 2 D，

那么 f 是一常数.
3. 设 ´ D x C iy，证明 f .´/ D

p
xy 在 ´ D 0处满足 Cauchy–Riemann方程，但 f 在

´ D 0处不可微.
4. 设 ´ D r.cos � C i sin �/; f .´/ D u.r; �/C iv.r; �/，证明 Cauchy–Riemann方程为8̂̂<̂

:̂
@u

@r
D
1

r

@v

@�
;

@v

@r
D �

1

r

@u

@�
:

5. 设 ´ D r.cos � C i sin �/.证明：

@f

@´
D
1

2
ei�
�
@f

@r
C

i
r

@f

@�

�
;

@f

@´
D
1

2
e�i�

�
@f

@r
�

i
r

@f

@�

�
:

6. 设 s和 n是两个平面向量，将 s按逆时针方向旋转
π
2
后即为 n.如果 f D uC iv是全

纯函数，证明 8̂̂<̂
:̂
@u

@s
D
@v

@n
;

@u

@n
D �

@v

@s
:
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7. 设D是 C中的域，f 2 C 2.D/.证明：对每个 ´ 2 D，有

@2f

@´@´
.´/ D

@2f

@´@´
.´/:

8. 设D是 C中的域，f 2 H.D/; f 在D中不取零值.证明：对任意 p > 0，有�
@2

@x2
C

@2

@y2

�
jf .´/jp D p2

jf .´/jp�2
jf 0.´/j2:

9. 设D是 C中的域，f D uC iv 2 C 1.D/.证明：ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌@u@x @u

@y
@v

@x

@v

@y

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ D

ˇ̌̌̌
@f

@´

ˇ̌̌̌2
�

ˇ̌̌̌
@f

@´

ˇ̌̌̌2
:

特别地，当 f 2 H.D/时，有 ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌@u@x @u

@y
@v

@x

@v

@y

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ D jf 0

j
2:

给出上面等式的几何意义.

10. 设 D 是域，n是自然数. 证明：f 2 C n.D/当且仅当
@nf

@´k@´n�k
在 D 上连续，0 6 k 6

n.
11. 设 D 是域，f W D ! Cn.�1; 0�是非常数的全纯函数，则 log jf .´/j和 argf .´/是 D

上的调和函数，而 jf .´/j不是D上的调和函数.
12. 设D;G 是域，' W D ! G 是全纯函数．证明：若 u是 G 上的调和函数.则 u ı f 是D

上的调和函数.
13. 设 u是域D上的调和函数，'是 u.D/上的实函数.证明：' ı u是D上的调和函数当

且仅当 ' 是线性函数.
14. 设D;G 是域，U 2 C 2.G/; ' 2 H.D/，并且 '.D/ � G.证明：�.u ı '/ D �uj' 0

j
2.

15. 举例说明：存在 B.0; 1/nf0g上的调和函数，它不是 B.0; 1/nf0g上全纯函数的实部.
16. 设 f D uC iv; ´0 D x0 C iy0.证明：

(1) 如果极限 lim
´!´0

Re
f .´/ � f .´0/

´ � ´0

存在，那么
@u

@x
.x0; y0/和

@v

@y
.x0; y0/存在，并且相

等；

(2) 如果极限 lim
´!´0

Im
f .´/ � f .´0/

´ � ´0

存在，那么
@u

@y
.x0; y0/和

@v

@x
.x0; y0/存在，而且

@u

@y
.x0; y0/ D �

@v

@x
.x0; y0/:
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17. 证明：若 f .´/在 ´0 处实可微，并且 lim
´!´0

ˇ̌̌̌
f .´/ � f .´0/

´ � ´0

ˇ̌̌̌
存在，则 f .´/和 f .´/必有

一个在 ´0处可微.
18. 证明：若 u.x; y/是 x; y 的调和多项式，则

f .´/ D 2u

�
´

2
;
´

2i

�
� u.0; 0/

是 C上的全纯函数，并且对任意 ´ D x C iy 2 C;Ref .´/ D u.x; y/.

2.3 导数的几何意义

设 f 是域D上的连续函数，́0 2 D，如果 f 在 ´0处全纯，且 f 0.´0/ ¤ 0，我们来讨

论 f 0.´0/这个复数的几何意义.
过 ´0作一条光滑曲线 
，它的方程为

´ D 
.t/; a 6 t 6 b:

设 
.a/ D ´0，且 
 0.a/ ¤ 0.前面说过，
 在点 ´0 处的切线与正实轴的夹角为 Arg 
 0.a/.
设 w D f .´/把曲线 
 映为 �，它的方程为

w D �.t/ D f
�

.t/

�
; a 6 t 6 b:

由于 � 0.a/ D f 0
�

.a/

�

 0.a/ D f 0.´0/


0.a/ ¤ 0，所以 � 在 w0 D f .´0/处的切线与正实

轴的夹角为

Arg � 0.a/ D Argf 0.´0/C Arg 
 0.a/;

或者写为

Arg � 0.a/ � Arg 
 0.a/ D Argf 0.´0/: (2.3.1)

这说明像曲线 � 在 w0处的切线与正实轴的夹角与原曲线 
 在 ´0处的切线与正实轴的

夹角之差总是 Argf 0.´0/，而与曲线 
 无关. Argf 0.´0/就称为映射 w D f .´/在点 ´0

处的转动角.这一事实导致下面的重要结果：
如果过 ´0点作两条光滑曲线 
1; 
2，它们的方程分别为

´ D 
1.t/; a 6 t 6 b

和

´ D 
2.t/; a 6 t 6 b;

且 
1.a/ D 
2.a/ D ´0（图 2.1(a)）. 映射 w D f .´/把它们分别映为过 w0 点的两条光

滑曲线 �1和 �2（图 2.1(b)），它们的方程分别为

w D �1.t/ D f
�

1.t/

�
; a 6 t 6 b:
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和

w D �2.t/ D f
�

2.t/

�
; a 6 t 6 b:

由 (2.3.1)式可得

Arg � 0
1.a/ � Arg 
 0

1.a/ D Argf 0.´0/ D Arg � 0
2.a/ � Arg 
 0

2.a/;

即

Arg � 0
2.a/ � Arg � 0

1.a/ D Arg 
 0
2.a/ � Arg 
 0

1.a/: (2.3.2)

上式左端是曲线 �1 和 �2 在 w0 处的夹角（两条曲线在某点的夹角定义为这两条曲

O

´0


1


2

(a)

O

w0

�1

�2

(b)

图 2.1

线在该点的切线的夹角），右端是曲线 
1 和 
2 在 ´0 处的夹角. (2.3.2) 式说明，如果
f 0.´0/ ¤ 0，那么在映射 w D f .´/ 的作用下，过 ´0 点的任意两条光滑曲线的夹角的

大小与旋转方向都是保持不变的.我们把具有这种性质的映射称为在 ´0点是保角的.这
样，我们已经证明了

定理 2.3.1 全纯函数在其导数不为零的点处是保角的.
再来看导数的模的几何意义.和刚才一样，过 ´0 点作曲线 
，它在映射 f 下的像为

�（图 2.2）.由于

lim
´!´0

D
f .´/ � f .´0/

´ � ´0

D f 0.´0/;

所以，当 ´沿着 
 趋于 ´0时，有

lim
´!´0

jf .´/ � f .´0/j

j´ � ´0j
D lim

´!´0

jw � w0j

j´ � ´0j
D jf 0.´0/j:

这说明像点之间的距离与原像之间的距离之比只与 ´0有关，而与曲线 
无关.称 jf 0.´0/j

为 f 在 ´0处的伸缩率.
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O

´0

´


 w D f .´/

O

w0

w

�

图 2.2

O

´0 jd´j

�

(a)

O

w0 jdf j

�

(b)

图 2.3

综合导数辐角和模的几何意义，我们看到：如果 f 0.´0/ ¤ 0，在 ´0的邻域中，作一个

以 ´0 为顶点的小三角形，这个小三角形被 f 映射为一个曲边三角形，它的微分三角形

和原来的小三角形相似（图 2.3）.因此，我们把这样一个映射称为共形映射.
习 题 2.3

1. 求映射 w D
´ � i
´C i

在 ´1 D �1和 ´2 D i处的转动角和伸缩率.

2. 设 f 是域D上的全纯函数，且 f 0.´/在D上不取零值. 试证：
(1) 对每一个 u0 C iv0 2 f .D/，曲线 Ref .´/ D u0和曲线 Imf .´/ D v0正交；

(2) 对每一个 r0 ei�0 2 f .D/nf0g;�π < �0 6 π，曲线 jf .´/j D r0与曲线 argf .´/ D �0

正交.
3. 设 f 在 B.0; 1/ [ f1g上全纯，并且

f
�
B.0; 1/

�
� B.0; 1/; f .1/ D 1;

证明 f 0.1/ > 0.
（提示：在 f 0.1/ ¤ 0的情形下，证明 argf 0.1/ D 0.）

4. 设 f 2 H
�
B.0; 1/

�
，如果存在 ´0 2 B.0; 1/nf0g，使得 f .´0/ ¤ 0; f 0.´0/ ¤ 0，且
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jf .´0/j D max
j´j6j´0j

jf .´/j，那么

´0f
0.´0/

f .´0/
> 0:

2.4 初等全纯函数

在讨论一般的全纯函数理论之前，先介绍几个初等的全纯函数.在微积分中，我们
把幂函数、指数函数及其反函数对数函数、三角函数及其反函数反三角函数这三类函

数叫做基本初等函数，由这些基本初等函数经过有限次的加、减、乘、除以及复合运

算所得的函数称为初等函数.其实，幂函数 x� 也可通过指数函数和对数函数复合而得：

x�
D e� log x，但三角函数和指数函数没有直接的关系.因此，基本初等函数实际上只有

指数函数和三角函数以及它们各自的反函数两类.下面我们将要看到，在复数域中，三
角函数是可以用指数函数来表示的.因此，在复数域中，基本初等函数就只有指数函数
及其反函数这一类.我们的讨论当然也从指数函数开始.

2.4.1 指数函数

设 ´ D xC iy，如何定义复变数的指数函数 e´呢？考虑的原则有两条：第一，因为实

变数的指数函数 ex 在实轴上每点都有导数，所以我们要求 e´ 在平面 C上每点都可导，
即 e´是 C上的全纯函数.第二，当 ´ D x时，它和实变数的指数函数相一致.

下面的讨论对我们会有些启发.在微积分中我们已经知道，对任意实数 t，有

et
D

1X
nD0

tn

nŠ
;

cos t D

1X
nD0

.�1/n
t2n

.2n/Š
;

sin t D

1X
nD0

.�1/n
t2nC1

.2nC 1/Š
:

用 t D iy 代入 et 的展开式中，得

eiy
D

1X
nD0

.iy/n

nŠ
D

1X
kD0

.iy/2k

.2k/Š
C

1X
kD0

.iy/2kC1

.2k C 1/Š

D

1X
kD0

.�1/k
y2k

.2k/Š
C i

1X
kD0

.�1/k
y2kC1

.2k C 1/Š

D cosy C i sin y:

这个等式通常称为 Euler公式，它启发我们给出 e´的下列定义：
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设 ´ D x C iy，定义
e´

D ex.cosy C i sin y/:

这样定义的指数函数有许多与实变数指数函数类似的性质，但也产生了一些新的性质：

(1) e´是 C上的全纯函数，而且
.e´/0 D e´ :

e´ 在 C上每点实可微是显然的, 今验证它满足 Cauchy–Riemann方程. 因
为 u.x; y/ D ex cosy; v.x; y/ D ex siny，所以

@u

@x
D ex cosy D

@v

@y
;

@u

@y
D �ex siny D �

@v

@x
:

故由定理 2.2.4，e´在 C上全纯，而且

.e´/0 D
@u

@x
C i

@v

@x
D ex cosy C i ex siny D e´ :

(2) 当 ´ D x 时，即 y D 0，因而有 e´
D ex；当 ´ D iy 时，eiy

D cosy C i sin y.这样，
复数的三角标表示 ´ D r.cos � C i sin �/就可简单地写为 ´ D r ei� .

(3) 对于任意 ´ 2 C:e´
¤ 0. 这是因为

je´
j D ex > 0:

(4) 对于任意 ´1; ´2，有

e´1 e´2 D e´1C´2 :

设 ´1 D x1 C iy1; ´2 D x2 C iy2，直接计算即得

e´1 e´2 D ex1.cosy1 C i sin y1/ex2.cosy2 C i sin y2/

D ex1Cx2Œcos.y1 C y2/C i sin.y1 C y2/�

D e´1C´2 :

(5) e´ 是以 2πi为周期的周期函数，这是实变数指数函数 ex 所没有的性质.证明当
然很简单：

e´C2πi
D exCi.yC2πi/

D exŒcos.y C 2π/C i sin.y C 2π/� D e´ :

下面来研究 w D e´的映射性质. 先给出
定义 2.4.1 设 f W D ! C是一个复变函数，如果对域 D 中任意两点 ´1; ´2（´1 ¤

´2），必有 f .´1/ ¤ f .´2/，就称 f 在D中是单叶的，D称为 f 的单叶性域..
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如果 f 在D中是单叶的，f .D/ D G，那么 f 是D到 G 之上的一一映射.
现在来求 w D e´的单叶性域.如果 ´1 D x1 C iy1; ´2 D x2 C iy2使得 e´1 D e´2，即

ex1 eiy1 D ex2 eiy2，那么 x1 D x2; y1 D y2 C 2kπ; k 是任意整数，也即 ´1 � ´2 D 2kπi.这
就是说，凡是不包含满足条件 ´1 � ´2 D 2kπi的 ´1; ´2的域都是 w D e´的单叶性域.例
如，域

f´ D x C iy W 2kπ < y < 2.k C 1/πg; k D 0;˙1; � � �

都是 e´的单叶性域，它是平行于实轴、宽度为 2π的带状域.由于 e´是以 2πi为周期的函
数，我们只要弄清 e´ 在域 f´ D x C iy W 0 < y < 2πg中的映射性质，那么在其他带状域

中的性质是一样的.
现在我们来研究 w D e´ 把平行于实轴的直线 Im ´ D y0 变成什么.这条直线上的

点的方程为

´ D x C iy0;�1 < x < 1;

所以

w D e´
D ex eiy0 :

这是一条从原点出发的半射线，它与实轴正方向的夹角是 y0（图 2.4）.当 y0 从 0变到

2π 时，这条半射线的辐角也从 0 变到 2π. 因此，w D e´ 把带状域 f´ D x C iy W 0 <

y < 2πg 变成全平面除掉正实轴的域 Cnf´ W ´ > 0g，直线 Im ´ D 0 变成正实轴的上

岸，直线 Im ´ D 2π 变成正实轴的下岸；带状域 f´ D x C iy W 0 < y < πg 变成上半

平面，带状域 f´ D x C iy W π < y < 2πg变成下半平面.一般来说，w D e´ 把带状域

f´ D x C iy W ˛ < y < ˇ; 0 < ˛ < ˇ 6 2πg变成角状域 ˛ < argw < ˇ.

O

2πi

y0i

(a)

O

y0

(b)

图 2.4

2.4.2 对数函数

对于给定的 ´ 2 C，满足方程 ew
D ´的 w 称为 ´的对数，记为 w D Log ´.现在给

出由 ´计算 w的公式.设 ´ D r ei� ; w D uC iv，则 euCiv
D ei�，因而 eu

D r; v D � C 2kπ.
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于是

Log ´ D log j´j C i arg ´C 2kπi D log j´j C i Arg ´:

所以，Log ´是一个多值函数，它的多值性是由 ´的辐角 Arg ´的多值性产生的.对多值
函数来说，一个重要的问题是：在什么样的域中，从这个多值函数中能取出单值的全纯

的分支?对此，我们有
定理 2.4.2 如果D是不包含原点和无穷远点的单连通域，则必在D上存在无穷多

个单值全纯函数 'k; k D 0;˙1; � � �，使得在D上成立

e'k.´/
D ´; k D 0;˙1; � � �；

而且对每一个 k，有 ' 0
k.´/ D

1

´
.其中的每一个 'k 都称为 Log ´在D上的单值全纯分支.

证 对给定的 ´，选定它的辐角 � D �0 C 2k0π，这里，�0 是 ´ 的辐角的主值，即

�0 D arg ´，k0是任意一个给定的整数.在D上定义

'k0
.´/ D log j´j C i.�0 C 2k0π/ D log r C i�;

这时，u D log r; v D � .容易验证这时有

@u

@r
D
1

r

@v

@�
;

@u

@�
D �r

@v

@r
;

因此由习题 2.2的第 4题知道，'k0
是D上的全纯函数，而且

' 0
k0
.´/ D

r

´

�
@u

@r
C i

@v

@r

�
D
1

´
:

此外，

e'k.´/
D elog j´jCi.�0C2k0π/

D j´jei�0 D ´;

对每一点 ´ 2 D成立. �

现在说明为什么要求 D 不包含原点和无穷远点.如果 D 包含原点，那么 D 中就包

含绕原点 ´ D 0的简单闭曲线 
，当 ´从 
 上的一点 ´0沿 
 的正方向（即反时针方向）

回到 ´0时，́ 的辐角增加了 2π，'k0
的值从 'k0

.´0/连续地变为 'k0C1.´0/，而不再回到原

来的值 'k0
.´0/.因此，在这样的域中就不可能从 Log ´中分出单值的全纯分支.因为 D

内任意一条绕原点的简单闭曲线也可以看作是绕无穷远点的简单闭曲线，因此 D 也不

能包含无穷远点.
一般来说，我们有下面的

定义 2.4.3 如果当 ´沿着 ´0 的充分小邻域中的任意简单闭曲线绕一圈时，多值函

数的值就从一支变到另一支，那么称 ´0为该多值函数的一个支点.
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以对数函数为例，́ D 0和 ´ D 1便是 Log ´的支点.
现在讨论 Log ´的映射性质.根据定理 2.4.2，我们取 D 为 C除去负实轴后所得的

域，它是不包含原点和无穷远点的单连通域，因而可以分出无穷多个单值的全纯分支.
我们把 k0 D 0的那一支称为它的主支，这时取 Arg ´的主值为 �π < arg ´ < π，于是

w D '0.´/ D log j´j C i arg ´

把 D 单叶地映为带状域 �π < Imw < π. 其他各分支，例如 w D 'k.´/ D log j´j C

i.arg ´ C 2kπ/，就把 D 单叶地映为带状域 .2k � 1/π < Imw < .2k C 1/π. 一般来说，
w D '0.´/把角状域 �π 6 ˛ < arg ´ < ˇ 6 π单叶地映为带状域 ˛ < Imw < ˇ. 今后，
我们就把 Log ´的主支 '0.´/记为 log ´.

有时，为了方便起见，也可把 C去掉正实轴以后的域取为 D，它同样是不包含原点

和无穷远点的单连通域，但这时辐角的主值范围应取为 0 < arg ´ < 2π. Log ´的主支是

log ´ D log j´j C i arg ´; 0 < arg ´ < 2π;

它把D单叶地映为带状域 0 < Imw < 2π.
一般来说，还可以用一条从原点出发并伸向无穷远的曲线代替上面的负实轴或正

实轴，这样得到的域 D 同样满足定理 2.4.2的条件.我们把这种从原点出发并伸向无穷
远的曲线叫做割线.通常，为了便于表达出 Log ´的单值分支 'k.´/，常取从原点出发的

一条射线作为割线，特别是取负实轴或正实轴.

2.4.3 幂函数

w D ´�称为幂函数，这里，� D aC bi是一个复数. 我们分几种情形来讨论.
(1) � D n，是一个自然数.
按导数的定义，可以直接算出

.´n/0 D n´n�1:

所以，w D ´n在 C上每点都是全纯的,一般地，有
定义 2.4.4 在 C上每点都全纯的函数称为整函数.
所以，w D ´n 是一个整函数.由于它的导数除原点外都不为零，因此除原点外它是

一个保角变换，保角性在原点不成立.考虑从原点出发的射线，它与正实轴的夹角为 �，

这条射线的方程可写为 arg ´ D � .由于 w D ´n，所以

argw D n arg ´ D n�:

这就是说，这条射线的像也是一条过原点的射线，但它与正实轴的夹角是 n�，已经比原

来的夹角扩大了 n倍.这一事实在作具体变换时却很有用.例如，w D ´2 能把第一象限

变成上半平面，w D ´3能把角状域
�
´ W 0 < arg ´ <

π
3

�
变成上半平面，等等.

43

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

现在来看w D ´n的单叶性域.设 ´1 D r1 ei�1; ´2 D r2 ei�2，如果 ´1 ¤ ´2，但 ´n
1 D ´n

2，

即 rn
1 ein�1 D rn

2 ein�2，因而 r1 D r2; �1 D �2 C
2kπ
n

.因此，只要域中不出现这样两个点，它

们的辐角差等于
2π
n
，这样的域便是 w D ´n 的单叶性域.例如，

�
´ W 0 < arg ´ <

2π
n

�
便

是它的一个单叶性域.一般来说，域�
´ W ˛ < arg ´ < ˇ; 0 < ˇ � ˛ 6

2π
n

�
是它的单叶性域，它在 w D ´n映射下的像是

fw W n˛ < argw < nˇg:

(2) � D
1

n
; n是一个自然数.

w D ´
1
n 是 w D ´n 的反函数.因为对于一个给定的 ´，́

1
n 有 n个值，所以它是一个

多值函数.由第 1章 1.2节知道，它的多值性也是由 Arg ´的多值性产生的，所以 ´ D 0

和 ´ D 1是它的支点.因而，在 C去掉正实轴后所成的域上可以分出 n个单值的全纯

分支，它们是

w D 'k.´/ D
n
p

j´j

�
cos

� C 2kπ
n

C i sin
� C 2kπ

n

�
; k D 0; 1; � � � ; n � 1:

这里，� D arg ´，它的变化范围是 0 < arg ´ < 2π. k D 0的那一支称为它的主支，直接记

为 w D
n
p
´.

现在来看它的主支的映射性质.容易看出，它把从原点发出的射线 arg ´ D � 变为从

原点发出的射线 argw D
�

n
.由此可知，w D

n
p
´把除去正实轴以后的全平面单叶地映

为角状域
�
´ W 0 < arg ´ <

2π
n

�
.例如，w D

p
´;w D 4

p
´分别把除去正实轴的全平面单

叶地映为上半平面和第一象限.
(3) � D aC bi，是一个复数.
一般的幂函数 w D ´�定义为

w D ´�
D e� Log ´;

显然，它是一个多值函数.用 Log ´的表达式代入上式，可得

w D ´�
D e.aCbi/.log j´jCi arg ´C2kπi/

D ea log j´j�b.arg ´C2kπ/ eiŒb log j´jCa.arg ´C2kπ/�; k D 0;˙1; � � � :

(a) 若 b D 0; a D n是一个整数，这时 w D ´n是一个单值函数.
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(b) 若 b D 0; a D
p

q
是一个有理数，不妨设 p < q，这时

w D ´�
D ´

p
q D j´j

p
q ei p

q
.arg ´C2kπ/ :

当 k D 0; 1; � � � ; q � 1时，́
p
q 有 q个不同的值，因此是一个 q值函数.

(c) 若 b D 0; a是一个无理数，这时

w D ´�
D j´j

a eia arg ´ ei2kπa :

因为 a是无理数，不论 k 取什么整数值，都不能使 ka为一整数，因此 ´� 是一

个无穷值函数.
(d) 若 b ¤ 0，则 w D ´�是一无穷值函数.
总之，在上面的情况 (b)，(c)，(d)下，́�都是一个多值函数.它的多值性是由 Log ´的

多值性引起的，因此 ´ D 0和 ´ D 1是它的支点，而且在 Log ´可以分出单值全纯分支
的域内，́�也能分出单值全纯分支.设 'k.´/是 Log ´在域D中的单值全纯分支，wk.´/

是 ´�的单值全纯分支，按定义，有

wk.´/ D e�'k.´/ :

其中

w0.´/ D e�'0.´/
D e� log ´;

称为 ´�的主支. 因为 'k.´/与 'kC1.´/相差 2πi，所以 wk.´/和 wkC1.´/相差 e2�πi. 由于

' 0
k.´/ D

1

´
，所以

w0
k.´/ D e�'k.´/ �' 0

k.´/ D �´��1
D �e.��1/'´.´/ :

有了上面这些知识，我们就可以作一些简单的保角变换了.
例 2.4.5 求以保角变换，把除去线段 f´ D a C iy W 0 < y < hg的上半平面变为上

半平面.

解 初看起来，解这样的题目很困难，因为并没有一个现成的变换可以达到上述目

的.我们的想法是把整个变换过程分解成若干个简单的步骤，而每一个步骤都可用我们
已知的变换来实现，把这些变换复合起来，就是我们要找的变换.图 2.5就是整个变换的
分解过程.所以，要找的变换就是

w D
p
´3 D

p
´2 C h2 D

q
´2

1 C h2 D
p
.´ � a/2 C h2: �

例 2.4.6 求一保角变换，把除去割线 f´ D x C i W �1 < x < �1g 后的带状域

f´ W 0 < Im ´ < 2g变为上半平面.
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O a

aC hi
´1 D ´ � a ´2 D ´2

1

´3 D ´2 C h2 w D
p
´3

O

hi

�h2 O

O O

图 2.5

解 图 2.6是变换的分解过程.由此可见，要找的变换就是

w D
p

eπ´ Ce�π:

这里，最后一个步骤用到了例 2.4.5的结果. �

O

2i

�1C i

´1 D
π
2
´

O

πi

�
π
2

C
π
2
i

O

e�i π
2´2 D e´1

w D

q
´2

2 C e�π

O

图 2.6

2.4.4 三角函数

如何定义复变数 ´的正弦函数 sin ´和余弦函数 cos ´呢？考虑的原则仍然是在讨
论指数函数的定义时提出来的两条.由 Euler公式知道

eix
D cos x C i sin x;

e�ix
D cos x � i sin x;

由此即得

cos x D
1

2
.eix

Ce�ix/;
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sin x D
1

2i
.eix

�e�ix/:

它启发我们给出 sin ´; cos ´的下列定义：
设 ´是任意复数，定义

cos ´ D
1

2
.ei´

Ce�i´/;

sin ´ D
1

2i
.ei´

�e�i´/:

下面是它们的一些主要性质：

(1) 因为 ei´;e�i´是整函数，所以 cos ´和 sin ´也都是整函数. 而且
.cos ´/0 D � sin ´;

.sin ´/0 D cos ´:

(2) 由于 ei´和 e�i´都以 2π为周期，所以 cos ´和 sin ´也都以 2π为周期.
(3) cos ´是偶函数，sin ´是奇函数，即

cos.�´/ D cos ´;

sin.�´/ D � sin ´:

(4) 对任意复数 ´1和 ´2，有

cos.´1 C ´2/ D cos ´1 cos ´2 � sin ´1 sin ´2; (2.4.1)
sin.´1 C ´2/ D sin ´1 cos ´2 C cos ´1 sin ´2: (2.4.2)

根据定义直接验证即得.
(5) 在 (2.4.1)式中令 ´1 D ´; ´2 D �´，即得

cos2 ´C sin2 ´ D 1:

在 (2.4.2)式中令 ´1 D ´2 D ´，即得

sin 2´ D 2 sin ´ cos ´:

(6) sin ´仅在 ´ D kπ处为零，cos ´仅在 ´ D kπ C
π
2
处为零，这里，k D 0;˙1; � � � .

这是因为

sin ´ D
1

2i
.ei´

�e�i´/ D
1

2i ei´
.e2i´

�1/;

sin ´ D 0当且仅当 e2i´
�1 D 0，而这只有当 ´ D kπ（k D 0;˙1;˙2; � � �）时才

能成立. 又因为 cos ´ D sin
�

π
2

� ´

�
; cos ´ D 0当且仅当 sin

�
π
2

� ´

�
D 0，所以

´ D
π
2

C kπ.

以上六条性质和实变数的正弦、余弦函数一样，但下面一条性质是不一样

的：

47

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

(7) cos ´和 sin ´不是有界函数.
若取 ´ D iy; y 是实数，则

cos ´ D
1

2
.ei´

Ce�i´/ D
1

2
.e�y

Cey/ ! 1（当 y ! 1时）:

对于 sin ´，取 ´ D
π
2

C iy，则有

sin
�

π
2

C iy
�

D cos iy ! 1（当 y ! 1时）:

有了正弦、余弦函数，便可定义正切、余切函数：

tan ´ D
sin ´
cos ´

;

cot ´ D
cos ´
sin ´

:

前者在除掉 ´ D
π
2

C kπ（k D 0;˙1; � � �）的开平面上是全纯的，后者在除掉 ´ D kπ

（k D 0;˙1; � � �）的开平面上全纯.

2.4.5 多值函数 w D
n
q
.´ � a1/ˇ1 � � � .´ � am/ˇm

这一小段我们讨论多值函数

w D
n
q
.´ � a1/ˇ1 � � � .´ � am/ˇm;

这里，a1; � � � ; am 是复数，̌ 1; � � � ; ˇm 是整数，n是正整数.在什么样的域中，从它能分出
单值的全纯分支呢?任取 ´0 ¤ aj ; j D 1; � � � ; m，取充分小的简单闭曲线 
0，使 ´0 在其

内部，a1; � � � ; am都在其外部.当 ´沿着 
0的正方向走一圈时，́�a1; � � � ; ´�am的辐角都

不变，故 ´0不是支点.再看 aj；是不是支点，以 a1为例，记 ´�aj D rj ei�j ; j D 1; � � � ; m，

于是 w可写为

w D
n
q
r

ˇ1

1 � � � r
ˇm
m ei.ˇ1�1C���Cˇm�m/:

取简单闭曲线 
1，使 a1在其内部，a2; � � � ; am都在其外部．当 ´沿着 
1的正方向走一圈

时，�1增加 2π，�2; � � � ; �m都不变，w就变成

w D
n
q
r

ˇ1

1 � � � r
ˇm
m ei.ˇ1�1C���Cˇm�m/C2πˇ1i D ei 2πˇ1

n

n
q
r

ˇ1

1 � � � r
ˇm
m ei.ˇ1�1C���Cˇm�m/:

因此，只有当 ˇ1是 n的倍数时，w的值才不变.其他 a2; � � � ; am点的情况也一样.于是得
到结论：如果 ˇj 不是 n的倍数，那么 aj 是它的支点.再看无穷远点，取充分大的圆周，
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使 a1; � � � ; am 都在其内部.当 ´沿着这个圆周转一圈时，́ � a1; � � � ; ´ � am 的辐角都要

增加 2π，w就变成

ei 2π.ˇ1C���Cˇm/

n

n
q
r

ˇ1

1 � � � r
ˇm
m ei.ˇ1�1C���Cˇm�m/:

因而，只有当 ˇ1 C � � � C ˇm不是 n的倍数时，́ D 1是支点.用同样的方法讨论，可以知
道，如果简单闭曲线的内部包含 aj1

; � � � ; ajr
，与它们相应的和 ˇj1

C � � � C ˇjr
是 n的倍

数，那么当 ´沿该曲线转一圈后 w的值不变. 根据这些考察，我们得到下面的
定理 2.4.7 如果域 D 只包含这样的简单闭曲线，它的内部或者不含有任何支点，

或者包含一组支点 aj1
; � � � ; ajr

，但与它们相应的和 ˇj1
C � � � C ˇjr

是 n 的倍数，那么

w D
n
q
.´ � a1/ˇ1 � � � .´ � am/ˇm 在D中能分出单值的全纯分支.

例 2.4.8 在怎样的域中，w D

p
´2 � 1能分出单值的全纯分支?

解 由于
w D

p
´2 � 1 D

p
.´ � 1/.´C 1/; �

这时 a1 D 1; a2 D �1; ˇ1 D ˇ2 D 1; n D 2. 所以 1 和 �1 都是它的支点，但无穷

远点不是支点. 因而，在除去线段 Œ�1; 1� 的全平面（图 2.7）上，或者在除去两条割线
f´ W �1 < ´ < �1g和 f´ W 1 < ´ < 1g的全平面（图 2.8）上，都能分出单值的全纯分
支.

�1 1

图 2.7

�1 1

图 2.8

例 2.4.9 设 f .´/ D
p
´�1.1 � ´/3.´C 1/�1.试确定 f 在 Œ0; 1�的上岸取正值的单

值全纯分支 f0，并计算 f0.�i/.

解 多值性主要发生在带根号的函数上，与 .´C1/�1无关.令 '.´/ D
p
´�1.1 � ´/3，

这时 ´ D 0 和 ´ D 1 都是 ' 的支点，但 ´ D 1 不是. 由定理 2:4:7，' 能在除去线

段 Œ0; 1� 的全平面上分出单值全纯的分支. 为了确定出在 Œ0; 1� 上岸取正值的分支，记

´ D r1 ei�1; 1 � ´ D r2 ei�2（图 2.9），则p
´�1.1 � ´/3 D

q
r�1

1 r3
2 ei
�

3�2��1
2

Ckπ
�
; k D 0; 1:

当 ´在 Œ0; 1�的上岸时，有

�1 D �2 D 0; r1 D x; r2 D 1 � x:

显然，k D 0的那一支在上岸取正值，记为 '0，即

'0.´/ D

q
r�1

1 r3
2 ei 3�2��1

2 :
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O 1

�i

´

�1

�2

图 2.9

现在计算 '0.�i/. 若让 ´从原点的左边到达 �i，则

�1 D
3

2
π; �2 D

π
4
; r1 D 1; r2 D

p
2:

所以

'0.�i/ D 2
3
4 e� 3π

8
i;

故

f0.�i/ D
1

1 � i
2

3
4 e� 3π

8
i
D 2

1
4 e� π

8
i :

若让 ´从 1的右边到达 �i，则

�1 D �
π
2
; �2 D �

7

4
π; r1 D 1; r2 D

p
2:

这时，

'0.�i/ D 2
3
4 e� 19

8
πi

D 2
3
4 e�

�
2πC 3

8
π
�

D 2
3
4 e� 3

8
πi :

所得结果和刚才的完全一样. �

习 题 2.4
1. 验证 e´ D e´.
2. 求 je´2

j和 arge´2 .
3. 证明：若 e´

D 1，则必有 ´ D 2kπi; k D 0;˙1; � � � .
4. 设 f 是整函数，f .0/ D 1. 证明：

(1) 若 f 0.´/ D f .´/对每个 ´ 2 C成立，则 f .´/ � e´；

(2) 若对每个 ´;w 2 C，有 f .´C w/ D f .´/f .w/，且 f 0.0/ D 1，则 f .´/ � e´.
5. 试证：

(1) Log ´ D Log ´;8´ 2 Cnf0g；

(2) log ´ D log ´;8´ 2 Cn.�1; 0�.
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6. 求 Re.log ´2/和 Im.log ´2/; ´ 2 Cnf0g.
7. 设 f 在 Cn.�1; 0�中全纯，f .1/ D 0. 证明：

(1) 若 f 0.´/ D e�f .´/; ´ 2 Cn.�1; 0�，则 f .´/ � log ´；
(2) 若 f .´w/ D f .´/ C f .w/; ´ 2 Cn.�1; 0�; w 2 .0;1/，且 f 0.1/ D 1，则 f .´/ �

log ´.
8. 证明：f .´/ D ´2

C 2´C 3在 B.0; 1/中单叶.
9. 若

p

q
（q > 0）是有理数，证明：́

p
q D

�
q
p
´
�p.

10. 验证 ´� D ´�.
11. 验证 ´2�; .´�/2和 .´2/�是否相等，并说明理由.
12. 设 f 在 Cn.�1; 0�上全纯，f .1/ D 1; � > 0.证明：

(1) 若 f 0.´/ D �
f .´/

´
; ´ 2 Cn.�1; 0�，则

f .´/ � j´j
� ei� arg ´；

(2) 若 f .´w/ D f .´/C f .w/; ´ 2 Cn.�1; 0�; w 2 .0;1/，且 f 0.1/ D �，则

f .´/ � j´j
� ei� arg ´ :

13. 验证 sin ´ D sin ´; cos ´ D cos ´.
14. 证明：

(1) cos.´C w/ D cos ´ cosw � sin ´ sinw；
(2) sin.´C w/ D sin ´ cosw C cos ´ sinw.

15. 称 '.´/ D
1

2

�
´C

1

´

�
为 Rokovsky函数.证明下面四个域都是 ' 的单叶性域：

(1) 上半平面 f´ 2 C W Im ´ > 0g；

(2) 下半平面 f´ 2 C W Im ´ < 0g；

(3) 无心单位圆盘 f´ 2 C W 0 < j´j < 1g；

(4) 单位圆盘的外部 f´ 2 C W j´j > 1g.

16. 求上题中的四个域在映射 '.´/ D
1

2

�
´C

1

´

�
下的像.

17. 证明下面三个域都是 cos ´和 sin ´的单叶性域：
(1) 条形域 f´ 2 C W �0 < Re ´ < �0 C πg；

(2) 半条形域 f´ 2 C W �0 < Re ´ < �0 C 2π; Im ´ > 0g；

(3) 半条形域 f´ 2 C W �0 < Re ´ < �0 C 2π; Im ´ < 0g.
18. 证明：w D cos ´将半条形域

f´ 2 C W 0 < Re ´ < 2π; Im ´ > 0g

一一地映为 CnŒ�1;1/.
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19. 证明：w D sin ´将半条形域�
´ 2 C W �

π
2
< Re ´ <

π
2
; Im ´ > 0

�
一一地映为上半平面.

20. 证明 B.0; 1/是 f .´/ D
´

.1 � ´/2
的单叶性域，并求出 f

�
B.0; 1/

�
.

21. 当 ´按逆时针方向沿圆周 f´ 2 C W j´j D 2g旋转一圈后，计算下列函数辐角的增量：

.´ � 1/
1
2；(1) .1C ´4/

1
3；(2)

.´2
C 2´ � 3/

1
4；(3)

�
´ � 1

´C 1

� 1
2

；(4)�
´2 � 1

´2 C 5

� 1
7

.(5)

22. 设 f .´/ D
´p�1

.1 � ´/p
; 0 < p < 1.证明：f 能在域 D D CnŒ0; 1�上选出单值的全纯分

支.

23. 证明：f .´/ D Log
�
´2 � 1

´

�
能在域

D D Cn
�
.�1;�1� [ Œ0; 1�

�
上选出单值的全纯分支.

24. 设单叶全纯映射 f 将域D一一地映为 G，证明：G 的面积为“
D

jf 0.´/j2 dx dy:

25. 设 f 是域 D 上的单叶全纯映射，́ D 
.t/（˛ 6 t 6 ˇ）是 D 中的光滑曲线. 证明：
w D f

�

.t/

�
的长度为 Z ˇ

˛

ˇ̌
f 0
�

.t/

�ˇ̌
j
 0.t/jdt:

26. 设 D 是 ´平面上去掉线段 Œ�1; i�; Œ1; i�和射线 ´ D it（1 6 t < 1）后所得的域，证

明函数 Log.1� ´2/能在D上分出单值全纯分支. 设 f 是满足 f .0/ D 0的那个分支，

试计算 f .2/的值.
27. 证明函数 4

p
.1 � ´/3.1C ´/能在 CnŒ�1; 1�上选出一个单值全纯分支 f，满足 f .i/ D

p
2e� π

8
i.试计算 f .�i/的值.
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2.5 分式线性变换

形如w D T .´/ D
a´C b

c´C d
的映射称为分式线性变换或Mobius变换，其中，a; b; c; d

是复常数，且满足 ad � bc ¤ 0.很明显，如果 ad � bc D 0，则 T .´/是一常数或无意义，

我们排除这种情形.

若 c ¤ 0，则除去点 ´ D �
d

c
外，T .´/在 C上是全纯的，而且

T 0.´/ D
ad � bc

.c´C d/2
¤ 0;

所以分式线性变换在 ´ ¤ �
d

c
处是保角变换. 若 c D 0，则必 d ¤ 0，这时 T .´/ D

A´C B

�
A D

a

d
;B D

b

d

�
，称为整线性变换，它是一个整函数.

从方程 w D T .´/中把 ´解出来，得

´ D T �1.w/ D
�dw C b

cw � a
;

称它为 w D T .´/ 的逆变换，它仍然是一个分式线性变换. 由此可知，w D T .´/ 在 C

上是单叶的. 当 c ¤ 0 时，我们规定 T

�
�
d

c

�
D 1; T .1/ D

a

c
；当 c D 0 时，规定

T .1/ D 1. 于是，分式线性变换 w D T .´/把 C1单叶地映为 C1.
设 S 和 T 是两个分式线性变换，那么它们的复合 S ı T 也是分式线性变换，且对每

一个 T，有逆变换 T �1，即 T
�
T �1.´/

�
D ´.所以，分式线性变换的全体在复合运算下构

成一个群.
分式线性变换有一些有趣而重要的性质：

(1)分式线性变换把圆周变为圆周.
我们先考虑整线性变换 w D a´C b，若记 a D r ei�，则 w D r ei� ´C b.容易看出，

它可由下列三个简单的变换复合而成：

´0
D ei� ´;

´00
D r´0;

w D ´00
C b:

第一个是旋转变换，第二个是伸缩变换，第三个是平移变换．这里，每一个变换都把圆周

变为圆周，因此整线性变换把圆周变为圆周.对于一般的分式线性变换，不妨设 c ¤ 0，

于是

w D
a´C b

c´C d
D
a

c
C

bc � ad

c.c´C d/
:
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若记 ˛ D
a

c
; ˇ D

bc � ad

c
，则上式可写为

w D ˛ C
ˇ

c´C d
:

它由下列三个变换复合而成：

´0
D c´C d;

´00
D
1

´0
;

w D ˛ C ˇ´00:

其中，有两个变换是整线性变换，它们都把圆周变为圆周.如果能证明 w D
1

´
也把圆周

变为圆周，那么就证明了这一小段的标题上的结论.由于分式线性变换是定义在整个闭
平面 C1上的，我们把直线看成是过无穷远点的圆周.于是，平面上的任一圆周都可写为
（见习题 1.2的第 14题）：

a´´C ˇ´C ˇ´C d D 0 (2.5.1)

这里，a; d 是实数，̌ 是复数，且满足 jˇj
2

� ad > 0. 变换 w D
1

´
把方程 (2.5.1)变为

a

ww
C
ˇ

w
C
ˇ

w
C d D 0;

即

dww C ˇw C ˇw C a D 0;

它仍然是一个圆周.这样，我们已经证明了
定理 2.5.1 分式线性变换把圆周变成圆周.
现在的问题是，在把圆周变为圆周的同时，是否把圆的内部变成内部或外部?能否

按预先的要求把内部变成内部或外部?下面将逐步解决这些问题.
(2)交比是分式线性变换的不变量.
分式线性变换看上去有四个参数，但实际上独立的参数只有三个，因此有理由提出

这样的问题：在 ´平面和 w平面上分别给定三个点 ´1; ´2; ´3 和 w1; w2; w3，是否一定能

找到分式线性变换 w D T .´/，使得 wj D T .´j /; j D 1; 2; 3?为了证明这一事实，先证明
命题 2.5.2 分式线性变换 T 最多只有两个不动点，除非 T 是恒等变换，即 T .´/ �

´.

证 所谓不动点，是指满足 T .´/ D ´的 ´.如果 ´是一个不动点，则有
a´C b

c´C d
D ´，

即 ´满足

c´2
C .d � a/´ � b D 0:

这是一个二次方程，最多只有两个根，即 T 最多只有两个不动点，除非 T .´/ � ´. �
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为了具体写出把三点映为三点的分式线性变换，我们引进交比的概念.
定义 2.5.3 设 ´1; ´2; ´3; ´4 是给定的四个点，其中至少有三个点是不相同的，称比

值
´1 � ´3

´1 � ´4

�
´2 � ´3

´2 � ´4

为这四个点的交比，记为 .´1; ´2; ´3; ´4/.
当这些点中有无穷远点时，我们规定

.1; ´2; ´3; ´4/ D
´2 � ´4

´2 � ´3

; .´1;1; ´3; ´4/ D
´1 � ´3

´1 � ´4

;

.´1; ´2;1; ´4/ D
´2 � ´4

´1 � ´4

; .´1; ´2; ´3;1/ D
´1 � ´3

´2 � ´3

:

按照交比的定义，有

.´; ´2; ´3; ´4/ D
´ � ´3

´ � ´4

�
´2 � ´4

´2 � ´3

;

它是一个分式线性变换.若把它记为 L.´/，那么

L.´2/ D 1;

L.´3/ D 0;

L.´4/ D 1:

现在可以证明

定理 2.5.4 有一个而且只有一个分式线性变换把 C1上三个不同的点 ´2; ´3; ´4映

为事先给定的 C1上的三个点 w2; w3; w4.

证 令 L.´/ D .´; ´2; ´3; ´4/，已知

L.´2/ D 1;

L.´3/ D 0;

L.´4/ D 1:

(2.5.2)

再令 S.´/ D .´; w2; w3; w4/，则同样有

S.w2/ D 1;

S.w3/ D 0;

S.w4/ D 1:

于是
S�1.1/ D w2;

S�1.0/ D w3;

S�1.1/ D w4:
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若令M D S�1
ı L，则

M.´2/ D S�1
�
L.´2/

�
D S�1.1/ D w2:

同样道理，M.´3/ D w3;M.´4/ D w4.所以，M 即为所求的分式线性变换.
现证唯一性.如果还有另外一个分式线性变换M1，也满足M1.´j / D wj，j D 2，3，

4，那么分式线性变换M�1
ıM1 便有三个不动点 ´2; ´3; ´4.根据命题 2.5.2，它只能是恒

等变换，即M�1
�
M1.´/

�
� ´，于是M1.´/ � M.´/. �

根据定理 2.5.4的证明，w D M.´/ D S�1
�
L.´/

�
便是把 ´2; ´3; ´4 映为 w2; w2; w4

的分式线性变换，此即

.w;w2; w3; w4/ D .´; ´2; ´3; ´4/: (2.5.3)

由 (2.5.3)式即可写出具体的变换. 从 (2.5.3)式还可得到交比的一个重要性质：
定理 2.5.5 交比是分式线性变换的不变量. 这就是说，如果分式线性变换 T 把

´1; ´2; ´3; ´4映为 T .´1/; T .´2/; T .´3/; T .´4/，那么

.´1; ´2; ´3; ´4/ D
�
T .´1/; T .´2/; T .´3/; T .´4/

�
:

证 不妨设 ´2; ´3; ´4 是三个不同的点，令 T .´j / D wj ; j D 2; 3; 4，则由定理 2.5.4
知道，T 就是由等式

.´; ´2; ´3; ´4/ D .w;w2; w3; w4/

所确定的分式线性变换. 若设 T .´1/ D w1，则必有

.´1; ´2; ´3; ´4/ D .w1; w2; w3; w4/;

这就是要证明的.
若 ´2; ´3; ´4中有两点相同，则等式显然成立. �

除了交比以外，分式线性变换还有没有其他的不变量呢?当然，交比的函数仍然是
不变量．下面的定理断言，此外再没有其他的不变量了.
定理 2.5.6 如果 f .´1; ´2; ´3; ´4/是分式线性变换下的不变量，即对任意分式线性

变换 T，都有

f .´1; ´2; ´3; ´4/ D f
�
T .´1/; T .´2/; T .´3/; T .´4/

�
; (2.5.4)

那么 f 只能是交比 .´1; ´2; ´3; ´4/的函数.

证 证明很简单.令 L是这样的线性变换：

L.´/ D .´; ´2; ´3; ´4/;

由 (2.5.2)式知 L.´2/ D 1;L.´3/ D 0;L.´4/ D 1. 把它们代入 (2.5.4)式，即得

f .´1; ´2; ´3; ´4/ D f
�
.´1; ´2; ´3; ´4/; 1; 0;1

�
;

这就是要证明的. �
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现在利用交比这个不变量来讨论第一小段末尾提出的问题.为此，先证明
命题 2.5.7 四点 ´1; ´2; ´3; ´4共圆的充要条件是

Im.´1; ´2; ´3; ´4/ D 0: (2.5.5)

证 如果 ´1; ´2; ´3; ´4 四点共圆，令 L.´/ D .´; ´2; ´3; ´4/，则 L.´2/ D 1;L.´3/ D

0;L.´4/ D 1.这说明分式线性变换 L把 ´1; ´2; ´3; ´4 四点所在的圆周变成了实轴，因

而

L.´1/ D .´1; ´2; ´3; ´4/ D实数:

这就是 (2.5.5)式.
反之，如果 (2.5.5) 式成立，那么 .´1; ´2; ´3; ´4/ 等于某个实数 t . 由于 L�1.1/ D

´2; L
�1.0/ D ´3; L

�1.1/ D ´4，所以分式线性变换 L�1 把实轴变成由 ´2; ´3; ´4 所确定

的圆周 
 .因为 .´1; ´2; ´3; ´4/ D t，即 L.´1/ D t，于是 L�1.t/ D ´1，所以 ´1 2 
 . 因而
´1; ´2; ´3; ´4四点共圆. �

根据命题 2.5.7，当且仅当点 ´在由 ´1; ´2; ´3所确定的圆周 
 上时才有 Im.´; ´1; ´2，

´3/ D 0，剩下不在圆周 
 上的点 ´必使 Im.´; ´1; ´2; ´3/ > 0或 Im.´; ´1; ´2; ´3/ < 0.容
易看出，圆内（或圆外）的点 ´必使 Im.´; ´1; ´2; ´3/保持定号.若不然，必在圆内有点 a

和 b，使得

Im.a; ´1; ´2; ´3/ > 0;

Im.b; ´1; ´2; ´3/ < 0:

但 Im.´; ´1; ´2; ´3/是 ´的连续函数，故必在线段 Œa; b�上有点 c，使得 Im.c; ´1; ´2; ´3/ D

0，这是不可能的.
现在的问题是：当 ´1; ´2; ´3给定时，究竟是圆内的点还是圆外的点使 Im.´; ´1; ´2; ´3/

> 0?这与 ´1; ´2; ´3的走向有关.
定义 2.5.8 设 C1 上的圆周 
 把平面分成 g1 和 g2 两个域，́ 1; ´2; ´3 是 
 上有序

的三个点.如果当我们从 ´1走到 ´2再走到 ´3时，g1和 g2分别在我们的左边和右边，就

分别称 g1和 g2为 
 关于走向 ´1; ´2; ´3的左边和右边.
例如，实轴关于走向 0; 1;1的左边是上半平面；虚轴关于走向 i; 0;�i的右边是左

半平面 f´ W Re ´ < 0g；单位圆周 f´ W j´j D 1g关于走向 1; i;�1的左边是圆的内部，右边
是圆的外部；单位圆关于走向 �i;�1; i的左边是圆的外部，右边是圆的内部，等等.

下面用交比来刻画圆周关于走向 ´1; ´2; ´3的左边和右边.
命题 2.5.9 设 ´1; ´2; ´3 是 C1 中的圆周 
 上有序的三个点，那么 
 关于走向

´1; ´2; ´3右边和左边的点 ´分别满足

Im.´; ´1; ´2; ´3/ > 0
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和

Im.´; ´1; ´2; ´3/ < 0:

证 先设 
 是以 a 为中心的圆周，不妨假定 ´1; ´2; ´3 是顺时针方向（图 2.10），这
时，
 关于走向 ´1; ´2; ´3的右边就是圆的内部，左边是圆的外部.我们只需证明

Im.a; ´1; ´2; ´3/ > 0;

Im.1; ´1; ´2; ´3/ < 0
(2.5.6)

就够了. 从图 2.10中显然可见
ˇ̌̌̌
´2 � a

´3 � a

ˇ̌̌̌
D 1，且

arg
�
´2 � a

´3 � a

�
D arg.´2 � a/ � arg.´3 � a/ D �;

因而有
´2 � a

´3 � a
D ei� :

由于

arg
�
´3 � ´1

´2 � ´1

�
D arg.´3 � ´1/ � arg.´2 � ´1/ D �

�

2
;

a

´3´2

´1

´

�

图 2.10

若记 ˇ̌̌̌
´3 � ´1

´2 � ´1

ˇ̌̌̌
D r;

则
´3 � ´1

´2 � ´1

D r e�i �
2 :

于是

Im.a; ´1; ´2; ´3/ D Im
�
a � ´2

a � ´3

�
´1 � ´3

´1 � ´2

�
D Im

�
´2 � a

´3 � a
�
´3 � ´1

´2 � ´1

�
D Im

�
r ei �

2

�
D r sin

�

2
> 0:

最后一个不等式成立是由于 0 < � < 2π之故.同时

Im.1; ´1; ´2; ´3/ D Im
�
´1 � ´3

´1 � ´2

�
D Im

�
r e�i �

2

�
D �r sin

�

2
< 0:

这就是要证的 (2.5.6)式.
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´´1

´2

´3




�

图 2.11

现再设 
 是一条直线，́ 1; ´2; ´3 在 
 上的位置如图 2.11

所示.在 
 关于走向 ´1; ´2; ´3 的右边任取点 ´，记

ˇ̌̌̌
´2 � ´

´3 � ´

ˇ̌̌̌
D

r . 由于

arg
´2 � ´

´3 � ´
D arg.´2 � ´/ � arg.´3 � ´/ D �;

因而
´2 � ´

´3 � ´
D r ei�（0 < � < π）:

因为 ´1; ´2; ´3共线，故可记为

´3 � ´1 D �.´2 � ´1/（� > 0）:

于是

Im.´; ´1; ´2; ´3/ D Im
�
´2 � ´

´3 � ´
�
´3 � ´1

´2 � ´1

�
D Im.�r ei�/ D �r sin � > 0:

最后一个不等式成立是因为 0 < � < π. 对 
 关于走向 ´1; ´2; ´3 左边的点，可同法证

之. �

现在可以证明我们的主要结果：

定理 2.5.10 设 
1 和 
2 是 C1 中的两个圆周，́1; ´2; ´3 是 
1 上有序的三个点.如
果分式线性变换 T 把 
1 映为 
2，那么它一定把 
1 关于走向 ´1; ´2; ´3 的右边和左边分

别变为 
2关于走向 T .´1/; T .´2/; T .´3/的右边和左边.

证 记 
1 关于走向 ´1; ´2; ´3 的给右边为 g1; 
2 关于走向 T .´1/; T .´2/; T .´3/的右

边为 g2. 任取 ´ 2 g1，由命题 2.5.9知，Im.´; ´1; ´2; ´3/ > 0. 由交比在分式线性变换下的
不变性，可得

Im
�
T .´/; T .´1/; T .´2/; T .´3/

�
D Im.´; ´1; ´2; ´3/ > 0:

仍由命题 2.5.9知道 T .´/ 2 g2，因而 T .g1/ � g2. 反之，任取 w 2 g2，则由命题 2.5.9知

Im
�
w; T .´1/; T .´2/; T .´3/

�
> 0:

记 T �1.w/ D ´，即 w D T .´/，于是

Im.´; ´1; ´2; ´3/ D Im
�
T .´/; T .´1/; T .´2/; T .´3/

�
> 0:

即 ´ 2 g1，这就证明了 g2 � T .g1/. 因而 T .g1/ D g2.
关于左边的情形可同样证明. �
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定理 2.5.10解决了本节第一小段末尾提出的问题.
例 2.5.11 求一分式线性变换，把月牙形域 D D f´ W j´j > 1; j´ � 1j < 2g变为带状

域 G D fw W 0 < Rew < 1g（见图 2.12）.

解 先设法把月牙形域 D 边界的两个圆周变为两条平行直线，同时把单位圆周变

成虚轴，只要让 �1; i; 1分别变为1; i; 0，即能达到目的.
这个变换可以用等式 2.5.3的办法来做，但下面的方法更简单. 因为 �1变成1，1

变成 0，所以变换一定是 w D �
´ � 1

´C 1
的形式，这里，�是待定的常数. 再用 i变成 i带

进去，得 � D 1，故得 w D
´ � 1

´C 1
.令 ´ D 3，得 w D

1

2
，所以它把圆周 j´ � 1j D 2变为

Rew D
1

2
. 又因为 1变为 0，所以它把 j´ � 1j < 2变为 Rew <

1

2
. 因而，w D

´ � 1

´C 1
把月

牙形域D变为带状域 0 < Rew <
1

2
. 于是，变换 w D 2

´ � 1

´C 1
即把D映为 G. �

O
1�1 3

i

(a)

O 1

2

1

(b)

图 2.12

（3）对称点及其在分式线性变换下的不变性.
先引进对称点的概念：

定义 2.5.12 设 
 是以 a为中心、以 R为半径的圆周，如果点 ´; ´� 在从 a出发的

射线上，且满足

j´ � aj j´�
� aj D R2; (2.5.7)

则称 ´; ´� 关于 
 是对称的.如果 
 是直线，则当 
 是线段 Œ´; ´��的垂直平分线时，称

´; ´�关于 
 是对称的.
现设 ´; ´�关于圆周 
 对称，因为它们位于从圆心 a出发的射线上，所以

arg.´ � a/ D arg.´�
� a/ D �;

因而

´�
� a D j´�

� ajei� ;
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´ � a D j´ � ajei�:

于是由 (2.5.7)式，有

´�
� a D

R2

j´ � aj
ei�

D
R2

j´ � aje�i�
D

R2

´ � a
;

故得

´�
D aC

R2

´ � a
:

由此可见，圆心和无穷远点是关于圆周的一对对称点.
若 
 是过 a 且与实轴夹角为 � 的直线，设 ´ 和 ´� 关于 
 对称（图 2.13），则

j´ � aj D j´�
� aj，所以

´�
� a D j´�

� ajei˛
D j´ � aje�iˇ ei.˛Cˇ/

D .´ � a/e2i� :

因而有

´�
D aC .´ � a/e2i� :

´�

´

a




˛

'

� ˇ

图 2.13

下面用交比给出两个点关于圆周对称的条件：

命题 2.5.13 设 
 是 C1 中的圆周，那么 ´; ´� 关于 
 对称的充要条件是对 
 上任

意三点 ´1; ´2; ´3，有

.´�; ´1; ´2; ´3/ D .´; ´1; ´2; ´3/: (2.5.8)

证 设 
 是以 a为中心、以 R为半径的圆周，如果 ´; ´� 关于 
 对称，那么由交比在

分式线性变换下的不变性，得

.´�; ´1; ´2; ´3/ D

�
aC

R2

´ � a
; ´1; ´2; ´3

�
D

�
R2

´ � a
; ´1 � a; ´2 � a; ´3 � a

�
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D

�
´ � a;

R2

´1 � a
;
R2

´2 � a
;
R2

´3 � a

�
D .´ � a; ´1 � a; ´2 � a; ´3 � a/

D .´; ´1; ´2; ´3/ D .´; ´1; ´2; ´3/:

反之，如果 (2.5.8)式成立，则可把上述推理过程倒推回去，即得

´�
D aC

R2

´ � a
:

这说明 ´; ´�关于 
 是对称的.
对于直线的情形，可同法证之. �

在命题 2.5.13的基础上，可得对称点在分式线性变换下的不变性：
定理 2.5.14 对称点在分式线性变换下不变. 这就是说，设分式线性变换 T 把圆周


 变为 �，如果 ´; ´�是关于 
 的对称点，那么 T .´/; T .´�/是关于 � 的对称点.

证 在 � 上任取三点 w1; w2; w3，若记 ´j D T �1.wj /; j D 1; 2; 3，则 ´1; ´2; ´3 是 


上的三个点.因 ´; ´�关于 
 对称，由命题 2.5.13，得

.´�; ´1; ´2; ´3/ D .´; ´1; ´2; ´3/:

再由交比在分式线性变换下的不变性，即得�
T .´�/; w1; w2; w3

�
D
�
T .´/; w1; w2; w3

�
:

最后由命题 2.5.13，即知 T .´/和 T .´�/关于 � 对称. �

这一性质在作具体变换时非常有用.
例 2.5.15 求一分式线性变换，把上半平面变为单位圆的内部，但要求把上半平面

中给定的点 a变为圆心.

解 该分式线性变换一定把实轴变为单位圆周.由于 a 和 a 关于实轴对称，由定理

2.5.14，这对点一定被变为一对关于单位圆周对称的点.已知 a变为 0，所以 a变为1.于
是，这个变换可写成

w D �
´ � a

´ � a
:

为了使它把实轴变为单位圆周，́ D 0应变为单位圆周上的点，即 ´ D 0时应有 jwj D 1，

由此得 � D ei� .故所求的变换为

w D ei� ´ � a

´ � a
: �
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例 2.5.16 求一分式线性变换，把单位圆的内部变成单位圆的内部，而且把圆内指

定的点 a变为圆心.

解 因为 a关于单位圆的对称点是
1

a
，所以这个变换把 a和

1

a
分别变为 0和1，故

这个变换可写成

w D �
´ � a

´ �
1
a

D ��a
´ � a

1 � a´
D �

´ � a

1 � a´
:

为了把单位圆周变成单位圆周，即将满足 j´j D 1的 ´变为满足 jwj D 1的 w;�必须满

足

1 D jwj D j�j
j´ � aj

j1 � a´j
D j�j

j´ � aj

j´j j´ � aj
D j�j;

即 � D ei� . 故所求的变换为
w D ei� ´ � a

1 � a´
: �

这个变换十分重要，它是把单位圆盘一一地变为自己的变换，称为单位圆盘的全纯

自同构.以后我们将证明（定理 4.5.5），把单位圆盘一一地变为自己的全纯映射只能是
这种样子，再没有其他的变换.

例 2.5.17 求一分式线性变换，把偏心圆环 f´ W j´ � 3j > 9; j´ � 8j < 16g变为同心

圆环
�
w W

2

3
< jwj < 1

�
（图 2.14）.

O 12 24�8 3 8�24

(a)

O

2

3
1

(b)

图 2.14

解 如果能找到这对偏心圆的一对公共的对称点，则把它们变为 0和1的分式线

性变换一定把这对偏心圆变成一对以原点为中心的同心圆．由于这两个偏心圆的连心

线在实轴上，所以这对对称点也必在实轴上.设它们为 x1和 x2，按对称点的定义，有(
.x1 � 3/.x2 � 3/ D 81;

.x1 � 8/.x2 � 8/ D 256:
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解之，得 x0 D 0; x2 D �24. 故可将变换写为

w D �
´

´C 24
:

让 j´ � 8j D 16变为 jwj D 1，取 ´ D 24，得 � D 2ei� .可以验证

w D ei� 2´

´C 24

即为所求的变换. �

习 题 2.5
1. 试求把上半平面映为上半平面的分式线性变换，使得1; 0; 1分别映为 0; 1;1.
2. 求出把上半平面映为单位圆盘的分式线性变换，使得 �1; 0; 1分别映为 1; i;�1.

3. 证明：分式线性变换 w D
a´C b

c´C d
的把上半平面映为上半平面的充要条件是 a; b; c; d

都是实数，而且 ad � bc > 0.
4. 试求把单位圆盘的外部 f´ W j´j > 1g映为右半平面 fw W Rew > 0g的分式线性变换，

使得

(1) 1;�i;�1分别变为 i; 0;�i；
(2) �i; i; 1分别变为 i; 0;�i.

5. 试求把上半平面映为自己的分式线性变换，使得实轴上的点 x1; x2; x3（x1 < x2 <

x3）分别映为 0; 1;1.

6. 证明：́1; ´2关于圆周

ˇ̌̌̌
´ � ´1

´ � ´2

ˇ̌̌̌
D �（� > 0）对称.

（提示：利用习题 1.2中第 15题的结果.）
7. 设 ´1; ´2是关于圆周 
 D f´ W j´ � aj D Rg的一对对称点，证明：
 可以写成ˇ̌̌̌

´ � ´1

´ � ´2

ˇ̌̌̌
D �

这种形式，其中，� D
R

j´2 � aj
D

j´1 � aj

R
.

8. 设 ´1 ¤ ´2，分式线性变换 w D T .´/ D
a´C b

c´C d
满足 T .´j / ¤ 1; j D 1; 2.证明：T

把圆周

ˇ̌̌̌
´ � ´1

´ � ´2

ˇ̌̌̌
D �映为圆周

ˇ̌̌̌
w � T .´1/

w � T .´2/

ˇ̌̌̌
D �

ˇ̌̌̌
c´2 C d

c´1 C d

ˇ̌̌̌
:

（注意：本题给出了圆周及其对称点在分式线性变换下的不变性的另一个证明.）
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9. 证明：́1; ´2关于圆周

a´´C ˇ´C ˇ´C d D 0

对称的充要条件是

a´1´2 C ˇ´1 C ˇ´2 C d D 0:

10. 设 T .´/ D
a´C b

c´C d
需是一个分式线性变换，如果记

�
a b

c d

��1

D

�
˛ ˇ


 ı

�
;

那么

T �1.´/ D
˛´C ˇ


´C ı
:

11. 设 T1.´/ D
a1´C b1

c1´C d1

; T2.´/ D
a2´C b2

c2´C d2

是两个分式线性变换，如果记

�
a1 b1

c1 d1

��
a2 b2

c2 d2

�
D

�
a b

c d

�
;

那么

.T1 ı T2/.´/ D
a´C b

cx C d
:

12. 设 � 是过 �1和 1的圆周，́ 和 w都不在圆周上.如果 ´w D 1，那么 ´和 w必分别位

于 � 的内部或外部.

13. 求一分式线性变换，把 B.0; 1/映为 B.0; 1/，且把
1

2
; 2;

5

4
C
3

4
i分别映为

1

2
; 2;1.

14. 求一单叶全纯映射，把沿线段 Œ0; 1�有割缝的单位圆盘映为上半平面.
15. 求一单叶全纯映射，把除去线段 Œ0; 1C i�的第一象限映为上半平面.
16. 求一单叶全纯映射，把半条形域�

´ W �
π
2
< Re ´ <

π
2
; Im ´ > 0

�
映为上半平面，且把

π
2
;�

π
2
; 0分别映为 1;�1; 0.

17. 求一单叶全纯映射，把除去线段 Œa; a C hi�的条形域 f´ W 0 < Im ´ < 1g映为条形域

fw W 0 < Imw < 1g，其中，a是实数，0 < h < 1.
18. 求一单叶全纯映射，把图 2.15所示的月牙形域映为 B.0; 1/.
19. 求一单叶全纯映射，把除去线段 Œ1; 2�的单位园盘的外部映为上半平面.

20. 求一单叶全纯映射，把 B

�
�
1

2
;
1

2

�
和 B

�
1

2
;
1

2

�
的外部除去线段 Œ�2i; 0� 所成的域

（见图 2.16）映为上半平面.
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�1 O 1

i

π
3

图 2.15

�1 O 1

�2i

图 2.16

21. 设 0 < r < a，求一单叶全纯映射，把域

f´ 2 C W Re ´ > 0; j´ � aj > rg

映为同心圆环

fw 2 C W � < jwj < 1g:

66

yuxtech.github.io


第
3
章

全纯函数的积分表示

本章将要介绍的 Cauchy积分定理和 Cauchy积分公式是整个全纯函数理论的基础，
由它们可以推出一系列重要的结论，例如全纯函数有任意阶导数，而且可以展开成幂级

数等.其中，Cauchy积分定理又是最根本的.

3.1 复变函数的积分

设 ´ D 
.t/（a 6 t 6 b）是一条可求长曲线，f 是定义在 
 上的函数，沿 
 的

正方向取分点 
.a/ D ´0; ´1; ´2; � � � ; ´n D 
.b/，在 
 中从 ´k�1 到 ´k 的弧段上任取点

�k; k D 1; � � � ; n（见图 3.1），作 Riemann和

nX
kD1

f .�k/.´k � ´k�1/: (3.1.1)

用 sk 记弧段 ´̇k�1´k 的长度，如果当 � D maxfsk W 1 6 k 6 ng ! 0时，不论 �k 的取法

´0 D 
.a/

´n D 
.b/

´1

´k�1

�k

´k

图 3.1
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如何，和式 (3.1.1)总有一确定的极限，就称此极限为 f 沿 
 的积分，记为
Z



f .´/ d´，即

Z



f .´/ d´ D lim
�!0

nX
kD1

f .�k/.´k � ´k�1/:

什么情况下上述极限存在呢?事实上，只要 f 在 
 上连续，上述积分一定存在.为
了证明这一点，记 ´k D xk C iyk; �k D �k C i�k; f .�k/ D u.�k; �k/C iv.�k; �k/，于是和式

(3.1.1)便可写成

nX
kD1

fu.�k; �k/�xk � v.�k; �k/�ykg C i
nX

kD1

fv.�k; �k/�xk C u.�k; �k/�ykg;

这里，�xk D xk � xk�1; �yk D yk � yk�1. 当 u; v在 
 上连续时，上述和当 � ! 0时趋

于曲线积分 Z



u dx � v dy C i
Z



v dx C u dy:

这样，我们就证明了

命题 3.1.1 设 f D uC iv在可求长曲线 
 上连续，则有Z



f .´/ d´ D

Z



u dx � v dy C i
Z




v dx C u dy: (3.1.2)

这个公式通过下面的形式计算很容易记住：

f .´/ d´ D .uC iv/.dx C i dy/

D .u dx � v dy/C i.v dx C u dy/:

如果曲线是光滑的，还可以通过曲线的参数方程来计算积分.
命题 3.1.2 如果 ´ D 
.t/（a 6 t 6 b）是光滑曲线，f 在 
 上连续，那么Z




f .´/ d´ D

Z b

a

f
�

.t/

�

 0.t/dt: (3.1.3)

证 设 ´ D 
.t/ D x.t/C iy.t/，在所设的条件下，有Z



u dx � v dy D

Z b

a

�
u
�
x.t/; y.t/

�
x0.t/ � v

�
x.t/; y.t/

�
y 0.t/

�
dt;

Z



v dx C u dy D

Z b

a

�
v
�
x.t/; y.t/

�
x0.t/C u

�
x.t/; y.t/

�
y 0.t/

�
dt:
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第二式乘 i后与第一式相加，即得Z



f .´/ d´ D

Z b

a

�
u
�
x.t/; y.t/

�
C iv

�
x.t/; y.t/

���
x0.t/C iy 0.t/

�
dt

D

Z b

a

f
�

.t/

�

 0.t/dt: �

例 3.1.3 设可求长曲线 ´ D 
.t/（a 6 t 6 b）的起点为 ˛，终点为 ˇ，证明：Z



d´ D ˇ � ˛;

Z



´ d´ D
1

2
.ˇ2

� ˛2/:

证 若 
 是光滑曲线，由公式 (3.1.3)，得Z



d´ D

Z b

a


 0.t/dt D 
.b/ � 
.a/ D ˇ � ˛;

Z



´ d´ D

Z b

a


.t/
 0.t/dt D
1

2

2.t/

ˇ̌̌̌b
a

D
1

2

�

2.b/ � 
2.a/

�
D
1

2
.ˇ2

� ˛2/:

如果 
 不是光滑曲线，可直接按积分的定义计算：Z



d´ D lim
�!0

nX
kD1

.´k � ´k�1/ D ´n � ´0 D ˇ � ˛:

Z



´ d´ D lim
�!0

nX
kD1

´k.´k � ´k�1/;

Z



´ d´ D lim
�!0

nX
kD1

´k�1.´k � ´k�1/;

把两式加起来，得Z



´ d´ D
1

2
lim
�!0

nX
kD1

.´2
k � ´2

k�1/ D
1

2
.´2

n � ´2
0/ D

1

2
.ˇ2

� ˛2/: �

例 3.1.4 计算积分
Z



d´
.´ � a/n

，这里，n是任意整数，
 是以 a维中心、以 r 为半径

的圆周.
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解 
 的参数方程为 ´ D aC r eit ; 0 6 t 6 2π. 由公式 (3.1.3)，得Z



d´
.´ � a/n

D

Z 2π

0

r i eit

rn eint
dt D r1�ni

Z 2π

0

ei.1�n/t dt:

所以，上述积分当 n ¤ 1时为零，当 n D 1时为 2πi，即Z



d´
.´ � a/n

D

(
0; n ¤ 1；

2πi; n D 1:
�

由积分的定义，可以马上得到

命题 3.1.5 如果 f; g在可求长曲线 
 上连续，那么

(1)
Z


�

f .´/ d´ D �

Z



f .´/ d´，这里，
�是指与 
 方向相反的曲线；

(2)
Z



�
f̨ .´/C ˇg.´/

�
d´ D ˛

Z



f .´/ d´C ˇ

Z



g.´/ d´，这里，̨ ; ˇ是两个复常数；

(3)
Z



f .´/ d´ D

Z

1

f .´/ d´C

Z

2

f .´/ d´，这里，
 是由 
1和 
2组成的曲线.

命题 3.1.6 如果 
 的长度为 L;M D sup
´2


jf .´/j，那么

ˇ̌̌̌ Z



f .´/ d´
ˇ̌̌̌

6 ML: (3.1.4)

证 f 在 
 上的 Riemann和有不等式ˇ̌̌̌ nX
kD1

f .�k/.´k � ´k�1/

ˇ̌̌̌
6

nX
kD1

jf .�k/j j´k � ´k�1j

6 M

nX
kD1

j´k � ´k�1j 6 ML;

令 � D max
16k6n

sk ! 0，即得所要的表达式. �

这个不等式很简单，但很重要，是我们今后估计积分的主要工具，可简称为长大不

等式.
习 题 3.1

1. 计算积分
Z



2´ � 3

´
d´，其中，
 为

(1) 沿圆周 f´ W j´j D 2g的上半圆，从 �2到 2；
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(2) 沿圆周 f´ W j´j D 2g的下半圆，从 �2到 2；

(3) 沿圆周 f´ W j´j D 2g的正向.

2. 计算积分
Z

j´jD1

d´
´C 2

，并证明：

Z π

0

1C 2 cos �
5C 4 cos �

d� D 0:

3. 计算积分
Z

j´jD3

2´ � 1

´.´ � 1/
d´.

4. 如果多项式Q.´/比多项式 P.´/高两次，试证：

lim
R!1

Z
j´jDR

P.´/

Q.´/
d´ D 0:

5. 计算积分
Z

j´jDr

´n´k d´，其中，n; k 为整数.

6. 设 f 2 C 1.D/，
 是域D中分别以 a和 b为起点和终点的可求长曲线. 证明：Z



�
@f .´/

@´
d´C

@f .´/

@´
d´
�

D f .b/ � f .a/:

7. 设 
 是可求长曲线，' 在 
 上全纯，� D '.
/. 证明：
(1) � 也是可求长曲线；
(2) 如果 f 在 � 上连续，那么Z

�

f .w/dw D

Z



f
�
'.´/

�
' 0.´/ d´:

8. 设 
 是域 D 中以 a为起点、以 b 为终点的可求长曲线，f; g 2 H.D/ \ C 1.D/. 证明
分部积分公式： Z




f .´/g0.´/ d´ D f .´/g.´/

ˇ̌̌̌b
a

�

Z



f 0.´/g.´/ d´:

9. 设 
 是正向可求长简单闭曲线，证明：
 内部的面积为

1

2i

Z



´ d´:
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10. 设单叶全纯映射 f 将可求长简单闭曲线 
 映为正向简单闭曲线 �，证明：� 内部的

面积为
1

2i

Z



f .´/f 0.´/ d´:

11. 设 f 在 ´0处连续，证明：

(1) lim
r!0

1

2π

Z 2π

0

f .´0 C r ei�/d� D f .´0/；

(2) lim
r!0

1

2πi

Z
j´�´0jDr

f .´/

´ � ´0

d´ D f .´0/.

12. 设D D f´ 2 C W �0 < arg.´ � a/ < �0 C ˛g（0 < ˛ 6 2π），f 在Dnfag上连续. 证明：
(1) 如果 lim

´!a
´2Dnfag

.´ � a/f .´/ D A，那么

lim
r!0

Z
j´�ajDr

´2D

f .´/ d´ D i˛A；

(2) 如果 lim
´!1

´2Dnfag

.´ � a/f .´/ D B，那么

lim
R!1

Z
j´�ajDR

´2D

f .´/ d´ D i˛B；

13. 设D是域，f 2 C 1.D/.证明：f 在D上全纯的充分必要条件是对任意 a 2 D，均有

lim
r!0

1

πr2

Z
j´�ajDr

f .´/ d´ D 0:

3.2 Cauchy积分定理

设 D 是 C中的单连通域，f 是 D 中的连续函数.一般来说，对 D 中任意两条具有

相同起点和终点的曲线，f 在其上的积分是不相等的，即 f 的积分与路径有关.我们问，
在什么条件下，f 的积分与路径无关?这等价于说，在什么条件下，f 沿任一闭曲线的积
分为零? Cauchy定理回答了这个问题.

定理 3.2.1（Cauchy） 设 D 是 C中的单连通域，f 2 H.D/，且 f 0 在 D 中连续，

则对D中任意的可求长闭曲线 
，均有Z



f .´/ d´ D 0:
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证 由 
 围成的域记为 G，因为 f 0 连续，即
@u

@x
;
@v

@x
;
@u

@y
;
@v

@y
连续，故可用 Green公

式. 又因 f 在D中全纯，故 Cauchy–Riemann方程成立. 于是Z



u dx � v dy D

“
G

�
�
@v

@x
�
@u

@y

�
dx dy D 0;

Z



v dx C u dy D

“ �
@u

@x
�
@v

@y

�
dx dy D 0:

由命题 3.1.1，即得 Z



f .´/ d´ D 0 �

Cauchy于 1825年得到的积分定理就是定理 3.2.1这种形式，除了假定 f 全纯外，还

要假定 f 0连续.1900年，Goursat改进了上面的证明，发现不必假定 f 0连续，仍可得到同

样的结论，但证明当然要困难得多.
为此，我们先证明下面的引理：

引理 3.2.2 设 f 是域D中的连续函数，
是D内的可求长曲线.对于任给的 " > 0，

一定存在一条D中的折线 P，使得

(1) P 和 
 有相同的起点和终点，P 中其他的顶点都在 
 上；

(2)
ˇ̌̌̌ Z




f .´/ d´ �

Z
P

f .´/ d´
ˇ̌̌̌
< ".

证 因为 @D 是一个闭集，
 是一个紧集，且两者不相交，根据定理 1.5.6，d.
; @D/ D

� > 0. 作域 G，使得 
 � G � D. 因为 f 在 G 上连续，故必一致连续. 于是，对任意
" > 0，存在 ı > 0，当 ´0; ´00

2 G; j´0
�´00

j < ı时，jf .´0/�f .´00/j <
"

2L
，这里，L是 
 的长

度.现取 � D minf�; ıg.在 
上取分点 ´0; ´1; � � � ; ´n，使得每一个弧段 ´̇k�1´k的长度都小

于 �，这里，́0; ´n 分别记为 
 的起点和终点.连接 ´k�1 和 ´k（k D 1; � � � ; n），就得到一

条折线 P，它与 
 有相同的起点和终点，且其他顶点都在 
 上.由于 j´k�1 �´kj < � 6 �，

所以线段 ´k�1´k 都在D内，即折线 P 都在D内.
现在估计下面的积分差，记 
k D ´̇k�1´k; Pk D ´k�1´k，则有ˇ̌̌̌ Z


k

f .´/ d´ �

Z
Pk

f .´/ d´
ˇ̌̌̌

6
ˇ̌̌̌ Z

k

f .´/ d´ � f .´k�1/.´k � ´k�1/

ˇ̌̌̌

C

ˇ̌̌̌ Z
Pk

f .´/ d´ � f .´k�1/.´k � ´k�1/

ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌ Z

k

f .´/ d´ �

Z

k

f .´k�1/ d´
ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌ Z
Pk

f .´/ d´ �

Z
Pk

f .´k�1/ d´
ˇ̌̌̌
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D

ˇ̌̌̌ Z

k

�
f .´/ � f .´k�1/

�
d´
ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌ Z
Pk

�
f .´/ � f .´k�1/

�
d´
ˇ̌̌̌
:

当 ´ 2 
k 或 Pk 时，都有 j´� ´k�1j < � 6 ı，因而 jf .´/� f .´k�1/j <
"

2L
. 对上面两个积

分用长大不等式，它们都不超过
"

2L
j
kj，因而ˇ̌̌̌ Z




f .´/ d´ �

Z
P

f .´/ d´
ˇ̌̌̌

6
nX

kD1

ˇ̌̌̌ Z

k

f .´/ d´ �

Z
Pk

f .´/ d´
ˇ̌̌̌

<
"

L

nX
kD1

j
kj D ":

故折线 P 完全符合定理的要求. �

现在可以证明

定理 3.2.3（Cauchy–Goursat） 设 D 是 C中的单连通域，如果 f 2 H.D/，那么

对D中任意的可求长闭曲线 
，均有Z



f .´/ d´ D 0:

证 证明分为下面三步：

（1）先假定 
 是一个三角形的边界.

如果

ˇ̌̌̌ Z



f .´/ d´
ˇ̌̌̌

D M，我们证明M D 0.连接三角形三边的中点，把三角形分成

四个全等的小三角形（图 3.2），这四个小三角形的边界分别记为 
 .1/; 
 .2/; 
 .3/ 和 
 .4/.

图 3.2

让 f 沿这四个小三角形的边界积分，从图中可以看出，中间那个小三角形的边界被来回
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走了两次，f 在其上的积分恰好抵消，剩下的积分的和正好等于大三角形边界上的积分，

即 Z



f .´/ d´ D

Z

.1/

f .´/ d´C

Z

.2/

f .´/ d´C

Z

.3/

f .´/ d´C

Z

.4/

f .´/ d´;

或者

M D

ˇ̌̌̌ Z



f .´/ d´
ˇ̌̌̌

6
ˇ̌̌̌ Z

.1/

f .´/ d´
ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌ Z

.2/

f .´/ d´
ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌ Z

.3/

f .´/ d´
ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌ Z

.4/

f .´/ d´
ˇ̌̌̌
:

因此必有一个小三角形 �1，它的边界记为 
1，f 在其上的积分满足

ˇ̌̌̌ Z

1

f .´/ d´
ˇ̌̌̌

>
M

4
.

把 �1 再分成四个全等的小三角形，按照同样的推理，其中又有一个小三角形 �2，它的

边界记为 
2，f 在其上的积分满足

ˇ̌̌̌ Z

2

f .´/ d´
ˇ̌̌̌

>
M

42
.这个过程可以一直进行下去，我

们得到一串三角形 �n，记它们的边界为 
n，这串三角形具有下列性质：

(1) � � �1 � � � � �n � � �；

(2) diam�n ! 0（n ! 1）；

(3) j
nj D
L

2n
; n D 1; 2; � � �，这里，L为 
 的长度；

(4)
ˇ̌̌̌ Z

n

f .´/ d´
ˇ̌̌̌

>
M

4n
; n D 1; 2; � � � .

由 (1)和 (2)，根据第 1章 1.5节中的 Cantor定理（定理 1.5.3），存在唯一的 ´0 2 �n

（n D 1; 2; � � �）.因为D是单连通的，所以 ´0 2 D. 由于 f 在 ´0处全纯，故对任意 " > 0，

存在 ı > 0，当 0 < j´ � ´0j < ı时，成立ˇ̌̌̌
f .´/ � f .´0/

´ � ´0

� f 0.´0/

ˇ̌̌̌
< ";

即

jf .´/ � f .´0/ � f 0.´0/.´ � ´0/j < "j´ � ´0j: (3.2.1)

取 n 充分大，使得 �n � B.´0; ı/，故当 ´ 2 
n 时，(3.2.1) 式成立. 显然，́ 2 
n 时，

j´ � ´0j < j
nj D
L

2n
. 因而，当 ´ 2 
n时，有

jf .´/ � f .´0/ � f 0.´0/.´ � ´0/j <
"L

2n
: (3.2.2)

因为 
n是闭曲线，由例 3.1.3知道，有Z

n

d´ D 0;

Z

n

´ d´ D 0:
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于是有 Z

n

Œf .´/ � f .´0/ � f 0.´0/.´ � ´0/� d´

D

Z

n

f .´/ d´ � f .´0/

Z

n

d´ � f 0.´0/

Z

n

´ d´C ´0f
0.´0/

Z

n

d´

D

Z

n

f .´/ d´:

利用 (3.2.2)式、(3)和长大不等式，即得ˇ̌̌̌ Z

n

f .´/ d´
ˇ̌̌̌

6
"L

2n
D "

�
L

2n

�2

:

再由 (4)，可得M 6 "L2.又因为 "是任意小的正数，所以M D 0.
（2）假定 
 是一个多边形的边界.

从图 3.3可以看出，我们可以把多边形分解成若干个三角
形.与刚才的道理一样，f 沿 
 的积分等于沿各个三角形边界

积分的和，由（1）已知沿三角形边界的积分为零，因而Z



f .´/ d´ D 0:

（3）假定 
 是一般的可求长闭曲线.根据引理 3.2.2，在D

内存在闭折线 P，使得ˇ̌̌̌ Z



f .´/ d´ �

Z
P

f .´/ d´
ˇ̌̌̌
< "; (3.2.3)

图 3.3

这里，"是任意事先给定的正数. 由 (3.2.2)和 (3.2.3)式即知Z



f .´/ d´ D 0: �

注意，对于非单连通的域，定理不一定成立. 例如，D 是除去原点的单位圆盘，

f .´/ D
1

´
当然在 D 中全纯，若设 
 D f´ W j´j D r < 1g，则由例 3.1.4 知，

Z



d´
´

D

2πi ¤ 0.
但是，定理 3.2.3的条件可以有下列形式的减弱：
定理 3.2.4 设D是可求长简单闭曲线 
 的内部，若 f 2 H.D/ \ C.D/，则Z




f .´/ d´ D 0:
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证 这里已不再假定 f 在积分路径 
 上全纯，而代之以在闭域D上连续，条件确实

是减弱了.一般地，证明这个定理还需要一些其他的知识，我们这里对 
 附加两个条件：

(1) 
 是逐段光滑的；
(2) 在D中存在点 ´0，使得从 ´0出发的每条射线与 
 只有一个交点.例如，凸多边
形和圆盘都满足这两个条件.

在所设的两个条件下，
 的方程可以写成

´ D ´0 C �.t/; a 6 t 6 b:

记

p D maxfj�.t/j W a 6 t 6 bg;

q D maxfj�0.t/j W a 6 t 6 bg:

由于 f 在 D 上连续，故必一致连续，故对任意的 " > 0，存在 ı > 0，当 ´1; ´2 2 D，且

j´1 � ´2j < ı 时，有 jf .´1/ � f .´2/j < ".今取 ı0 < minfı; pg，于是
ı0

p
< 1. 取 �，使得

1 �
ı0

p
< � < 1. 记 
� 为曲线

´ D ´0 C ��.t/; 1 6 t 6 b;

则显然有 
� � D. 由定理 3.2.3，成立Z

�

f .´/ d´ D

Z b

a

f
�
´0 C ��.t/

�
��0.t/dt D 0;

即 Z b

a

f
�
´0 C ��.t/

�
�0.t/dt D 0:

由于 ˇ̌
Œ´0 C ��.t/� � Œ´0 C �.t/�

ˇ̌
D .1 � �/j�.t/j 6 .1 � �/p < ı0 < ı:

所以 ˇ̌
f
�
´0 C �.t/

�
� f

�
´0 C ��.t/

�ˇ̌
< ":

于是 ˇ̌̌̌ Z
�

f .´/ d´
ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌ Z b

a

f
�
´0 C �.t/

�
�0.t/dt

ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌ Z b

a

�
f
�
´0 C �.t/

�
� f

�
´0 C ��.t/

��
�0.t/dt

ˇ̌̌̌
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6
Z b

a

ˇ̌
f
�
´0 C �.t/

�
� f

�
´0 C ��.t/

�ˇ̌
j�0.t/jdt

< "q.b � a/:

由于 " > 0是任意的，所以 Z



f .´/ d´ D 0: �

在下面的意义下，Cauchy积分定理在多连通域内也成立.设 
0; 
1; � � � ; 
n 是 n C 1

条可求长的简单闭曲线，如果 
1; � � � ; 
n都在 
0的内部，
1; � � � ; 
n中的每一条都在其他

n� 1条的外部，这样的 nC 1条曲线就围成了一个 nC 1连通域D，这个域D的边界 


由 
0; 
1; � � � ; 
n 共 nC 1条曲线组成. 
 的正方向规定如下：当我们沿着 
 的正方向运

动时，D 总是在我们的左边.这时，对 
0 来说是逆时针方向，而对 
1; � � � ; 
n 则是顺时针

方向.对于这样的域和边界，Cauchy积分定理也成立.
定理 3.2.5 设 
0; 
1; � � � ; 
n是 nC 1条可求长简单闭曲线，
1; � � � ; 
n都在 
0的内

部，
1; � � � ; 
n中的每一条都在其他 n� 1条的外部，D是由这 nC 1条曲线围成的域，用


 记D的边界.如果 f 2 H.D/ \ C.D/，那么Z



f .´/ d´ D 0; (3.2.4)

这里，积分沿 
 的正方向进行. (3.2.4)式也可写为Z

0

f .´/ d´ D

Z

1

f .´/ d´C � � � C

Z

n

f .´/ d´; (3.2.5)

(3.2.5)式右端的积分分别沿 
1; � � � ; 
n的逆时针方向进行.

证 如图 3.4所示，我们用一些辅助线把几个 “洞”连
接起来，这样，D就被分成若干个单连通域．由定理 3.2.4，
沿每个单连通域的边界的积分为零，若干个单连通域的

边界积分之和仍为零. 由于在辅助线上的积分来回各进
行一次，正好抵消，所以总和恰好就是 
 上的积分，因而

(3.2.4)式成立. 而Z



f .´/ d´ D

Z

0

f .´/ d´C

Z

�

1

f .´/ d´C� � �C

Z

�

n

f .´/ d´;

移项即得 (3.2.5)式. � 图 3.4
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当 n D 1时，我们有下面的

推论 3.2.6 设 
0 和 
1 是两条可求长的简单闭曲线，
1 在 
0 的内部，D 是由 
0 和


1围成的域.如果 f 2 H.D/ \ C.D/，那么Z

0

f .´/ d´ D

Z

1

f .´/ d´:

这个推论在很多情况下都很有用.
例 3.2.7 设 
 是一可求长简单闭曲线，a 62 
，试计算积分Z




d´
´ � a

:

解 若 a 在 
 的外部，则因
1

´ � a
在 
 围成的闭域上全

纯，所以由 Cauchy积分定理，
Z



d´
´ � a

D 0.

若 a在 
 的内部，则有充分小的 r > 0，使得 B.a; r/落在


 的内部（图 3.5）. 记 B.a; r/的边界为 
1，由 
 和 
1围成的

域记为D，则
1

´ � a
在D上全纯，因而由推论 3.2.6，得Z




d´
´ � a

D

Z

1

d´
´ � a

D 2πi:

最后的等式利用了例 3.1.4的结果. �

a


1




图 3.5

例 3.2.8 设 
 是一可求长简单闭曲线，a; b … 
，试计算积分

I D

Z



d´
.´ � a/.´ � b/

:

解 上面的积分可写为

I D

Z



d´
.´ � a/.´ � b/

D
1

a � b

�Z



d´
´ � a

�

Z



d´
´ � b

�
:

由例 3.2.7即可得

I D

8̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

0; 若 a; b都在 
 的外部；
2πi
a � b

; 若 a在 
 的内部，b在 
 的外部；

�
2πi
a � b

; 若 a在 
 的外部，b在 
 的内部；

0; 若 a; b都在 
 的内部.

�
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习 题 3.2
1. 计算积分：

(1)
Z

j´jDr

j d´j

j´ � aj2
; jaj ¤ r；

(2)
Z

j´jD2

2´ � 1

´.´ � 1/
d´；

(3)
Z

j´jD5

´ d´
´4 � 1

；

(4)
Z

j´jD2a

e´

´2 C a2
d´; a > 0.

2. 设 f 在 f´ W r < j´j < 1g中全纯，且 lim
´!1

´f .´/ D A.证明：

Z
j´jDR

f .´/ d´ D 2πiA;

这里，R > r .
3. 设 n为正整数，试通过计算积分 Z

j´jD1

�
´C

1

´

�n d´
´

证明 Z 2π

0

cos2n �d� D 2π
.2n � 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ
:

4. 设 0 < r < R; f 在 B.0;R/中全纯. 证明：

(1) f .0/ D
1

2π

Z 2π

0

f .r ei�/d�；

(2) f .0/ D
1

πr2

“
j´j<r

f .´/ dx dy.

5. 设 u是 B.0;R/中的调和函数，0 < r < R. 证明：

u.0/ D
1

2π

Z 2π

0

u.r ei�/d�:

6. 设 0 < r < 1. 证明： Z π

0

log.1 � 2r cos � C r2/d� D 0:
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3.3 全纯函数的原函数

与微积分中一样，我们可以引入一个函数的原函数的概念.
定义 3.3.1 设 f W D ! C是定义在域 D 上的一个函数，如果存在 F 2 H.D/，使

得 F 0.´/ D f .´/在D上成立，就称 F 是 f 的一个原函数.
如果 f 2 H.D/，是否一定存在原函数呢?答案是否定的.例如，若 D 是除去原点

的单位圆盘，f .´/ D
1

´
，f 当然是 D 上的全纯函数.如果它在 D 上存在原函数 F，则

有 F 0.´/ D
1

´
在 D 上成立，但这是不可能的.因为若上式成立，在 D 中取光滑闭曲线


 W Œa; b� ! D，则有 
.a/ D 
.b/，于是Z



d´
´

D

Z



F 0.´/ d´ D

Z b

a

F 0
�

.t/

�

 0.t/dt

D F
�

.b/

�
� F

�

.a/

�
D 0:

但由例 3.1.4知道
Z



d´
´

D 2πi.这一矛盾说明
1

´
在 D 上不存在原函数.问题出在 D 不

是单连通域.对于单连通域上的全纯函数，一定存在原函数.为此，先证明

定理 3.3.2 设 f 在域D中连续，且对D中任意可求长闭曲线 
，均有
Z



f .´/ d´ D

0，那么

F.´/ D

Z ´

´0

f .�/d�

是D中的全纯函数，且在D中有 F 0.´/ D f .´/，这里，́0是D中一固定点.

证 由于 f 沿任意可求长闭曲线的积分为零，f 的积分与路径无关，因而 F 是一单

值函数. 任取 a 2 D，我们证明 F 0.a/ D f .a/. 因为 f 在 a

点连续，故对任意 " > 0，存在 ı > 0，当 j´ � aj < ı 时，有

jf .´/ � f .a/j < ".今取 ´ 2 B.a; ı/（图 3.6），显然

F.´/ � F.a/ D

Z ´

´0

f .�/d� �

Z a

´0

f .�/d�

D

Z ´

a

f .�/d�:

这里，积分在线段 Œa; ´�上进行，于是

a

´0

´

ı

图 3.6ˇ̌̌̌
F.´/ � F.a/

´ � a
� f .a/

ˇ̌̌̌
D

1

j´ � aj

ˇ̌̌̌
F.´/ � F.a/ � f .a/.´ � a/

ˇ̌̌̌
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D
1

j´ � aj

ˇ̌̌̌ Z ´

a

f .�/d� �

Z ´

a

f .a/d�
ˇ̌̌̌

D
1

j´ � aj

ˇ̌̌̌ Z ´

a

�
f .�/ � f .a/

�
d�
ˇ̌̌̌
:

由长大不等式，即知上式右端小于 "，这就证明了 F 0.a/ D f .a/. �

作为定理 3.3.2的一个简单的推论，我们有

定理 3.3.3 设 D 是 C中的单连通域，f 2 H.D/，那么 F.´/ D

Z ´

´0

f .�/d� 是 f 在

D中的一个原函数.

证 在定理的假定下，由 Cauchy积分定理知道，f 沿 D 中任意可求长闭曲线的积

分为零，由定理 3.3.2即得本定理. �

类似于微积分中的 Newton–Leibniz公式，我们有
定理 3.3.4 设D是 C中的单连通域，f 2 H.D/;˚ 是 f 的任一原函数，那么Z ´

´0

f .�/d� D ˚.´/ � ˚.´0/:

证 证明方法也与微积分中一样.由定理 3.3.3知，由变上限积分确定的函数 F 是 f

的一个原函数，因而 �
˚.´/ � F.´/

�0
D f .´/ � f .´/ D 0:

故由第 2章习题 2.2的第 1题知道 ˚.´/ � F.´/是一个常数，因而Z ´

´0

f .�/d� D F.´/ � F.´0/ D ˚.´/ � ˚.´0/: �

现在设D是多连通域，f 2 H.D/，一般来说

F.´/ D

Z ´

´0

f .�/d�

是一个多值函数，它在 ´点的值将随着连接 ´0和 ´的曲线变化而变动.下面看一个具体
的例子：

设 D D Cnf0g，则 D 是一个二连通域，f .´/ D
1

´
是 D 中的全纯函数，我们来研究

积分 Z ´

1

1

�
d�:
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如果连接 1和 ´的曲线 
 不围绕原点（图 3.7），那么
1

�
沿 
 的积分等于在实轴上从 1

到 j´j的积分与圆弧 
 0上的积分之和，即Z



d�
�

D

Z j´j

1

dx
x

C

Z arg ´

0

ij´jei�

j´jei�
d� D log j´j C i arg ´ D log ´:

O 1 j´j

´


 0




图 3.7

O
1

a

b

c

d

e

´

图 3.8

如果连接 1和 ´的曲线 
 绕原点沿反时针方向转了 2圈（图 3.8），这时沿 
 的积分可

以分解为沿 1̃a´，̆abea和 b̆cdb的积分，即Z



d�
�

D

Z
1̄a´

d�
�

C

Z
ăbea

d�
�

C

Z
b̆cdb

d�
�
: (3.3.1)

由于 ăbea和 b̆cdb 是两条围绕原点的简单闭曲线，故由 3.2节的例 3.2.7，(3.3.1)式右端
的后两个积分都等于 2πi.根据上面的计算，(3.3.1)式右端的第一个积分为 log ´，因而得Z




d�
�

D log ´C 4πi:

由此可见，随着绕原点圈数的不同，一般可得Z



d�
�

D log ´C 2kπi; k D 0;˙1; � � � ;

这恰好是对数函数 Log ´.所以，对数函数也可用变上限的积分来定义.
习 题 3.3

1. 设 D 是域，f; g 2 H.D/.如果 fg0 在 D 上有原函数 '. 证明：f 0g 在 D 上有原函数

fg � '.
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2. 设 D 是域，f 是 D 上的连续函数. 如果 f 在 D 上有原函数，则对 D 中任意可求长

简单闭曲线 
，均有
Z



f .´/ d´ D 0.

3. 设 f 2 C n.C/ \H.C/，并且 f .n/.´/ � 0. 证明：f 必为次数不大于 n的多项式.
4. 设 
 是从 0到 1且不经过˙i的可求长曲线.证明：Z




d´
1C ´2

D
π
4

C kπ; k D 0;˙1;˙2; � � � :

5. 设 f 是凸域 D 上的全纯函数，如果对每点 ´ 2 D，有 Reff 0.´/g > 0，那么 f 是D上

的单叶函数.

3.4 Cauchy积分公式

Cauchy积分公式是 Cauchy积分定理最重要的推论之一，它是全纯函数的一种积分
表示，通过这种表示，我们可以证明全纯函数有任意阶导数，而且可以展开成幂级数.从
它还可以推出全纯函数的其他一系列重要性质.

定理 3.4.1 设 D 是由可求长简单闭曲线 
 围成的域，如果 f 2 H.D/ \ C.D/，那

么对任意 ´ 2 D，均有

f .´/ D
1

2πi

Z



f .�/

� � ´
d�: (3.4.1)

证 任取 ´ 2 D，因为 f 在 ´点连续，故对任意 " > 0，存在 ı > 0，使得当 j� � ´j < ı

时，有 jf .�/ � f .´/j < ".今取 � < ı，使得 B.´; �/ � D.记 
� D f� W j� � ´j D �g，由 


和 
� 围成的二连通域记为 D0（图 3.9），则
f .�/

� � ´
在 D0 中全纯，在 D0 上连续.于是，由

推论 3.2.6得
1

2πi

Z



f .�/

� � ´
d� D

1

2πi

Z

�

f .�/

� � ´
d�: (3.4.2)

又因为
1

2πi

Z

�

d�
� � ´

D 1，所以

f .´/ D
1

2πi

Z

�

f .´/

� � ´
d�: (3.4.3)

于是，由 (3.4.2)式、(3.4.3)式及长大不等式即得

´

�




D0

图 3.9ˇ̌̌̌
f .´/ �

1

2πi

Z



f .�/

� � ´
d�
ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌
1

2πi

Z

�

f .´/

� � ´
d� �

1

2πi

Z

�

f .�/

� � ´
d�
ˇ̌̌̌
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D
1

2π

ˇ̌̌̌ Z

�

f .´/ � f .�/

� � ´
d�
ˇ̌̌̌

6
1

2π
�
"

�
� 2π�

D ":

让 " ! 0，即得所要证的等式 (3.4.1). �

等式 (3.4.1)称为 Cauchy积分公式，它表明全纯函数在域中的值由它在边界上的值
所完全确定. (3.4.1)式是全纯函数的一种积分表示，通过这种表示，我们可以证明全纯
函数有任意阶导数，这实际上是下面更一般的结果的一个特殊情形：

设 
是C中一条可求长曲线（不一定是闭的），g是 
上的连续函数，如果 ´ 2 Cn
，

那么积分
1

2πi

Z



g.�/

� � ´
d�

是存在的，它定义了 Cn
 上的一个函数 G.´/，即

G.´/ D
1

2πi

Z



g.�/

� � ´
d�;

称它为 Cauchy型积分.由 Cauchy型积分确定的函数有很好的性质.
定理 3.4.2 设 
 是 C中的可求长曲线，g 是 
 上的连续函数，那么由 Cauchy型积

分确定的函数

G.´/ D
1

2πi

Z



g.�/

� � ´
d�;

在 Cn
 上有任意阶导数，而且

G.n/.´/ D
nŠ

2πi

Z



g.�/

.� � ´/nC1
d�; n D 1; 2; � � � : (3.4.4)

证 我们用数学归纳法来证明等式 (3.4.4).先设 n D 1，我们要证明

G 0.´/ D
1

2πi

Z



g.�/

.� � ´/2
d�; ´ 2 Cn
: (3.4.5)

任意取定 ´0 2 Cn
，记 � D inf
�2


j� � ´0j > 0; ı D min
�
1;
�

2

�
，则当 � 2 
; ´ 2 B.´0; ı/时，

有

ˇ̌̌̌
´ � ´0

� � ´0

ˇ̌̌̌
<
1

2
. 于是

1

� � ´
D

1

� � ´0

�
1

1 �
´�´0

��´0

D
1

� � ´0

�
1C

´ � ´0

� � ´0

C h.´; �/

�
; (3.4.6)
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其中

jh.´; �/j 6
1X

nD2

ˇ̌̌̌
´ � ´0

� � ´0

ˇ̌̌̌n
D

ˇ̌̌̌
´ � ´0

� � ´0

ˇ̌̌̌2 1X
nD0

ˇ̌̌̌
´ � ´0

� � ´0

ˇ̌̌̌n
6
2

�2
j´ � ´0j

2: (3.4.7)

这样，由 (3.4.6)式便得

G.´/ D
1

2πi

Z



g.�/

� � ´
d�

D
1

2πi

Z



g.�/

� � ´0

d� C
´ � ´0

2πi

Z



g.�/

.� � ´0/2
d� C

1

2πi

Z



g.�/h.´; �/

� � ´0

d�;

因而有

G.´/ �G.´0/

´ � ´0

�
1

2πi

Z



g.�/

.� � ´0/2
d� D

1

2πi.´ � ´0/

Z



g.�/h.´; �/

� � ´0

d�: (3.4.8)

若记M D sup
�2


jg.�/j，由 (3.4.7)式便知 (3.4.8)式右端的绝对值不超过

M j
 j

π�3j´ � ´0j
� j´ � ´0j

2
D
M j
 j

π�3
j´ � ´0j:

在 (3.4.8)式两端令 ´ ! ´0，即得

G 0.´/ D
1

2πi

Z



g.�/

.� � ´/2
d�:

现设 n D k 时 (3.4.4)式成立. 即

G.k/.´/ D
kŠ

2πi

Z



g.�/

.� � ´/kC1
d�;

要证明

G.kC1/.´/ D
.k C 1/Š

2πi

Z



g.�/

.� � ´/kC2
d�:

由 (3.4.6)式和二项式定理，可得

1

.� � ´/kC1
D

1

.� � ´0/kC1

�
1C

´ � ´0

� � ´0

C h.´; �/

�kC1

D
1

.� � ´0/kC1

�
1C .k C 1/

´ � ´0

� � ´0

CH.´; �/

�kC1

;
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由 (3.4.7)式便得
jH.´; �/j 6 C j´ � ´0j

2; (3.4.9)

这里，C 是一个常数. 于是

G.k/.´/ D
kŠ

2πi

Z



g.�/

.� � ´/kC1
d�

C
.k C 1/Š

2πi
.´ � ´0/

Z



g.�/

.� � ´0/kC2
d� C

kŠ

2πi

Z



g.�/H.´; �/

.� � ´0/kC1
d�;

即
G.k/.´/ �G.k/.´0/

´ � ´0

�
.k C 1/Š

2πi

Z



g.�/

.� � ´0/kC2
d�

D
kŠ

2πi.´ � ´0/

Z



g.�/H.´; �/

.� � ´0/kC1
d�:

(3.4.10)

由 (3.4.9) 式便知 (3.4.10) 式右端的绝对值不超过 Kj´ � ´0j，这里，K 是一个常数. 在
(3.4.10)式中令 ´ ! ´0，即得

G.kC1/.´0/ D
.k C 1/Š

2πi

Z



g.�/

.� � ´0/kC2
d�:

由于 ´0是D中的任意点，归纳法证明完毕. �

这个定理实际上证明了在现在的情况下，微分运算和积分运算可以交换，公式很便

于记忆.从定理 3.4.1和定理 3.4.2立刻可得
定理 3.4.3 设 D 是由可求长简单闭曲线 
 围成的域，如果 f 2 H.D/ \ C.D/，那

么 f 在D上有任意阶导数，而且对任意 ´ 2 D，有

f .n/.´/ D
nŠ

2πi

Z



f .�/

.� � ´/nC1
d�; n D 1; 2; � � � :

证 由定理 3.4.1，f 可写为 Cauchy型积分

f .´/ D
1

2πi

Z



f .�/

� � ´
d�:

由于 f 在 
 上连续，故由定理 3.4.2即得所要证的结果. �

定理 3.4.4 如果 f 是域D上的全纯函数，那么 f 在D上有任意阶导数.
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证 任取 ´0 2 D，取充分小的 ı，使得 B.´0; ı/ � D.由定理 3.4.3，f 在 B.´0; ı/中

有任意阶导数，又由于 ´0是任意的，所以 f 在D中有任意阶导数. �

例 3.4.5 计算积分 Z
j´jD2

d´
´2.´2 C 16/

:

解 令 f .´/ D
1

´2 C 16
，则 f 在 f´ W j´j 6 2g中全纯，根据定理 3.4.3，有

Z
j´jD2

d´
´2.´2 C 16/

D 2πi
�

1

´2 C 16

�0 ˇ̌̌̌
´D0

D 0:

也可以这样计算：Z
j´jD2

d´
´2.´2 C 16/

D
1

16

� Z
j´jD2

d´
´2

�

Z
j´jD2

d´
´2 C 16

�
D 0:

这是因为，由例 3.1.4，第一个积分为零；由 Cauchy积分定理，第二个积分为零. �

类似于 Cauchy积分定理，也有下面的
定理 3.4.6 设 
0; 
1; � � � ; 
k 是 k C 1条可求长简单闭曲线，
1; � � � ; 
k 都在 
0的内

部，
1; � � � ; 
k 中的每一条都在其他 k � 1条的外部，D是由这 k C 1条曲线围成的域，D

的边界 
 由 
0; 
1; � � � ; 
k 所组成.如果 f 2 H.D/ \ C.D/，则对任意 ´ 2 D，有

f .´/ D
1

2πi

Z



f .�/

� � ´
d�:

f 在D内有任意阶导数，且

f .n/.´/ D
nŠ

2πi

Z



f .�/

.� � ´/nC1
d�; n D 1; 2; � � � :

定理的证明和前面的一样，不再重复.
例 3.4.7 计算积分 Z

j´jD2

d´
.´3 � 1/.´C 4/2

:

解 作一个中心在原点、半径为 R（R > 4）的大圆（图 3.10），则在闭圆环

f´ W 2 6 j´j 6 Rg
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O 2
R


2


1

图 3.10

上，f .´/ D
1

´3 � 1
是全纯的. 于是，由定理 3.4.6得

Z

1

d´
.´3 � 1/.´C 4/2

C

Z

�

2

d´
.´3 � 1/.´C 4/2

D 2πi
�

1

´3 � 1

�0 ˇ̌̌̌
´D�4

D �
32

1323
πi;

所以 Z
j´jD2

d´
.´3 � 1/.´C 4/2

D
32πi
1323

C

Z
j´jDR

d´
.´3 � 1/.´C 4/2

: (3.4.11)

由于当 j´j D R时，有

j.´3
� 1/.´C 4/2j > .R3

� 1/.R � 4/2;

所以由长大不等式得ˇ̌̌̌ Z
j´jDR

d´
.´3 � 1/.´C 4/2

ˇ̌̌̌
6

2πR
.R3 � 1/.R � 4/2

! 0（R ! 1）:

故在 (3.4.11)中令 R ! 1，即得Z
j´jD2

d´
.´3 � 1/.´C 4/2

D
32πi
1323

:

�

习 题 3.4
1. 计算下列积分：

(1)
Z

j´�1jD1

sin ´
´2 � 1

d´；
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(2)
Z

j´jD2

d´
1C ´2

；

(3)
Z

4x2Cy2D2y

eπ´

.1C ´2/2
d´；

(4)
Z

j´jD 3
2

d´
.´2 C 1/.´2 C 4/

；

(5)
Z

j´jD2

d´
´3.´ � 1/3.´ � 3/5

；

(6)
Z

j´jDR

d´
.´ � a/n.´ � b/

，n为正整数，a; b不在圆周 j´j D R上.

2. 设 
 是可求长简单闭曲线，其内部为域 G1，外部为域 G2.如果 f 2 H.G2/ \ C.G2/，

而且

lim
´!1

f .´/ D A;

那么

1

2πi

Z



f .�/

� � ´
d� D

(
�f .´/C A; ´ 2 G2；

A; ´ 2 G1;

这里，
 关于 G1取正向. 通常，称它为无界域的 Cauchy积分公式.
3. 设 D 是由有限条可求长简单闭曲线围成的域，́1; � � � ; ´n 是 D 中 n个彼此不同的点.
如果 f 2 H.D/ \ C.D/，证明：

P.´/ D
1

2πi

Z
@D

f .�/

!n.�/

!n.�/ � !n.´/

� � ´
d�

是次数不超过 n � 1的多项式，并且

P.´k/ D f .´k/; k D 1; 2; � � � ; n:

其中，!n.´/ D .´ � ´1/ � � � .´ � ´n/.

（提示：
!n.�/ � !n.´/

� � ´
是 ´的次数不超过 n � 1的多项式.）

4. 称

Pn.´/ D
1

2nnŠ

dn

d´n
.´2

� 1/n

是 Legendre多项式. 证明：
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(1) Legendre多项式有如下的积分表示：

Pn.´/ D
1

2πi

Z



.�2 � 1/n

2n.� � ´/nC1
d�;

其中，
 是任意内部包含 ´的可求长简单闭曲线；

(2) 如果取

 D f� 2 C W j� � xj D

p
x2 � 1g（1 < x < 1）;

那么有如下的 Laplace公式：

Pn.x/ D
1

π

Z π

0

�
x C

p
x2 � 1 cos �

�nd�:
5. 设 f 2 H

�
B.0; 1/

�
\ C

�
B.0; 1/

�
. 证明：

(1)
2

π

Z 2π

0

f .ei�/ cos2

�
�

2

�
d� D 2f .0/C f 0.0/；

(2)
2

π

Z 2π

0

f .ei�/ sin2

�
�

2

�
d� D 2f .0/ � f 0.0/.

（提示：分别计算积分
1

2πi

Z
j� jD1

�
2C � C

1

�

�
f .�/

d�
�

和
1

2πi

Z
j� jD1

�
2 � � �

1

�

�
f .�/

d�
�

即可.）
6. 利用上题结果证明：设 f 2 H

�
B.0; 1/

�
\ C

�
B.0; 1/

�
，且 f .0/ D 1;Ref .´/ > 0，那么

�1 6 Ref 0.0/ 6 2:

7. 设 f 在角状域 G D

�
´ 2 C W 0 < arg ´ <

π
4

�
中全纯，在 G 上连续.如果 f 在正实轴

的区间 Œa; b�上等于零，证明：f 在 G 中恒等于零.
8.（Schwarz积分公式）设 f 2 H

�
B.0;R/

�
\ C

�
B.0;R/

�
，f D uC iv. 证明：f 可用实

部表示为

f .´/ D
1

2π

Z 2π

0

Rei� C´

Rei� �´
u.Rei�/d� C iv.0/:

9. 设 f 2 H
�
B.0;R/

�
\ C

�
B.0;R/

�
，f D uC iv，则对任意 0 < r 6 R，有

f 0.0/ D
1

πr

Z 2π

0

u.r ei�/e�i� d�:

91

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

3.5 Cauchy积分公式的一些重要推论

前面我们已经从 Cauchy积分公式出发，证明了全纯函数有任意阶导数，并且得到
了这些导数的积分表示，从这些表示又可得到全纯函数的另外一些重要性质.

定理 3.5.1（Cauchy不等式） 设 f 在 B.a;R/中全纯，且对任意 ´ 2 B.a;R/，有

jf .´/j 6 M，那么

jf .n/.a/j 6
nŠM

Rn
; n D 1; 2; � � � : (3.5.1)

证 取 0 < r < R，则 f 在闭圆盘 B.a; r/中全纯，由定理 3.4.3，得

f .n/.a/ D
nŠ

2πi

Z
j��ajDr

f .�/

.� � a/nC1
d�; n D 1; 2; � � � :

于是，由长大不等式得

jf .n/.a/j 6
nŠ

2π
�
M

rnC1
� 2πr D

nŠM

rn
:

让 r ! R，即得所要证的不等式 (3.5.1). �

这个不等式给出了圆盘上全纯函数的各阶导数在圆心处值的估计，利用这个估计

可以证明下面的

定理 3.5.2（Liouville） 有界整函数必为常数.

证 设 f 为一有界整函数，其模的上界设为M，即对任意 ´ 2 C，有 jf .´/j 6 M .任
取 a 2 C，以 a为中心、R为半径作圆，因为 f 为整函数，故由 Cauchy不等式可得

jf 0.a/j 6
M

R
:

这个不等式对任意 R > 0都成立，让 R ! 1，即得 f 0.a/ D 0.因为 a是任意的，所以在

全平面上有 f 0.´/ � 0，因而 f 是常数. �

从 Liouville定理立刻可得
定理 3.5.3（代数学基本定理） 任意复系数多项式

P.´/ D a0´
n

C a1´
n�1

C � � � C an; a0 ¤ 0

在 C中必有零点.
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证 如果P.´/在C中没有零点，那么f .´/ D
1

P.´/
是一个整函数.由于 lim

´!1
P.´/ D

1，故当 j´j > R时，jf .´/j 6 1；而当 j´j 6 R时，f 是有界的，因而 f 是一有界整函数.
由 Liouville定理，f 应是一常数.这个矛盾证明了 P 在 C中必有零点. �

考虑到实系数多项式在实数域中未必有零点，这个定理给出了复数域的又一重要

性质.
从定理 3.4.4还可得到 Cauchy定理的逆定理：
定理 3.5.4（Morera） 如果 f 是域 D 上的连续函数，且沿 D 内任一可求长闭曲

线的积分为零，那么 f 在D上全纯.

证 由定理 3.3.2，存在 F 2 H.D/，使得 F 0.´/ D f .´/在D中成立.由定理 3.4.4，F
是D中的全纯函数，所以 f 也是全纯函数. �

习 题 3.5
1. 设 f 是有界整函数，́1; ´2是 B.0; r/中任意两点.证明：Z

j´jDr

f .´/

.´ � ´1/.´ � ´2/
d´ D 0:

并由此得出 Liouville定理.
2. 设 f 是整函数，如果当 ´ ! 1时，f .´/ D O.j´j

˛/; ˛ > 0，证明 f 是次数不超过 Œ˛�

的多项式.
3. 设 f 是域D上的连续函数，如果对于任意边界和内部都位于D中的三角形域 �，总

有
Z

@D

f .´/ d´ D 0，那么 f 是D上的全纯函数.

4. 设 f 是整函数，如果

f .C/ � f´ 2 C W Im ´ > 0g;

证明 f 是一个常值函数.
5. 设 f 是整函数，如果

f .C/ � CnŒ0; 1�;

证明 f 是一个常值函数.
6. 设 f 在域D上全纯，́0 2 D，定义

F.´/ D

8<:
f .´/ � f .´0/

´ � ´0

; ´ 2 Dnf´0g；

f 0.´0/; ´ D ´0:

证明：F 2 H.D/.
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7. 设 
 是可求长曲线，f 在域D上连续，在Dn
 上全纯.证明：f 在D上全纯.
8. 设 f 是域D上的连续函数，如果对于任意边界和内部都位于D中的弓形域 G，总有Z

@G

f .´/ d´ D 0，那么 f 是 D 上的全纯函数.如果把弓形域换成圆盘，结论是否仍然

成立?

3.6 非齐次 Cauchy积分公式

设 f D u C iv，如果 u; v 作为 x; y 的二元函数是可微的，而且 u; v 满足 Cauchy–
Riemann方程，那么 f 就是全纯函数.我们已经看到，全纯函数有一系列良好的性质.这
一节中，我们只假定 u; v具有一阶连续偏导数，但不一定满足 Cauchy–Riemann方程，这
就是第 2章 2.2节中提到的 C 1 函数类.我们要把 Cauchy积分公式推广到这一函数类，
用到的工具主要是微积分中的 Green公式，但要把它写成复变数的形式.

把 ´; ´看成独立变量，定义微分 d´; d´的外积为

d´ ^ d´ D 0;

d´ ^ d´ D 0;

d´ ^ d´ D � d´ ^ d´:

由于 d´ D dx C i dy; d´ D dx � i dy，所以

d´ ^ d´ D .dx C i dy/ ^ .dx � i dy/

D i dy ^ dx � i dx ^ dy

D �2i dx ^ dy D �2idA:

这里，dA 是面积元素；dx; dy 的外积定义与 d´; d´ 的外积定义一样，即 dx ^ dx D

0; dy ^ dy D 0; dx ^ dy D � dy ^ dx.
称 ´; ´的函数 f .´; ´/为零次微分形式，f1.´; ´/ d´ C f2.´; ´/ d´为一次微分形式，

f .´; ´/ d´ ^ d´为二次微分形式.定义算子 @，如下：

@f D
@f

@´
d´;

@f D
@f

@´
d´;

这里，
@

@´
;
@

@´
由第 2章 2.2节中的 (2.2.3)式定义. 定义算子 d D @C @，即

df D @f C @f D
@f

@´
d´C

@f

@´
d´: (3.6.1)
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算子 @; @对一次微分形式的作用定义为

@
�
f1.´; ´/ d´C f2.´; ´/ d´

�
D
@f1

@´
d´ ^ d´C

@f2

@´
d´ ^ d´ D

@f2

@´
d´ ^ d´;

@
�
f1.´; ´/ d´C f2.´; ´/ d´

�
D
@f1

@´
d´ ^ d´C

@f2

@´
d´ ^ d´ D �

@f1

@´
d´ ^ d´;

所以

d
�
f1.´; ´/ d´C f2.´; ´/ d´

�
D

�
@f2

@´
�
@f1

@´

�
d´ ^ d´: (3.6.2)

@; @作用在二次微分形式上的结果都是零：

@
�
f .´; ´/ d´ ^ d´

�
D
@f

@´
d´ ^ d´ ^ d´ D 0;

@
�
f .´; ´/ d´ ^ d´

�
D
@f

@´
d´ ^ d´ ^ d´ D 0;

因而

d
�
f .´; ´/ d´ ^ d´

�
D 0: (3.6.3)

定义 d2! D d.d!/. 当 ! 是一 C 2函数时，由 (3.6.1)式和 (3.6.2)式，得

d2! D d.d!/ D d
�
@!

@´
d´C

@!

@´
d´
�

D

�
@2!

@´@´
�
@2!

@´@´

�
d´ ^ d´ D 0: (3.6.4)

当 ! 是一个一次微分形式时，由 (3.6.2)式知 d! 是一个二次微分形式，由 (3.6.3)式即知
d2! D 0.当 ! 是一个二次微分形式时，由 (3.6.3)式知 d2! D 0.总之，不论 ! 是零次、一

次或二次微分形式，都有 d2! D 0，所以 d2
D 0.

定义 @2! D @.@!/; @
2
! D @.@!/; @@! D @.@!/; @! D @.@!/. 同样可以证明

@2
D 0;

@
2

D 0;

@@C @@ D 0:

(3.6.5)

现在证明复变数形式的 Green公式：
定理 3.6.1 设 D 和 @D 如定理 3.2.5中所述，如果 ! D f1.´; ´/ d´C f2.´; ´/ d´是

域D上的一个一次微分形式，这里，f1; f2 2 C 1.D/，那么Z
@D

! D

Z
D

d!: (3.6.6)
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证 记 f1 D u1 C iv1; f2 D u2 C iv2，这里，u1; v1; u2; v2是 ´; ´的实值函数，于是

! D f1 d´C f2 d´

D .u1 C iv1/.dx C i dy/C .u2 C iv2/.dx � i dy/

D f.u1 C u2/ dx C .�v1 C v2/ dyg C if.v1 C v2/ dx C .u1 � u2/ dyg:

(3.6.7)

由 (3.6.2)式得

d! D

�
@f2

@´
�
@f1

@´

�
d´ ^ d´

D �

�
1

2

�
@

@x
� i

@

@y

�
.u2 C iv2/ �

1

2

�
@

@x
C i

@

@y

�
.u1 C iv1/

�
2idA

D

��
@v2

@x
�
@v1

@x
�
@u2

@y
� �

@u1

@y

�
C i
�
@u1

@x
�
@u2

@x
�
@v1

@y
�
@v2

@y

��
dA:

(3.6.8)

根据 Green公式，我们有Z
@D

.u1 C u2/ dx C .�v1 C v2/ dy D

Z
D

�
@

@x
.�v1 C v2/ �

@

@y
.u1 C u2/

�
dA; (3.6.9)

Z
@D

.v1 C v2/ dx C .u1 � u2/ dy D

Z
D

�
@

@x
.u1 � u2/ �

@

@y
.v1 C v2/

�
dA: (3.6.10)

由等式 (3.6.7)，(3.6.8)，(3.6.9)，(3.6.10)即得我们要证明的公式 (3.6.6). �

公式 (3.6.6)在高维空间中也成立，通常称为 Stokes公式，这里只是它的一个特例.
下面，我们就用它来证明 C 1函数的 Cauchy积分公式：
定理 3.6.2 设 D 和 @D 如定理 3.2.5中所述，如果 f 2 C 1.D/，那么对任意 ´ 2 D，

有

f .´/ D
1

2πi

Z
@D

f .�/

� � ´
d� C

1

2πi

Z
D

@f .�/

@�

1

� � ´
d� ^ d�: (3.6.11)

证 不妨设D是图 3.11所示的二连通域，D的边界 @D由 
0和 
1组成.任取 ´ 2 D，

因为 f 在 ´点连续，故对任意 " > 0，存在 ı > 0，当 j� � ´j < ı时，jf .�/ � f .´/j < ". 记
� D inf

�2@D
j� � ´j > 0，取 �，使得 0 < � < minf�; ıg，于是 B.´; �/ � D. 记 B� D B.´; �/，

令 G� D DnB�，则 G� 的边界 @G� 由 
0; 
1和 @B� 三条曲线组成. 考虑一次形式

! D
f .�/

� � ´
d�;

它在域 G� 上满足定理 3.6.1的条件，因而有Z
@G�

! D

Z
G�

d!: (3.6.12)

96

yuxtech.github.io


我的博客: yuxtech.github.io 我的公众号:向老师讲数学

由于
1

� � ´
在 G� 中全纯，所以

@! D
@

@�

�
f .�/

� � ´

�
d� ^ d�

D

�
f .�/

@

@�

�
1

� � ´

�
C
@f .�/

@�

1

� � ´

�
d� ^ d�

D
@f .�/

@�

1

� � ´
d� ^ d�:

易知

@! D
@

@�

�
f .�/

� � ´

�
d� ^ d�;

´
@B�


1


0

图 3.11
因而

d! D @! C @! D
@f .�/

@�

1

� � ´
d� ^ d�:

这样，(3.6.12)式可以写成Z
@D

f .�/

� � ´
d� �

Z
@B�

f .�/

� � ´
d� D

Z
G�

@f .�/

@�

1

� � ´
d� ^ d�: (3.6.13)

注意 Z
@B�

f .�/

� � ´
d� D

Z
@B�

f .�/ � f .´/

� � ´
d� C f .´/

Z
@B�

d�
� � ´

D

Z
@B�

f .�/ � f .´/

� � ´
d� C 2πif .´/;

而 ˇ̌̌̌ Z
@B�

f .�/ � f .´/

� � ´
d�
ˇ̌̌̌

6
Z

@B�

jf .�/ � f .´/j

j� � ´j
jd�j 6

"

�
� 2π� D 2π";

由此即得

lim
�!0

Z
@B�

f .�/

� � ´
d� D 2πif .´/: (3.6.14)

另一方面，由于
@f

@�
在 B� 上连续，故有常数M，使得

ˇ̌̌̌
@f

@�

ˇ̌̌̌
6 M 在 B� 上成立.于是

ˇ̌̌̌ Z
B�

@f

@�

1

� � ´
d� ^ d�

ˇ̌̌̌
6 2

Z
B�

ˇ̌̌̌
@f

@�

ˇ̌̌̌
1

j� � ´j
dA 6 4Mπ� ! 0（� ! 0）:
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因而

lim
�!0

Z
G�

@f

@�

1

� � ´
d� ^ d� D lim

�!0

� Z
D

@f

@�

1

� � ´
d� ^ d� �

Z
B�

@f

@�

1

� � ´
d� ^ d�

�

D

Z
D

@f

@�

1

� � ´
d� ^ d�:

(3.6.15)

在等式 (3.6.13) 两端令 � ! 0，并利用 (3.6.14) 式和 (3.6.15) 式，即得所要证明的公式
(3.6.11). �

如果 f 2 H.D/，那么由 Cauchy–Riemann方程，
@f

@�
D 0，这时公式 (3.6.11)右端的

第二项就消失了，公式 (3.6.11)就是 Cauchy积分公式.所以，公式 (3.6.11)是 Cauchy积
分公式在 C 1函数类中的推广，有时也称为非齐次 Cauchy积分公式.

公式 (3.6.11)首先是由 Pompeiu在 1912年证明的（所以有时也称之为 Pompeiu公
式），但长期以来似乎被人们遗忘了.直到 1950年，Grothendieck和 Dolbeault用它来解 @

方程时，人们才发现它的意义所在.这就是我们在下一节中要讨论的内容.
习 题 3.6

1. 设D是由有限条可求长简单闭曲线围成的域，f 2 C 1.D/.证明：

(1)
“
D

@f .�/

@�
d� ^ d� D

Z
@D

f .�/d�；

(2)
“
D

@f .�/

@�
d� ^ d� D

Z
@D

f .�/d�.

2. 设D是由有限条可求长简单闭曲线围成的域，f; g 2 C 1.D/. 证明（Green公式）：“
D

�
@g.�/

@�
�
@f .�/

@�

�
d� ^ d� D

Z
@D

�
f .�/d� C g.�/d�

�
:

3. 设 D 是由有限条光滑简单闭曲线围成的域，n是 @D 的单位法向量场，指向 D 的外

部，u; v 2 C 2.D/. 证明：

(1)
“
D

u.´/�v.´/ dx dyC

“
D

�
@u.´/

@x

@v.´/

@x
C
@u.´/

@y

@v.´/

@y

�
dx dy D

Z
@D

u.´/
@v.´/

@n
j d´j；

(2)
“
D

�
u.´/�v.´/ � v.´/�u.´/

�
dx dy D

“
@D

�
u.´/

@v.´/

@n
� v.´/

@u.´/

@n

�
j d´j.

4. 设D是由有限条可求长简单闭曲线围成的域，f 在D上全纯，́ 2 D. 证明：“
D

f 0.�/

� � ´
d� ^ d� D

Z
@D

�
f .�/

� � ´
d� C

f .�/

� � ´
d�
�
:
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3.7 一维 @问题的解

所谓一维 @问题，是指在域D上给定一个函数 f，要求函数 u，使得在D上有

@u.´/

@´
D f .´/; ´ 2 D:

u就称为 @问题的解. 3.6节介绍的非齐次 Cauchy积分公式可以用来构造 @问题的解.
为此需要一个引理，这个引理在讨论其他问题时也很有用.
定义 3.7.1 设 ' 是 C上的函数，使 ' 不取零值的点集的闭包称为 ' 的支集，记为

supp'，即

supp' D f´ 2 C W '.´/ ¤ 0g:

引理 3.7.2 设 a是 C中任意一点，0 < r < R，则必存在 '，满足下列条件：

(1) ' 2 C1.C/；
(2) supp' � B.a;R/；

(3) 当 ´ 2 B.a; r/时，'.´/ � 1；

(4) 对于任意 ´ 2 C; 0 6 '.´/ 6 1.

证 令 r < R1 < R和

h1.´/ D

8<:e
1

j´�aj2�R2
1 ; ´ 2 B.a;R1/；

0; ´ … B.a;R1/;

h2.´/ D

(
0; ´ 2 B.a; r/；

e
1

r2�j´�aj2 ; ´ … B.a; r/;

那么 h1; h2 2 C1.C/. 又令

'.´/ D
h1.´/

h1.´/C h2.´/
;

则 ' 2 C1.C/. 而且当 ´ 2 B.a; r/ 时，'.´/ � 1；当 ´ … B.a;R1/ 时，'.´/ � 0，即

supp' � B.a;R/.对于任意 ´ 2 C; 0 6 '.´/ 6 1显然成立. ' 即为所求的函数. �

现在可以证明

定理 3.7.3 设D是 C中的域，f 2 C 1.D/.令

u.´/ D
1

2πi

Z
D

f .�/

� � ´
d� ^ d�; ´ 2 D; (3.7.1)

则 u 2 C 1.D/，且对任意 ´ 2 D，有
@u.´/

@´
D f .´/.
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证 把 f 的定义扩充到整个复平面，对于 ´ … D，定义 f .´/ D 0. 这时，(3.7.1)式可
写为

u.´/ D
1

2πi

Z
C

f .�/

� � ´
d� ^ d� D

1

2πi

Z
C

f .� C �/
1

�
d� ^ d�:

由 f 2 C 1.D/，可得 u 2 C 1.D/.
现固定 a 2 D，我们证明

@u.a/

@´
D f .a/:

为此，取 0 < " < r，使得 B.a; "/ � B.a; r/ � D. 根据引理 3.7.2，存在 ' 2 C1.C/，使得
当 ´ 2 B.a; "/时，'.´/ � 1；而当 ´ … B.a; r/时，'.´/ � 0.记

u1.´/ D
1

2πi

Z
C

'.�/f .�/

� � ´
d� ^ d�;

u2.´/ D
1

2πi

Z
C

f .�/ � '.�/f .�/

� � ´
d� ^ d�;

那么 u D u1 C u2. 由于当 � 2 B.a; "/时，f .�/ � '.�/f .�/ � 0，所以

u2.´/ D
1

2πi

Z
CnB.a;"/

�
1 � '.�/

�
f .�/

� � ´
d� ^ d�:

因而，当 ´ 2 B.a; "/时，u2是全纯函数，所以
@u2

@´
D 0. 于是，在小圆盘 B.a; "/上就有

@u

@´
D
@u1

@´

D
@

@´

�
1

2πi

Z
C

'.´C �/f .´C �/

�
d� ^ d�

�

D
1

2πi

Z
C

�
@.'f /

@�

@�

@´

@.'f /

@�

@�

@´

�
1

�
d� ^ d�

D
1

2πi

Z
C

@.'f /

@�

1

�
d� ^ d�

D
1

2πi

Z
C

@.'f /

@�

1

� � ´
d� ^ d�

D
1

2πi

Z
B.a;r/

@.'f /

@�

1

� � ´
d� ^ d�:

(3.7.2)
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最后一个等式成立是因为当 � 2 CnB.a; r/ 时，'.�/ � 0. 又因为当 � 2 @B.a; r/ 时

'.�/ � 0，所以根据非齐次 Cauchy积分公式，有

'.´/f .´/ D
1

2πi

Z
B.a;r/

@.'f /

@�

1

� � ´
d� ^ d�:

因为当 ´ 2 B.a; "/时 '.´/ D 1，所以

f .´/ D
1

2πi

Z
B.a;r/

@.'f /

@�

1

� � ´
d� ^ d�: (3.7.3)

比较 (3.7.2)式和 (3.7.3)式，即得

@u.´/

@´
D f .´/:

特别地，取 ´ D a，即得
@u.a/

@´
D f .a/:

由于 a是D中的任意点，所以
@u.´/

@´
D f .´/在D上成立. �

在上面的证明中，容易看出，如果 f 2 C1.D/，那么 @问题的解 u 2 C1.D/.
在多复变数函数论中，@ 问题解的存在性以及解的可微性质是一个十分重要的研

究课题，它有许多重要的应用. 这里讨论的一维 @ 问题的解在证明一般域上的 Mittag–
Leffler 定理（定理 5.6.2）、Weierstrass 因子分解定理（定理 5.6.3）和插值定理（定理
5.6.4）时将要用到.

习 题 3.7
1. 设D是域，K � D是紧集. 证明：存在开集 G 和函数 ' 2 C1.D/，满足：

(1) K � G � G � D；

(2) 0 6 '.´/ 6 1;8´ 2 D；

(3) '.´/ D 1;8´ 2 G；

(4) supp' � D.

2. 设D是域，f 2 C1.D/. 证明：若 u0 2 C1.D/是非齐次 @方程的解，即
@u0

@´
D f，则

该方程的解的全体为 u0 CH.D/.
3. 设 D 是域，a 2 D;B.a;R/ � D;f 在 B.a;R/nfag上全纯. 证明：存在 Dnfag上的全

纯函数 F，使得 lim
´!a

ŒF .´/ � f .´/� D 0，因此 F � f 2 H
�
B.a;R/

�
.

4. 举例说明，存在 f 2 C1.C/，suppf 是紧集，但非齐次 @方程
@u

@´
D f 的任意解没有

紧支集.
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第
4
章

全纯函数的 Taylor展开及其应用

在第 3章中，我们已经得到了全纯函数的一种积分表示，即 Cauchy积分公式，利用
这种表示，我们证明了全纯函数的一系列重要性质.在这一章及下一章中，我们要利用
这种积分表示证明全纯函数也可以用级数来表示：圆盘中的全纯函数可以用 Taylor 级
数来表示，圆环中的全纯函数可以用 Laurent级数来表示，从这种级数表示又可得到全
纯函数理论的一系列重要应用.

4.1 Weierstrass定理

设 ´1; ´2; � � � 是 C中的一列复数，称
1X

nD1

´n D ´1 C ´2 C � � � C ´n C � � � (4.1.1)

为一个复数项级数.级数 (4.1.1)称为是收敛的，如果它的部分和数列 Sn D

nX
kD1

´k 收敛.

如果 fSng的极限为 S，就说级数 (4.1.1)的和为 S，记为
1X

nD1

´n D S .

从数列的 Cauchy收敛准则马上可得级数的 Cauchy收敛准则：
级数 (4.1.1)收敛的充要条件是对任意 " > 0，存在正整数 N，使得当 n > N 时，不

等式

j´nC1 C ´nC2 C � � � C ´nCpj < "

对任意自然数 p成立.

从收敛准则即得
1X

nD1

´n收敛的必要条件是 lim
n!1

´n D 0.

如果级数
1X

nD1

j´nj收敛，就说级数
1X

nD1

´n 绝对收敛.从 Cauchy收敛准则立刻知道，

绝对收敛的级数一定收敛.反过来当然不成立.
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设 E 是 C中的一个点集，fn W E ! C是定义在 E 上的一个函数列，如果对于每一

个 ´ 2 E，级数
1X

nD1

fn.´/ D f1.´/C � � � C fn.´/C � � � (4.1.2)

收敛到 f .´/，就说级数 (4.1.2)在 E 上收敛，其和函数为 f，记为
1X

nD1

fn.´/ D f .´/.

下面引进级数一致收敛的概念：

定义 4.1.1 设
1X

nD1

fn.´/是定义在点集 E 上的级数，我们说
1X

nD1

fn.´/在 E 上一致

收敛到 f .´/，是指对任意 " > 0，存在正整数 N，当 n > N 时，不等式

jSn.´/ � f .´/j < "

对所有 ´ 2 E 成立，这里，Sn.´/ D

nX
kD1

fk.´/是级数的部分和.

我们有下面的 Cauchy收敛准则：

定理 4.1.2 级数
1X

nD1

fn.´/在 E 上一致收敛的充要条件是对任意 " > 0，存在正整

数 N，当 n > N 时，不等式

jfnC1.´/C � � � C fnCp.´/j < " (4.1.3)

对所有 ´ 2 E 及任意自然数 p成立.

证 设
1X

nD1

fn.´/在 E 上一致收敛到 f .´/，那么按定义，对任意 " > 0，存在 N，使得

当 n > N 时，不等式

jSn.´/ � f .´/j <
"

2
;

jSnCp.´/ � f .´/j <
"

2

在 E 上成立，这里，p是任意自然数.因而

jfnC1.´/C � � � C fnCp.´/j D jSnCp.´/ � Sn.´/j

6 jSnCp.´/ � f .´/j C jSn.´/ � f .´/j

< "

在 E 上成立，这就是不等式 (4.1.3).
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反之，如果不等式 (4.1.3)对任意自然数 p在 E上成立，那么
1X

nD1

fn.´/在 E上收敛，

设其和为 f .´/.在不等式
jSnCp.´/ � Sn.´/j < "

中令 p ! 1，即得

jf .´/ � Sn.´/j < ":

按定义，
1X

nD1

fn.´/在 E 上一致收敛到 f .´/. �

由此可得下面的Weierstrass一致收敛判别法：
定理 4.1.3 设 fn W E ! C是定义在 E 上的函数列，且在 E 上 jfn.´/j 6 an; n D

1; 2; � � � . 如果
1X

nD1

an收敛，那么
1X

nD1

fn.´/在 E 上一致收敛.

证 因为
1X

nD1

an收敛，故对任意 " > 0，存在正整数 N，使得当 n > N 时，不等式

anC1 C � � � C anCp < "

对任意自然数 p成立.于是，当 n > N 时，不等式

jfnC1.´/C � � � C fnCp.´/j 6 anC1 C � � � C anCp < "

对任意 ´ 2 E 及任意自然数 p成立.故由定理 4.1.2知道，级数
1X

nD1

fn.´/在 E 上一致收

敛. �

一致收敛级数的和函数有一些良好的性质.

定理 4.1.4 设级数
1X

nD1

fn.´/ 在点集 E 上一致收敛到 f .´/，如果每个 fn（n D

1; 2; � � �）都是 E 上的连续函数，那么 f 也是 E 上的连续函数.

证 任取 a 2 E，只要证明 f 在 a处连续就可以了. 因为
1X

nD1

fn.´/在 E 上一致收敛

到 f .´/，故对任意 " > 0，存在正整数 N，当 n > N 时，不等式

jf .´/ � Sn.´/j <
"

3
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对所有 ´ 2 E 成立.取定 n0 > N，则因 Sn0
.´/ D

n0X
kD1

fk.´/在 a点连续，故对任意 " > 0，

存在 ı > 0，当 ´ 2 E \ B.a; ı/时，有

jSn0
.´/ � Sn0

.a/j <
"

3
:

于是，当 ´ 2 E \ B.´0; ı/时，有

jf .´/ � f .a/j 6 jf .´/ � Sn0
.´/j C jSn0

.´/ � Sn0
.a/j C jSn0

.a/ � f .a/j

<
"

3
C
"

3
C
"

3
D ":

这就证明了 f 在 a处连续. �

定理 4.1.5 设级数
1X

nD1

fn.´/ 在可求长曲线 
 上一致收敛到 f .´/，如果每个 fn

（n D 1; 2; � � �）都在 
 上连续，那么Z



f .´/ d´ D

1X
nD1

Z



fn.´/ d´: (4.1.4)

证 由定理 4.1.4，f 在 
 上连续. 因为
1X

nD1

fn.´/在 
 上一致收敛到 f .´/，所以对任

意 " > 0，存在正整数 N，当 n > N 时，不等式ˇ̌̌̌ nX
kD1

fk.´/ � f .´/

ˇ̌̌̌
< "

对任意 ´ 2 
 成立. 于是，当 n > N 时，由长大不等式得ˇ̌̌̌ nX
kD1

Z



fk.´/ d´ �

Z



f .´/ d´
ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌ Z



� nX
kD1

fk.´/ � f .´/

�
d´
ˇ̌̌̌
< "j
 j:

因而等式 (4.1.4)成立. �

注意，定理 4.1.5实际上证明了在上述的条件下，级数
1X

nD1

fn.´/可以沿 
 逐项积分.

定理 4.1.4和定理 4.1.5是微积分中相应定理的平行推广，甚至连证明的方法都是一
样的，原因是我们只涉及到复变数的连续函数.一旦涉及到复变函数的导数，就会产生
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一些与实变函数在本质上不同的东西. 下面介绍的 Weierstrass 定理是讨论级数逐项求
导的问题，得到的结果与微积分中的结果是根本不同的.

定义 4.1.6 如果级数
1X

nD1

fn.´/在域 D 的任意紧子集上一致收敛，就称
1X

nD1

fn.´/

在D中内闭一致收敛.

显然，如果
1X

nD1

fn.´/在域 D 上内闭一致收敛，那么它在 D 中的每一点都收敛，但

不一定一致收敛.例如，级数 1C

1X
kD1

.´k
� ´k�1/，它的部分和

SnC1.´/ D 1C .´ � 1/C � � � C .´n
� ´n�1/ D ´n;

显然它在单位圆盘中是内闭一致收敛的，但不一致收敛.

当然，如果
1X

nD1

fn.´/在 D 中一致收敛，那么它一定内闭一致收敛.因此，内闭一致

收敛比一致收敛要求低.
定义 4.1.7 如果D的子集 G 满足

(1) G � D；

(2) G 是紧的，
就说 G 相对于D是紧的，记为 G �� D.

引理 4.1.8 设 D 是 C中的域，K 是 D 中的紧子集，且包含在相对于 D 是紧的开

集 G 中，即 K � G �� D，那么对任意 f 2 H.D/，均有

supfjf .k/.´/j; ´ 2 Kg 6 C supfjf .´/j W ´ 2 Gg; (4.1.5)

这里，k 是任意自然数，C 是与 k;K;G 有关的常数.

证 由定理 1.5.6，� D d.K; @G/ > 0.所以，以 K 中任意点 a为中心、�为半径的圆

盘都包含在 G 中.对圆盘 B.a; �/用 Cauchy不等式，得

jf .k/.a/j 6
kŠ

�k
supfjf .´/j W ´ 2 B.a; �/g 6

kŠ

�k
supfjf .´/j W ´ 2 Gg:

对 K 中的 a取上确界，即得不等式 (4.1.5). �

这个引理告诉我们，f .k/（k 是任意自然数）在紧集 K 上的上确界可用 f 在 K 的

邻域 G 上的上确界来控制.
定理 4.1.9（Weierstrass） 设D是 C中的域，如果
(1) fn 2 H.D/; n D 1; 2; � � �；
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(2)
1X

nD1

fn.´/在D中内闭一致收敛到 f .´/，

那么

(1) f 2 H.D/；

(2) 对任意自然数 k，
1X

nD1

f .k/
n .´/在D中内闭一致收敛到 f .k/.´/.

证 任取 ´0 2 D，只要证明 f 在 ´0 的一个邻域中全纯就行了. 选取 r > 0，使得

B.´0; r/ � D，由定理 4.1.4，f 在 B.´0; r/中连续.在 B.´0; r/中任取一可求长闭曲线 
，

由定理 4.1.5和 Cauchy积分定理，得Z



f .´/ d´ D

1X
nD1

Z



fn.´/ d´ D 0:

由Morera定理，即知 f 在 B.´0; r/中全纯，所以 f 在D中全纯.
为了证明第二个结论，任取D中的紧子集 K，记 � D d.K; @D/ > 0.令

G D
[�

B

�
´;
�

2

�
; ´ 2 K

�
;

则 K � G �� D.由于 G 是紧集，所以
1X

nD1

fn.´/在 G 上一致收敛到 f .´/. 因而对任意

" > 0，存在正整数 N，当 n > N 时，不等式 jSn.´/ � f .´/j < "对 G 上所有的 ´成立，这

里，Sn.´/ D

nX
j D1

fj .´/. 于是由引理 4.1.8，对任意的自然数 k，有

supfjS .k/
n .´/ � f .k/.´/j W ´ 2 Kg 6 C supfjSn.´/ � f .´/j W ´ 2 Gg 6 C";

这就证明了
1X

nD1

f .k/
n .´/在 K 上一致收敛到 f .k/.´/. 由于 K 是 D 的任意紧子集，所以

1X
nD1

f .k/
n .´/在D上内闭一致收敛到 f .k/.´/. �

从Weierstrass定理我们看到，由全纯函数构成的级数只要在域中内闭一致收敛，它
的和函数就一定是域中的全纯函数，而且可以逐项求导任意次.这样的结果在实变函数
中当然不成立.

例 4.1.10 研究函数 �.´/ D

1X
nD1

1

n´
.
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解 因为 n´
D e´ log n，若记 ´ D x C iy，则

jn´
j D jex log n

�eiy log n
j D nx:

当 Re ´ D x > x0 > 1时，̌̌̌̌
1

n´

ˇ̌̌̌
6

1

nx0
，故级数

1X
nD1

1

n´
在 Re ´ > 1中内闭一致收敛. 由

Weierstrass定理，� 是半平面 Re ´ > 1上的全纯函数. �

习 题 4.1

1. 证明：复数项级数
1X

nD1

´n收敛，当且仅当
1X

nD1

Re ´n和
1X

nD1

Im ´n同时收敛.

2. 证明：若 fang和 fbng满足条件

(1)
� nX

kD1

ak

�
有界；

(2) lim
n!1

bn D 0；

(3)
1X

nD1

jbn � bnC1j < 1，

则级数
1X

nD1

anbn收敛，并验证这是 Dirichlet判别法和 Abel判别法的推广.

3. 设
1X

nD1

fn.´/是非空点集 E 上的函数项级数.证明：
1X

nD1

fn.´/在 E 上一致收敛，当且

仅当
1X

nD1

Refn.´/和
1X

nD1

Imfn.´/都在 E 上一致收敛.

4. 设 0 < ˛ <
π
2
;�˛ 6 arg ´n 6 ˛;8n 2 N.证明：级数

1X
nD1

´n;

1X
nD1

Re ´n 和
1X

nD1

j´nj具有

相同的敛散性.

5. 设 Re ´n > 0;8n 2 N.证明：若
1X

nD1

´n和
1X

nD1

´2
n都收敛，则

1X
nD1

j´nj
2也收敛.

6. 设
1X

nD1

´n是复数项级数，且 lim
n!1

n
p

j´nj D q.证明：

(1) 若 q < 1，则
1X

nD1

´n绝对收敛；

(2) 若 q > 1，则
1X

nD1

´n发散.

7. 求下列函数项级数的收敛点集：

(1)
1X

nD1

cosn´
n2
；
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(2)
1X

nD1

´n

1 � ´n
.

8. 设 ´n 2 Cnf0g;8n 2 N，且 lim
n!1

ˇ̌̌̌
´nC1

´n

ˇ̌̌̌
D q.证明：

(1) 若 q < 1，则
1X

nD1

´n绝对收敛；

(2) 若 q > 1，则
1X

nD1

´n可能收敛也可能发散.

9.（Raabe判别法）设 ´n 2 Cnf0g;8n 2 N，且 lim
n!1

ˇ̌̌̌
´nC1

´n

ˇ̌̌̌
D 1.证明：若 lim

n!1
n

�ˇ̌̌̌
´nC1

´n

ˇ̌̌̌
�

1

�
< �1，则

1X
nD1

´n绝对收敛.

10. 判别下列级数的敛散性：

(1)
1X

nD1

ein´

n
; Im ´ > 0；

(2)
1X

nD1

˛.˛ C 1/ � � � .˛ C n � 1/ˇ.ˇ C 1/ � � � .ˇ C n � 1/

nŠ
.
 C 1/ � � � .
 C n � 1/
，Re.˛ C ˇ � 
/ < 0; 
 ¤

0;�1;�2; � � � .

11. 证明：
1X

nD1

.�1/n�1 1

n � ´
在 CnN上内闭一致收敛.

12. 设
1X

nD1

fn.´/是域 D 上的全纯函数项级数. 证明：若
1X

nD1

Refn.´/在 D 上内闭一致收

敛，则
1X

nD1

Imfn.´/，或者在D上内闭一致收敛或者在D上处处发散.

13. 证明：若域 D 上的全纯函数列 ffn.´/g在 D 上内闭一致收敛于 f .´/，则 f .´/在 D

上全纯，并且 ff .k/
n .´/g在D上内闭一致收敛于 f .k/.´/;8k 2 N.

14. 若 f�ng是严格单调增加，并且以1为极限的正数列，则称
1X

nD1

an e��n´ 为 Dirichlet

级数.证明：
(1) 若该级数在 ´0 D x0 C iy0处收敛，则它在半平面 f´ 2 C W Re ´ > x0g上内闭一致

收敛；

(2) 若该级数在 ´0 D x0 C iy0处绝对收敛，则它在闭半平面 f´ 2 C W Re ´ > x0g上绝

对一致收敛.
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4.2 幂级数

全纯函数最重要的性质之一是可以展开成收敛的幂级数，收敛的幂级数在它的收

敛圆内确定一个全纯函数.由于幂级数的通项是幂函数，所以全纯函数的幂级数表示是
全纯函数的一种最简明的分析表达式，它自然成为研究全纯函数性质的有力工具.

所谓幂级数，是指形如

1X
nD0

an.´ � ´0/
n

D a0 C a1.´ � ´0/C � � � C an.´ � ´0/
n

C � � � (4.2.1)

的级数，它的通项是幂函数，这里，a0; � � � ; an; � � � 和 ´0都是复常数.
为讨论简便起见，不妨假定 ´0 D 0，这时级数 (4.2.1)成为

1X
nD0

an´
n

D a0 C a1´C � � � C an´
n

C � � � : (4.2.2)

通常，只要作变换 w D ´ � ´0，就能把级数 (4.2.1)化为级数 (4.2.2).
对于级数 (4.2.2)，我们首先需要知道的是它在哪些点收敛，在哪些点发散.
定义 4.2.1 如果存在常数 R，使得当 j´j < R时，级数 (4.2.2)收敛；当 j´j > R时，

级数 (4.2.2)发散，就称 R为级数 (4.2.2)的收敛半径，f´ W j´j < Rg称为级数 (4.2.2)的收
敛圆.

级数 (4.2.2)是否存在收敛半径呢?
定理 4.2.2 级数 (4.2.2)存在收敛半径

R D
1

lim
n!1

n
p

janj
:

证 我们要证明下列三件事：

(1) 当 R D 0时，
1X

nD0

an´
n只在 ´ D 0处收敛；

(2) 当 R D 1时，
1X

nD0

an´
n在 C中处处收敛；

(3) 当 0 < R < 1时，
1X

nD0

an´
n在 f´ W j´j < Rg中收敛，在 f´ W j´j > Rg中发散.

先证 (1). 级数
1X

nD0

an´
n在 ´ D 0处收敛是显然的. 现固定 ´ ¤ 0，由于 lim

n!1

n
p

janj D

1，故必有子列 nk，使得
nk
q

jank
j >

1

j´j
，于是 jank

´nk j > 1. 所以，级数
1X

nD0

an´
n发散.
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再证 (2). 任取 ´ ¤ 0，因为 lim
n!1

n
p

janj D 0，对于 " D
1

2j´j
，存在正整数N，当 n > N

时，n
p

janj <
1

2j´j
，于是 jan´

n
j <

1

2n
. 所以级数

1X
nD0

an´
n收敛.

最后证 (3). 取定 ´ ¤ 0; ´ 2 B.0;R/. 选取 �，使得 j´j < � < R.于是 lim
n!1

n
p

janj D

1

R
<
1

�
，因而存在 N，当 n > N 时，n

p
janj <

1

�
，即 jan´

n
j <

�
j´j

�

�n

. 所以
1X

nD0

jan´
n
j <

1.

再设 j´j > R，选取 r，使得 j´j > r > R. 因而 lim
n!1

n
p

janj D
1

R
>
1

r
，故有 fnkg，使得

nk
q

jank
j >

1

r
，即 jank

´nk j >

�
j´j

r

�nk

> 1.故级数
1X

nD0

an´
n发散. �

设
1X

nD0

an´
n 的收敛半径为 R，那么它在收敛圆 B.0;R/中确定一个函数 f .´/，它是

不是 B.0;R/中的全纯函数呢?

定理 4.2.3（Abel） 如果
1X

nD0

an´
n 在 ´ D ´0 ¤ 0处收敛，则必在 f´ W j´j < j´0jg

中内闭绝对一致收敛.

证 设 K 是 f´ W j´j < j´0jg中的一个紧集，选取 r < j´0j，使得 K � B.0; r/. 于是，

当 ´ 2 K 时，有 j´j < r . 因为
1X

nD0

an´
n
0 收敛，所以 jan´

n
0j < M，这里，M 是一个常数. 于

是，当 ´ 2 K 时，有

jan´
n
j D

ˇ̌̌̌
an´

n
0

´n

´n
0

ˇ̌̌̌
6 M

j´jn

j´0jn
6 M

�
r

j´0j

�n

:

因为 r < j´0j，所以由Weierstrass判别法，
1X

nD0

jan´
n
j在 K 中一致收敛. �

由定理 4.2.3和Weierstrass定理即得
定理 4.2.4 幂级数在其收敛圆内确定一个全纯函数.

证 由定理 4.2.3知道，幂级数在其收敛圆内是内闭一致收敛的.根据Weierstrass定
理，它的和函数是收敛圆内的全纯函数. �

幂级数在其收敛圆周上的收敛性如何呢?从下面这些例子可以看出，它在收敛圆周
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上的情况是不确定的.

例 4.2.5 级数
1X

nD0

´n的收敛半径为 1，它在收敛圆周 j´j D 1上处处发散.

例 4.2.6 级数
1X

nD0

´n

n2
的收敛半径为 1，它在收敛圆周 j´j D 1上处处收敛.

例 4.2.7 级数
1X

nD0

´n

n
的收敛半径为 1，它在 ´ D 1处是发散的，但在收敛圆周的其

他点 ´ D ei�（0 < � < 2π）处则是收敛的. 则是因为
1X

nD1

´n

n
D

1X
nD1

ein�

n
D

1X
nD1

cosn�
n

C i
1X

nD1

sinn�
n

;

由 Dirichlet判别法知道，实部和虚部的两个级数都是收敛的.

设
1X

nD0

an.´ � ´0/
n的收敛半径为 R，由定理 4.2.4，和函数

f .´/ D

1X
nD0

an.´ � ´0/
n

是圆盘 B.´0; R/中的全纯函数.再由Weierstrass定理，得

f 0.´/ D

1X
nD1

nan.´ � ´0/
n�1;

� � � ;

f .k/.´/ D

1X
nDk

n.n � 1/ � � � .n � k C 1/an.´ � ´0/
n�k:

现若
1X

nD0

an.´�´0/
n在收敛圆周 j´�´0j D R上某点 �处收敛，那么

1X
nD0

an.��´0/
n

和 f 有什么关系呢?为了简化问题的讨论，作变换 w D
´ � ´0

� � ´0

，那么

1X
nD0

an.´ � ´0/
n

D

1X
nD0

an.� � ´0/
nwn

D

1X
nD0

bnw
n;

这里，bn D an.� � ´0/
n.

1X
nD0

bnw
n的收敛半径为

1

lim
n!1

n
p

jbnj
D

1

� � ´0

1

lim
n!1

n
p

janj
D
1

R
�R D 1;
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且在 w D 1处收敛.因此，不妨就收敛半径为 1，且在 ´ D 1处收敛的幂级数
1X

nD0

an´
n来

讨论.
定义 4.2.8 设 g 是定义在单位圆中的函数，ei�0 是单位圆周上一点，S˛.ei�0/ 如图

4.1所示，其中 ˛ <
π
2
.如果当 ´在 S˛.ei�0/中趋于 ei�0 时，g.´/有极限 l，就称 g在 ei�0 处

有非切向极限l，记为

lim
´!ei�0

´2S˛.ei�0 /

g.´/ D l:

O

ei�0

˛
˛

S˛.ei�0/

图 4.1

O 1

´

r

�

�

图 4.2

定理 4.2.9（Abel第二定理） 设 f .´/ D

1X
nD0

an´
n 的收敛半径 R D 1，且级数在

´ D 1处收敛于 S，那么 f 在 ´ D 1处有非切向极限 S，即

lim
´!1

´2S˛.1/

f .´/ D S: (4.2.3)

证 如图 4.2所示，只要能证明级数
1X

nD0

an´
n 在 S˛.1/ \ B.1; ı/（这里，ı D cos˛）

的闭包上一致收敛，那么 f .´/便在 ´ D 1处连续，因而 (4.2.3)式成立.
记

�n;p D anC1 C � � � C anCp:

因为
1X

nD0

an´
n 在 ´ D 1处收敛，即

1X
nD0

an 收敛，故对任给的 " > 0，存在正整数 N，当

n > N 时，j�n;pj < "对任意自然数 p成立.注意

anC1´
nC1

C � � � C anCp´
nCp

D �n;1´
nC1

C .�n;2 � �n;1/´
nC2

C � � � C .�n;p � �n;p�1/´
nCp

D �n;1´
nC1.1 � ´/C �n;2´

nC2.1 � ´/C � � � C �n;p�1´
nCp�1.1 � ´/C �n;p´

nCp
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D ´nC1.1 � ´/.�n;1 C �n;2´C � � � C �n;p�1´
p�2/C �n;p´

nCp;

因而当 j´j < 1; p D 1; 2; � � � ; n > N 时，便有

janC1´
nC1

C � � � C anCp´
nCp

j < "j1 � ´j.1C j´j C � � � /C " D "

�
j1 � ´j

1 � j´j
C 1

�
: (4.2.4)

现在任取 ´ 2 S˛.1/ \ B.1; ı/，记 j´j D r; j1 � ´j D �，那么

r2
D 1C �2

� 2� cos �;

故有
j1 � ´j

1 � j´j
D

�

1 � r
D
�.1C r/

1 � r2
6

2�

2� cos � � �2
D

2

2 cos � � �
:

因为 ´ 2 B.1; ı/，所以 � D j1 � ´j < ı D cos˛. 又因 � < ˛，所以

j1 � ´j

1 � j´j
6

2

2 cos˛ � �
<

2

cos˛
:

由 (4.2.4)式便可得

janC1´
nC1

C � � � C anCp´
nCp

j < "

�
2

cos˛
C 1

�
:

又当 ´ D 1时，有

janC1´
nC1

C � � � C anCp´
nCp

j D j�n;pj < ":

这样，我们就证明了级数
1X

nD0

an´
n 在 S˛.1/ \ B.1; ı/的闭包上一致收敛，因而 (4.2.3)式

成立. �

例 4.2.10 计算级数
1X

nD1

´n

n
的和.

解 容易知道该级数的收敛半径为 1，所以它的和 f .´/是单位圆盘中的全纯函数，

因而有

f .´/ D

1X
nD1

´n

n
; f 0.´/ D

1X
nD1

´n�1
D

1

1 � ´
:

由此得

f .´/ D � log.1 � ´/:

即
1X

nD1

´n

n
D � log.1 � ´/; j´j < 1: �
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这个级数在收敛圆周上除了点 ´ D 1 外都收敛，故由 Abel 第二定理，当 ´ D ei�

（0 < � < 2π）时，有

1X
nD1

ein�

n
D � log.1 � ei�/ D � log j1 � ei�

j � i arg.1 � ei�/: (4.2.5)

O

ei�

1�=2
'

图 4.3

从图 4.3容易看出

j1 � ei�
j D 2 sin

�

2
;

arg.1 � ei�/ D �';

当 2' D π � �; ' D
π � �

2
. 这样，由 (4.2.5)式便可得

1X
nD1

cosn�
n

D � log
�
2 sin

�

2

�
;

1X
nD1

sinn�
n

D
π � �

2
:

上面两个等式都在 0 < � < 2π中成立.特别地，当 � D π时，得

1X
nD1

.�1/n�1

n
D log 2；

当 � D
π
2
时，由于

sin
nπ
2

D

(
0; n D 2k；

.�1/k; n D 2k C 1;
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所以得
1X

kD0

.�1/k

2k C 1
D

π
4
:

习 题 4.2

1. 设
1X

nD0

an´
n和

1X
nD0

bn´
n的收敛半径分别为 R1和 R2. 证明：

(1)
1X

nD0

.an ˙ bn/´
n的收敛半径 R > minfR1; R2g；

(2)
1X

nD0

anbn´
n的收敛半径 R > R1R2；

(3)
1X

nD0

� nX
kD0

akbn�k

�
´n的收敛半径 R > minfR1; R2g.

2. 求下列幂级数的收敛半径：

(1)
1X

nD1

´nŠ；

(2)
1X

nD0

1

2n2
´n；

(3)
1X

nD0

Œ3C .�1/n�n´n；

(4)
1X

nD0

nn

nŠ
´n.

3. 证明：若
1X

nD0

an´
n在 ´0 ¤ 0处绝对收敛，则它在 B.0; j´0j/上绝对一致收敛.

4. 设正数列 fang单调收敛于零.证明：

(1)
1X

nD1

an´
n的收敛半径 R > 1；

(2)
1X

nD1

an´
n在 @B.0;R/nfRg上处处收敛.

5. 证明（Abel第二定理的又一说法）：若幂级数 f .´/ D

1X
nD0

an.´ � ´0/
n 在多角形域 G

的每个顶点处都收敛，则它必在 G 上一致收敛.特别地，f 在 G 上连续.

6. 证明：
1X

nD1

.�1/Œ
p

n�

n
´n在其收敛圆周 @B.0; 1/上处处收敛，但不绝对收敛.

7. 证明：若 f .´/ D

1X
nD0

an´
n是 B.0; 1/上的有界全纯函数，则

1X
nD0

janj
2 < 1.
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8. 设
1X

nD0

an´
n的收敛半径 R > 0. 证明：

(1) '.´/ D

1X
nD0

an

nŠ
´n是整函数；

(2) 存在正数M，使得

j'.n/.´/j 6
M e

j´j
R

Rn
; ´ 2 C; n 2 N:

9. 举例说明 Abel第二定理的逆不成立.

10. 设 f .´/ D

1X
nD0

an´
n将 B.0;R/一一地映为域 G. 证明：G 的面积为 π

1X
nD1

nja2
njR2n.

11. 证明：幂级数
1X

nD0

an.´ � ´0/
n在域D上一致收敛，当且仅当它在D上一致收敛.

12. 设幂级数 f .´/ D

1X
nD0

an´
n 的收敛半径为 1; ´0 2 @B.0; 1/.证明：若 lim

n!1
nan D 0，并

且 lim
r!1

f .r´0/存在，则
1X

nD0

an´
n
0 收敛于 lim

r!1
f .r´0/.

4.3 全纯函数的 Taylor展开

前面已经证明，幂级数在它的收敛圆内表示一个全纯函数.现在反过来问，在一个
圆内全纯的函数是否一定可以展开成幂级数?答案是肯定的.
定理 4.3.1 若 f 2 H

�
B.´0; R/

�
，则 f 可以在 B.´0; R/中展开成幂级数：

f .´/ D

1X
nD0

f .n/.´0/

nŠ
.´ � ´0/

n; ´ 2 B.´0; R/: (4.3.1)

右端的级数称为 f 的 Taylor级数.

证 任意取定 ´ 2 B.´0; R/，再取 � < R，使得 j´ � ´0j < �（见图 4.4）.记 
� D f� W

j� � ´0j D �g，根据 Cauchy积分公式，得

f .´/ D
1

2πi

Z

�

f .�/

� � ´
d�:

把
1

� � ´
展开成级数，为
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1

� � ´
D

1

.� � ´0/ � .´ � ´0/

D
1

� � ´0

�
1 �

´ � ´0

� � ´0

��1

D
1

� � ´0

1X
nD0

�
´ � ´0

� � ´0

�n

;

最后一个等式成立是因为

ˇ̌̌̌
´ � ´0

� � ´0

ˇ̌̌̌
D

j´ � ´0j

�
< 1的缘故.现

在可得
f .�/

� � ´
D

1X
nD0

f .�/
.´ � ´0/

n

.� � ´0/nC1
: (4.3.2)

´0

´�

R

图 4.4

因为 f 在 
� 上连续，记M D supfjf .�/j W � 2 
�g，于是当 � 2 
� 时，有ˇ̌̌̌
f .�/.´ � ´0/

n

.� � ´0/nC1

ˇ̌̌̌
6
M

�

�
j´ � ´0j

�

�n

:

右端是一收敛级数，故由Weierstrass判别法，级数 (4.3.2)在 
� 上一致收敛，故可逐项积

分：

f .´/ D
1

2πi

Z

�

1X
nD0

f .�/
.´ � ´0/

n

.� � ´0/nC1
d�

D

1X
nD0

�
1

2πi

Z

�

f .�/

.� � ´0/nC1
d�
�
.´ � ´0/

n

D

1X
nD0

f .n/.´0/

nŠ
.´ � ´0/

n:

由于 ´是 B.´0; R/中的任意点，所以上式在 B.´0; R/中成立. �

f 的展开式 (4.3.1)是唯一的.因为若有展开式

f .´/ D

1X
nD0

an.´ � ´0/
n;

那么

f .k/.´/ D

1X
nDk

n.n � 1/ � � � .n � k C 1/an.´ � ´0/
n�k:

在上式中令 ´ D ´0，即得 f .k/.´0/ D kŠak，或者 ak D
f .k/.´0/

kŠ
，所以

f .´/ D

1X
nD0

f .n/.´0/

nŠ
.´ � ´0/

n;
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这就是展开式 (4.3.1).
综合定理 4.3.1和定理 4.2.4，我们得到
定理 4.3.2 f 在点 ´0处全纯的充分必要条件是 f 在 ´0的邻域内可以展开成幂级

数：

f .´/ D

1X
nD0

f .n/.´0/

nŠ
.´ � ´0/

n:

从全纯函数的 Taylor展开又可得到全纯函数的另外一些重要性质.
定义 4.3.3 设 f 在 ´0点全纯且不恒为零，如果

f .´0/ D 0; f 0.´0/ D 0; � � � ; f .m�1/.´0/ D 0; f .m/.´0/ ¤ 0;

则称 ´0是 f 的 m阶零点.
命题 4.3.4 ´0为 f 的 m阶零点的充分必要条件是 f 在 ´0的邻域内可以表示为

f .´/ D .´ � ´0/
mg.´/; (4.3.3)

这里，g在 ´0点全纯，且 g.´0/ ¤ 0.

证 如果 ´0是 f 的 m阶零点，则从 f 的 Taylor展开可得

f .´/ D

1X
nD0

f .n/.´0/

nŠ
.´ � ´0/

n

D

1X
nDm

f .n/.´0/

nŠ
.´ � ´0/

n

D .´ � ´0/
m

�
f .m/.´0/

mŠ
C
f .mC1/.´0/

.mC 1/Š
.´ � ´0/C � � �

�
D .´ � ´0/

mg.´/:

这里，g.´/就是花括弧中的幂级数，它当然在 ´0处全纯，而且

g.´0/ D
f .m/.´0/

mŠ
¤ 0:

反之，如果 (4.3.3)式成立，f 当然在 ´0 处全纯，通过直接计算即知 ´0 是 f 的 m阶

零点. �

命题 4.3.5 设 D 是 C中的域，f 2 H.D/，如果 f 在 D 中的小圆盘 B.´0; "/上恒

等于零，那么 f 在D上恒等于零.
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证 在 D 中任取一点 a，我们证明 f .a/ D 0. 用 D

中的曲线 
 连接 ´0 和 a，由第 1 章 1.5 节的定理 1.5.6，
� D d.
; @D/ > 0.在 
上依次取点 ´0; ´1; ´2; � � � ; ´n D a，

使得 ´1 2 B.´0; "/，其他各点之间的距离都小于 �，作圆

盘 B.´j ; �/; j D 1; � � � ; n（图 4.5）. 由于 f 在 B.´0; "/

中恒为零，所以 f .n/.´1/ D 0; n D 0; 1; � � � . 于是，f
在 B.´1; �/中的 Taylor展开式的系数全为零，所以 f 在

B.´1; �/ 中恒为零. 由于 ´2 2 B.´1; �/，所以 f .n/.´2/ D

0; n D 0; 1; � � �，用同样的方法推理，f 在 B.´2; �/ 中

恒为零. 再往下推，即知 f 在 B.a; �/ 中恒为零，所以

f .a/ D 0. �

´0

´n D a

´1
´2

图 4.5

命题 4.3.6 设 D 是 C中的域，f 2 H.D/，f .´/ 6� 0，那么 f 在 D 中的零点是孤

立的.即若 ´0 为 f 的零点，则必存在 ´0 的邻域 B.´0; "/，使得 f 在 B.´0; "/中除了 ´0

外不再有其他的零点.

证 由命题 4.3.5知，f 在 ´0 的邻域中不能恒等于零，故不妨设 ´0 为 f 的 m阶零

点.由命题 4.3.4知，f 在 ´0 的邻域中可表示为 f .´/ D .´ � ´0/
mg.´/，因 g 在 ´0 处连

续，且 g.´0/ ¤ 0，故存在 ´0 的邻域 B.´0; "/，使得 g 在 B.´0; "/中处处不为零，因而 f

在 B.´0; "/中除了 ´0外不再有其他的零点. �

这一事实导致了一个重要的结果：

定理 4.3.7（唯一性定理） 设 D 是 C中的域，f1; f2 2 H.D/. 如果存在 D 中的

点列 f´ng，使得 f1.´n/ D f2.´n/; n D 1; 2; � � �，且 lim
n!1

´n D a 2 D，那么在 D 中有

f1.´/ � f2.´/.

证 令 g.´/ D f1.´/ � f2.´/，则 g.´n/ D 0; n D 1; 2; � � � . 由于 g 2 H.D/，所以

g.a/ D lim
n!1

g.´n/ D 0，即 a是 g 的一个零点. 由于 f´ng也是 g 的零点，而且 ´n ! a，

因而零点 a不是孤立的. 由命题 4.3.5，得 g.´/ � 0，即 f1.´/ � f2.´/. �

这个定理说明，全纯函数由极限在域中的一列点上的值所完全确定，这是一个非常

深刻的结果.
必须注意， lim

n!1
´n D a; a 2 D 这个条件是不能去掉的，否则结果不成立. 例如，

f .´/ D sin
1

1 � ´
在单位圆盘中全纯，令 ´n D 1 �

1

nπ
，则 f .´n/ D 0; n D 1; 2; � � �，但

f .´/ 6� 0，原因是 ´n ! 1，而 1不在单位圆盘中.
现在给出几个常用的初等函数的 Taylor展开式.
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先看指数函数 f .´/ D e´，它是一个整函数，所以可以在圆盘 B.0;R/中展开成幂级

数，其中，R是任意正数.由于 f .n/.´/ D e´; f .n/.0/ D 1，所以

e´
D

1X
nD0

´n

nŠ
; ´ 2 C: (4.3.4)

公式 (4.3.4)也可以由全纯函数的唯一性定理得到.由直接计算知道，幂级数
1X

nD0

´n

nŠ
的收

敛半径 R D 1，所以 '.´/ D

1X
nD0

´n

nŠ
是一个整函数. 已知 e´ 是一个整函数，这两个整函

数在实轴上相等，即

ex
D

1X
nD0

xn

nŠ
; x 2 R;

故由唯一性定理知道这两个整函数在 C上处处相等，这就是公式 (4.3.4).
用同样的方法可得

cos ´ D

1X
nD0

.�1/n
´2n

.2n/Š
;

sin ´ D

1X
nD0

.�1/n
´2nC1

.2nC 1/Š
;

对所有 ´ 2 C成立.
由例 4.2.10我们已经得到

� log.1 � ´/ D

1X
nD1

´n

n
; j´j < 1;

在上式中用 �´代替 ´，立刻得到

log.1C ´/ D

1X
nD1

.�1/n�1´
n

n
; j´j < 1:

再看函数 f .´/ D .1 C ´/˛，̨ 不是整数，我们考虑它的主支 f .´/ D e˛ log.1C´/ 在

´ D 0处的 Taylor展开式.这个分支在 ´ D 0处的值为 1，它的各阶导数在 ´ D 0处的值

为

f .n/.0/ D ˛.˛ � 1/ � � � .˛ � nC 1/; n D 1; 2; � � � :

如果记  
˛

n

!
D
˛.˛ � 1/ � � � .˛ � nC 1/

nŠ
; n D 1; 2; � � � ;
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˛

0

!
D 1;

那么

e˛ log.1C´/
D

1X
nD0

 
˛

n

!
´n; j´j < 1:

也可通过直接计算得到右端级数的收敛半径为 1.上式对整数 ˛ 当然也成立，特别当 ˛

为正整数时，右端为一多项式.
习 题 4.3

1. 设D是域，a 2 D，函数 f 在Dnfag上全纯.证明：若 lim
´!a

.´� a/f .´/ D 0，则 f 在D

上全纯.
2. 将 e

´
1�´ 在 ´ D 0处展开为幂级数.

3. 证明：
(1) je´

�1j 6 ej´j
�1 6 j´jej´j;8´ 2 C；

(2) .3 � e/j´j < je´
�1j < .e �1/j´j; 0 < j´j < 1.

4. 设 f 2 H
�
B.0;R/

�
\ C

�
B.0;R/

�
; Sn.´/ D

nX
kD0

f .k/.0/

kŠ
´k.证明：

(1) Sn.´/ D
1

2πi

Z
j� jDR

f .�/
�nC1 � ´nC1

.� � ´/�nC1
d�;8´ 2 B.0;R/；

(2) f .´/ � Sn.´/ D
´nC1

2πi

Z
j� jDR

f .�/

�nC1.� � ´/
d�;8´ 2 B.0;R/.

5. 是否存在 f 2 H
�
B.0; 1/

�
，使得下述条件之一成立：

(1) f
�
1

n

�
D

n

nC 1
; n D 2; 3; 4 � � �；

(2) f
�
1

2n

�
D 0; f

�
1

2n � 1

�
D 1; n D 1; 2; 3; � � �；

(3) f
�
1

n

�
D f

�
�
1

n

�
D

1

n2
; n D 2; 3; 4; � � �；

(4) f
�
1

n

�
D f

�
�
1

n

�
D

1

n3
; n D 2; 3; 4; � � � .

6. 设 f .´/ D

1X
nD0

an´
n的收敛半径 R > 0; 0 < r < R;A.r/ D max

j´jDr
Ref .´/. 证明：

(1) anr
n

D
1

π

Z 2π

0

ŒRef .r ei�/�e�in� d�;8n 2 N；

(2) janjrn 6 2A.r/ � 2Ref .0/;8n 2 N.

7. 设 f .´/ D 1C

1X
nD1

an´
n在 B.0; 1/上全纯，并且 Ref .´/ > 0;8´ 2 B.0; 1/.证明：
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(1) janj 6 2;8n 2 N；

(2)
1 � j´j

1C j´j
6 Ref .´/ 6 jf .´/j 6

1C j´j

1 � j´j
;8´ 2 B.0; 1/；

(3) ja2
1 � a2j 6 2; j2a1a2 � a3

1 � a3j 6 2.
8. 证明：所有实变量的三角恒等式在复变量时也成立.
9. 证明：所有实变量的初等函数的幂级数展开式在复变量时也成立.

10. 证明：若函数
1

cos ´
在 ´ D 0处的 Taylor级数为

1X
nD0

.�1/n
E2n

.2n/Š
´2n，则 Euler数 E2n

满足关系式

E0 D 1;

nX
kD0

 
2n

2k

!
E2k D 0:

11. 证明：若
´

e´ �1
在 ´ D 0处的 Taylor级数为

1X
nD0

Bn

nŠ
´n，则 Bernoulli数 Bn满足关系式

B0 D 1;

nX
kD0

 
nC 1

k

!
Bk D 0:

特别地，B1 D �
1

2
; B2nC1 D 0;8n 2 N.

12. 证明：若
1

1 � ´ � ´2
在 ´ D 0处的 Taylor级数为

1X
nD0

an´
n，则 Fibonacci数 an满足关

系式

a0 D a1 D 1;

an D an�1 C an�2;8n > 2:

13. 设D是有界域，f 2 H.D/\ C.D/.证明：若 f 在 @D上不取零值，则 f 在D中只有

有限个零点.

14. 设D是域，a 2 D;f 2 H.D/，并且
1X

nD0

f .n/.a/收敛. 证明：

(1) f 是整函数；

(2)
1X

nD0

f .n/.´/在 C上内闭一致收敛.

15. 设 f .x/是 .�R;R/上的 C1 实函数. 证明：f .x/能在 .�R;R/上展开为它在 x D 0

处的 Taylor级数，当且仅当存在 Œ0; R/上的正值函数M.r/，使得当 n > 0; jxj < r < R
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时，成立不等式

jf .n/.x/j 6
M.r/nŠ

.r � jxj/nC1
:

由此可见，实变量的函数能展开为 Taylor级数的条件是多么苛刻.

4.4 辐角原理和 Rouché定理

设 f 是域 D 中不恒为零的全纯函数，
 是 D 中一条可求长的简单闭曲线，由唯一

性定理知道，f 在 
 内部只能有有限个零点.如何计算 f 在 
 中零点的个数呢?下面的
定理提供了一个计算公式.
定理 4.4.1 设 f 2 H.D/，
 是 D 中一条可求长的简单闭曲线，
 的内部位于 D

中.如果 f 在 
 上没有零点，在 
 内部有零点

a1; a2; � � � ; an;

它们的阶数分别为

˛1; ˛2; � � � ; ˛n;

那么
1

2πi

Z



f 0.´/

f .´/
d´ D

nX
kD1

˛k: (4.4.1)

证 取充分小的 " > 0，作圆盘 B.ak; "/; k D 1; � � � ; n，使得这 n个圆盘都在 
 内部，

且两两不相交.于是，
f 0.´/

f .´/
在 Dn

n

[
kD1

B.ak; "/中全纯.应用多连通域的 Cauchy积分定

理（定理 3.2.5），得

1

2πi

Z



f 0.´/

f .´/
d´ D

1

2πi

Z

1

f 0.´/

f .´/
d´C � � � C

1

2πi

Z

n

f 0.´/

f .´/
d´; (4.4.2)

其中，
k D @B.ak; "/; k D 1; � � � ; n.
因为 ak 是 f 的 ˛k 阶零点，由命题 4.3.4知道，f 在 ak 的邻域中可以写成

f .´/ D .´ � ak/
˛kgk.´/;

这里，gk 在 ak 的邻域中全纯，且 gk.ak/ ¤ 0.于是

f 0.´/ D ˛k.´ � ak/
˛k�1gk.´/C .´ � ak/

˛kg0
k.´/;

f 0.´/

f .´/
D

˛k

´ � ak

C
g0

k
.´/

gk.´/
:
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因为
g0

k

gk

在 B.ak; "/中全纯，于是由 Cauchy积分定理及例 3.1.4得

1

2πi

Z

k

f 0.´/

f .´/
d´ D ˛k; k D 1; � � � ; n:

把它代入 (4.4.2)式，即得公式 (4.4.1). �

公式 (4.4.1)有明确的几何意义.我们先作一个自然的约定：如果 a 是 f 的 m阶零

点，我们就把 a看成是 f 的 m个重合的 1阶零点.这样，公式 (4.4.1)右边就表示 f 在 


内部的零点个数的总和，我们记之为 N .于是，公式 (4.4.1)可写为

1

2πi

Z



f 0.´/

f .´/
d´ D N: (4.4.3)

现在来阐明 (4.4.3)式左端积分的几何意义.设 � 是 w 平面上一段不通过原点的连

续曲线，它的方程记为 w D �.t/; a 6 t 6 b.对于每个 t，选取 �.t/的一个辐角 �.t/，使得

�.t/是 t 的连续函数，我们称 �.b/ � �.a/为 w沿曲线 � 的辐角的变化，记为

�� Argw D �.b/ � �.a/:

今设 � 是一条不通过原点的可求长简单闭曲线，显然有

1

2π
�� Argw D

(
1; 如果原点在 � 内部；

0; 如果原点不在 � 内部:

另一方面，我们早就知道

1

2πi

Z
�

1

w
dw D

(
1; 如果原点在 � 内部；

0; 如果原点不在 � 内部:

于是得到
1

2πi

Z
�

dw
w

D
1

2π
�� Argw: (4.4.4)

一般来说，当 � 是一条不通过原点的任意可求长闭曲线时，
1

2πi

Z
�

dw
w
等于 � 绕原点的

圈数，称为 � 关于原点的环绕指数，因而 (4.4.4)式对于一般的不通过原点的可求长闭曲
线都是成立的.
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现在让 ´在 ´平面上沿曲线 
 的正方向走一圈，相应的函数 w D f .´/的值在 w平

面上画出一条相应的闭曲线 �（见图 4.6）.根据 (4.4.4)式，我们有

1

2πi

Z



f 0.´/

f .´/
d´ D

1

2π
�
 Argf .´/: (4.4.5)

由此可知，积分
1

2πi

Z



f 0.´/

f .´/
d´就表示当 ´沿着 
 的正方向走一圈时，函数 f .´/在 �

O

(a)

O

�

(b)

图 4.6

上的辐角变化再除以 2π.由 (4.4.3)式和 (4.4.5)式，我们得到

1

2π
�
 Argf .´/ D N: (4.4.6)

由此即得下面的

定理 4.4.2（辐角原理） 设 f 2 H.D/，
 是 D 中的可求长简单闭曲线，
 的内部

位于 D 中.如果 f 在 
 上没有零点，那么当 ´沿着 
 的正方向转动一圈时，函数 f .´/

在相应的曲线 � 上绕原点转动的总圈数恰好等于 f 在 
 内部的零点的个数.
例如，设 f .´/ D .´2

C 1/.´ � 1/5，则当 ´沿着圆周 f´ W j´j D 3g的正方向转动一圈

时，f .´/在 w平面上绕原点转动 7圈.这是因为 f 在 B.0; 3/中共有 7个零点，其中，̇ i
是 1阶零点，而 1则是 5阶零点.

从辐角原理可以导出下面的 Rouché定理，它在研究全纯函数的零点分布时颇为有
用．

定理 4.4.3（Rouché） 设 f; g 2 H.D/，
 是 D 中可求长的简单闭曲线，
 的内部

位于D中.如果当 ´ 2 
 时，有不等式

jf .´/ � g.´/j < jf .´/j; (4.4.7)

那么 f 和 g在 
 内部的零点个数相同.
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证 由 (4.4.7)式知道，f 和 g在 
 上都没有零点.用 jf .´/j去除 (4.4.7)式的两端，得ˇ̌̌̌
1 �

g.´/

f .´/

ˇ̌̌̌
< 1:

若记 w D
g

f
，则有 jw � 1j < 1. 这说明当 ´在 
 上变动时，w落在以 1为中心、半径为 1

的圆内，因而 �� Argw D 0，即

�
 Argf .´/ D �
 Argg.´/:

由辐角原理即知 f 和 g在 
 内部的零点个数相同. �

Rouché定理有一系列重要的应用.
定理 4.4.4 设 f 是域 D 中的全纯函数，´0 2 D，记 w0 D f .´0/，如果 ´0 是

f .´/ � w0 的 m 阶零点，那么对于充分小的 � > 0，必存在 ı > 0，使得对于任意

a 2 B.w0; ı/，f .´/ � a在 B.´0; �/中恰有 m个零点.

证 根据全纯函数零点的孤立性，必存在充分小的 � > 0，使得 f .´/�w0在B.´0; �/

中除 ´0外没有其他的零点.记

minfjf .´/ � w0j W j´ � ´0j D �g D ı > 0;

于是当 j´�´0j D �时，jf .´/�w0j > ı. 今任取 a 2 B.w0; ı/，则当 ´在圆周 j´�´0j D �

上时，有

jf .´/ � w0j > ı > jw0 � aj: (4.4.8)

若记 F.´/ D f .´/ � w0; G.´/ D f .´/ � a，则 (4.4.8)式可写成

jF.´/j > jF.´/ �G.´/j:

由Rouché定理，F 和G在B.´0; �/中的零点个数相同，因而G.´/ D f .´/�a在B.´0; �/

中恰有 m个零点. �

注意，这个定理实际上证明了

推论 4.4.5 设 f 2 H.D/; ´0 2 D;w0 D f .´0/，则对充分小的 � > 0，一定存在

ı > 0，使得

f
�
B.´0; �/

�
� B.w0; ı/:

定理 4.4.4本身又有许多重要的应用.
如果 f 是域D上非常数的连续函数，那么 f .D/未必是一个域.例如，函数 f .´/ D

j´j是单位圆盘上的连续函数，它把单位圆盘映为线段 Œ0; 1/.域 D 上非常数的全纯函数

则一定把域映为域.
定理 4.4.6 设 f 是域D上非常数的全纯函数，那么 f .D/也是 C中的域.
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证 我们证明 f .D/是 C中的连通开集.先证 f .D/是开集.任取 w0 2 f .D/，由推

论 4.4.5知，存在 ı > 0，使得 B.w0; ı/ � f .D/，这说明 w0 是 f .D/的内点，所以 f .D/

是开集.
再证 f .D/ 是连通的. 任取 w1; w2 2 f .D/，则存在 ´1; ´2 2 D，使得 f .´1/ D

w1; f .´2/ D w2. 因为 D 是连通的，故在 D 中存在连续曲线 ´ D 
.t/（˛ 6 t 6 ˇ）连接

´1 和 ´2，于是 w D f
�

.t/

�
（˛ 6 t 6 ˇ）是 f .D/中连接 w1; w2 的曲线，因而 f .D/是

连通的. �

这个定理说明非常数的全纯函数把开集映为开集，因此称为开映射定理.
在定义 2.4.1中定义过单叶函数的概念，我们说 f W D ! C在 D 中是单叶的，是指

对D中任意两点 ´1 ¤ ´2，有 f .´1/ ¤ f .´2/.单叶的全纯函数有下面的重要性质：
定理 4.4.7 如果 f 是域D中单叶的全纯函数，那么对于D内每一点 ´，有 f 0.´/ ¤

0.

证 用反证法.如果存在 ´0 2 D，使得 f 0.´0/ D 0，那么 ´0 是 f .´/ � f .´0/的 m级

零点，这里，m > 2. 取 � 充分小，使得 f 0.´/ 在 B.´0; �/ 中除了 ´0 外不再有其他的零

点.由定理 4.4.4，对于 0 < � < �，存在 ı > 0，使得对任意 a 2 B
�
.f .´0/; ı

�
，f .´/ � a

在 B.´0; �/中至少有两个零点，设为 ´1; ´2.由于 f 0.´1/ ¤ 0; f 0.´2/ ¤ 0，故 ´1; ´2 都是

f .´/ � a的 1阶零点.这就是说，存在 ´1 ¤ ´2，使得 f .´1/ D f .´2/ D a，这与 f 的单叶

性相矛盾. �

这个定理的逆定理是不成立的，即若 f 0在D中处处不为零，f 未必是D中的单叶

函数. f .´/ D e´就是最简单的例子. 但是，我们有下面的
定理 4.4.8 设 f 是域 D 中的全纯函数，如果对于 ´0 2 D;f 0.´0/ ¤ 0，那么 f 在

´0的邻域中是单叶的.

证 因为 f 0.´0/ ¤ 0，所以 ´0是 f .´/� f .´0/的 1阶零点.由定理 4.4.4，存在 � > 0

和 ı > 0，使得对于任意的 a 2 B
�
f .´0/; ı

�
，f .´/ � a在 B.´0; �/中只有一个零点.由 f

的连续性，可取 �1 < �，使得

f
�
B.´0; �1/

�
� B

�
f .´0/; ı

�
:

因而 f 在 B.´0; �1/中是单叶的. �

如果 f 是域 D 上的单叶全纯函数，记 f .D/ D G，那么 f 把 D 一一地映为 G，因

而 f �1也把 G 一一地映为D.问题是 f �1在 G 上是不是全纯的呢?对此，我们有
定理 4.4.9 设 f 是域 D 上的单叶全纯函数，那么它的反函数 f �1 是 G D f .D/

上的全纯函数，而且

.f �1/0.w/ D
1

f 0.´/
; w 2 G;

其中，w D f .´/.
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证 先证明 f �1 在 G 上连续.任取 w0 2 G，则存在 ´0 2 D，使得 f .´0/ D w0.由
定理 4.4.4，对于充分小的 � > 0，存在 ı > 0，使得当 jw � w0j < ı 时，相应的 ´满足

j´ � ´0j < �，即 jf �1.w/ � f �1.w0/j < �，这说明 f �1在 w0处是连续的. 现在

lim
w!w0

f �1.w/ � f �1.w0/

w � w0

D lim
´!´0

´ � ´0

f .´/ � f .´0/
D

1

f 0.´0/
;

即

.f �1/0.w0/ D
1

f 0.´0/
:

这里，我们已经利用了定理 4.4.7的结果. �

因此，单叶全纯函数也称为双全纯函数或双全纯映射.
利用 Rouché定理，还可以证明下面的
定理 4.4.10（Hurwitz） 设 ffng是域 D 中的一列全纯函数，它在 D 中内闭一致

收敛到不恒为零的函数 f .设 
 是 D 中一条可求长简单闭曲线，它的内部属于 D，且不

经过 f 的零点.那么必存在正整数 N，当 n > N 时，fn与 f 在 
 内部的零点个数相同.

证 由Weierstrass定理，f 在D中是全纯的.因为 f 在 
 上没有零点，所以

minfjf .´/j W ´ 2 
g D " > 0:

另一方面，对于上面的 " > 0，存在正整数 N，当 n > N 时，jfn.´/ � f .´/j < "在 
 上成

立.于是，当 n > N 时，在 
 上有不等式

jf .´/j > " > jfn.´/ � f .´/j

根据 Rouché定理，f 和 fn在 
 内有相同个数的零点. �

作为 Hurwitz定理的应用，我们有
定理 4.4.11 设 ffng是域D上一列单叶的全纯函数，它在D上内闭一致收敛到 f，

如果 f 不是常数，那么 f 在D中也是单叶的全纯函数.

证 由Weierstrass定理，f 是D上的全纯函数. 如果 f 在D上不是单叶的，那么一

定存在 ´1; ´2; ´1 ¤ ´2，使得 f .´1/ D f .´2/. 令

F.´/ D f .´/ � f .´1/;

那么 F 在 D 中有两个零点 ´1 和 ´2. 因为 F 6� 0，故 ´1 和 ´2 是孤立的. 选取充分小的
" > 0，使得 B.´1; "/\B.´2; "/ D ¿，且 F 在 B.´1; "/和 B.´2; "/中除去 ´1和 ´2外不再

有其他的零点.令
Fn.´/ D fn.´/ � f .´1/;
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则 Fn 在 D 中内闭一致收敛到 F .由 Hurwitz定理，存在正整数 N，当 n > N 时，Fn 在

B.´1; "/和 B.´2; "/中各有一个零点，设为 ´0
1和 ´0

2.显然 ´0
1 ¤ ´0

2，由此即得

fn.´
0
1/ D fn.´

0
2/ D f .´1/:

这与 fn在D内的单叶性相矛盾. �

这个定理在证明 Riemann映射定理时将要用到.
Rouché定理的另一方面应用是可以确定某些函数在一定范围内的零点的个数，下

面通过例子来说明.
例 4.4.12 求方程 ´8

� 4´5
C ´2

� 1 D 0在单位圆内的零点个数.

解 令

f .´/ D �4´5;

g.´/ D ´8
� 4´5

C ´2
� 1:

在单位圆周上，jf .´/j D 4，于是

jf .´/ � g.´/j D j´8
C ´2

� 1j 6 j´j
8

C j´j
2

C 1 D 3 < jf .´/j: �

根据 Rouché定理，g和 f 在 j´j < 1中的零点个数相同. 而 f 在 ´ D 0处有 1个 5阶零

点，因而原方程在 j´j < 1中有 5个零点.
例 4.4.13 试求方程 ´4

� 6´C 3 D 0在圆环 f´ W 1 < j´j < 2g中根的个数.

解 我们只需分别算出它在圆盘 j´j 6 1和 j´j < 2中根的个数，二者之差即为在圆

环 1 < j´j < 2中根的个数.
利用例 4.4.12中的方法，容易知道原方程在 j´j < 1中只有 1个根.而在圆周 j´j D 1

上，由于

j´2
� 6´C 3j > 6 � j´4

C 3j > 2;

故在圆周 j´j D 1上不可能有零点.所以，在 j´j 6 1中只有 1个根.
为了计算 j´j < 2中根的个数，令 f .´/ D ´4; g.´/ D ´4

�6´C3，于是在圆周 j´j D 2

上，有

jf .´/ � g.´/j 6 j6´j C 3 D 15 < 16 D jf .´/j:

故由 Rouché定理，g.´/ D ´4
� 6´C 3和 f .´/ D ´4在 j´j < 2中的零点个数相同，因而

原方程在 j´j < 2中有 4个根.由此即知原方程在圆环 1 < j´j < 2中有 3个根. �

例 4.4.14 证明：方程 ´4
C 2´3

� 2´C 10 D 0在每个象限内各有一个根.
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证 记

P.´/ D ´4
C 2´3

� 2´C 10;

我们直接用辐角原理来证明它在第一象限内只有一个零点.
为此，取围道如图 4.7所示，为了应用辐角原理，我们要证明
P 在 
1; 
2; 
3 上都没有零点.当 R充分大时，P 在 
2 上没有

零点是显然的.当 ´ 2 
1时，́ D x > 0，于是

P.´/ D P.x/ D x4
C 2x3

� 2x C 10

D .x2
� 1/.x C 1/2 C 11:

故当 x > 1时，P.x/ > 11；当 0 6 x 6 1时，P.x/ > �2C11 D

9.因此，P 在 
1上取正值.当 ´ 2 
3时，́ D iy; y > 0，显然

RO

Ri


1


3


2

图 4.7

P.iy/ D y4
C 10 � 2iy.y2

C 1/ ¤ 0:

现在来计算 P 在 
 D 
1 [ 
2 [ 
3上辐角的变化.由于 P 在 
1上取正值，所以

�
1
ArgP.´/ D 0: (4.4.9)

当 ´ 2 
2时，有

P.´/ D ´4

�
1C

2´3 � 2´C 10

´4

�
D ´4Q.´/;

这里，Q.´/ D 1C
2´3 � 2´C 10

´4
. 当 j´j充分大时，有

jQ.´/ � 1j D

ˇ̌̌̌
2´3 � 2´C 10

´4

ˇ̌̌̌
< 1;

即Q.´/落在以 1为中心、半径为 1的圆内，所以 �
2
ArgQ.´/ D 0，于是

�
2
ArgP.´/ D 4�
2

Arg ´C�
2
ArgQ.´/ D 2π: (4.4.10)

当 ´ 2 
3时，有

�
3
ArgP.´/ D ArgP.0/ � ArgP.iR/

D � ArgfR4
C 10 � 2iR.R2

C 1/g

D � Arg.R4
C 10/

�
1 �

2iR.R2 C 1/

R4 C 10

�
D � Arg

�
1 �

2iR.R2 C 1/

R4 C 10

�
D 0（R充分大时）:

(4.4.11)
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由 (4.4.9)，(4.4.10)和 (4.4.11)式即得

1

2π
�
 ArgP.´/ D

1

2π
�
2

ArgP.´/ D 1:

根据辐角原理，P 在第一象限内只有一个零点.
由于 P 是实系数多项式，它的零点是共轭出现的，故在第四象限内也有一个零点.
用与前面相同的方法，可以证明 P 在负实轴上没有零点，因此剩下的两个零点当然

就在第二、第三象限中了. �

习 题 4.4
1. 设 D 是由有限条可求长简单闭曲线围成的域. 证明：若 f; g 2 H.D/，f 在 @D 上

没有零点，f 在 D 中的全部彼此不同的零点为 ´1; ´2; � � � ; ´n，其相应的阶数分别为

k1; k2; � � � ; kn，则
1

2πi

Z
@D

g.´/
f 0.´/

f .´/
d´ D

nX
j D1

kjg.´j /:

（说明：这是 Cauchy积分公式和辐角原理的推广.）
2. 利用辐角原理证明代数学的基本定理.
3. 设 � > 1.证明：方程 ´ D � � e�´ 在右半平面 f´ 2 C W Re ´ > 0g中恰有一个根，并且
是正实根.

4. 设 0 < a0 < a1 < � � � < an. 证明：三角多项式

a0 C a1 cos � C a2 cos 2� C � � � C an cosn�

在 .0; 2π/中有 2n个不同的零点.

（提示：首先证明 Pn.´/ D

nX
kD0

ak´
k 在 B.0; 1/中有 n个根.）

5. 利用 Rouché定理证明代数学的基本定理.
6. 设 0 < r < 1.证明：当 n充分大时，多项式

1C 2´C 3´2
C � � � C n´n�1

在 B.0; r/中没有根.
7. 设 r > 0. 证明：当 n充分大时，多项式

1C ´C
1

2Š
´2

C � � � C
1

nŠ
´n

在 B.0; r/中没有根.
8. 设 f .´/ 在 B.0; 1/ 上全纯，并且 f 0.´/ 在 @B.0; 1/ 上无零点. 证明：当 n 充分大时，

Fn.´/ D n

�
f

�
´C

1

n

�
� f .´/

�
与 f 0.´/在 B.0; 1/中的零点个数相等.
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9. 设 D 是域，fn W D ! Cnf0g是全纯映射，8n 2 N. 证明：若 ffng在 D 上内闭一致收

敛于 f，则或者 f .D/ D f0g，或者 f .D/ � Cnf0g.
10. 利用上题的结论证明：若域 D 上的单叶全纯函数列 ffng在 D 上内闭一致收敛于 f，

则或者 f 是常数，或者 f 也是D上的单叶全纯函数.
11. 求下列全纯函数在 B.0; 1/中的零点个数：

(1) ´9
� 2´6

C ´2
� 8´ � 2；

(2) 2´5
� ´3

C 3´2
� ´C 8；

(3) ´7
� 5´4

C ´2
� 2；

(4) e´
�4´n

C 1.
12. 证明：若 f 2 H

�
B.0; 1/

�
\ C

�
B.0; 1/

�
; f
�
B.0; 1/

�
� B.0; 1/，则 f .´/在 B.0; 1/中有

唯一的不动点.

13. 设 a1; a2; � � � ; an 2 B.0; 1/; f .´/ D

nY
kD1

ak � ´

1 � ak´
. 证明：

(1) 若 b 2 B.0; 1/，则 f .´/ D b在 B.0; 1/中恰有 n个根；

(2) 若 b 2 B.1; 1/，则 f .´/ D b在 B.1; 1/中恰有 n个根.
14. 设 f 2 H

�
B.0;R/

�
; f 在 @B.0;R/上没有零点，在 B.0;R/中的零点个数为 N . 证明：

max
j´jDR

Re
�
´
f 0.´/

f .´/

�
> N:

15. 设 f 是域 D 上非常数的全纯函数.证明：存在在 D 中无极限点的点列 f´ng，使得对

每个 ´ 2 Dnf´ng，有 f 0.´/ ¤ 0.
16. 设 D 是由可求长简单闭曲线围成的单连通域，f 2 H.D/ \ C.D/.证明：若 f 在 @D

上取实值，则 f 为常值函数.举例说明，对于一般的单连通域D，结论不再成立.
17.（边界对应原理的特例）设D是由可求长简单闭曲线 
围成的单连通域，f 2 H.D/\

C.D/.证明：若 f 将 
 一一地映为简单闭曲线 �，则 f 将D双全纯地映为由 � 围成

的单连通域 G.
18.（辐角原理）设D是由有限条可求长简单闭曲线围成的域，f 2 H.D/ \ C.D/.证明：
若 f 在 @D上不取零值，则 f 在D中的零点个数为

1

2π
�@D Argf .´/;

其中，n阶零点视为 n个零点.

4.5 最大模原理和 Schwarz引理

本节介绍的最大模原理是全纯函数的重要性质之一.
定理 4.5.1 设 f 是域 D 中非常数的全纯函数，那么 jf .´/j不可能在 D 中取到最

大值.
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证 因为 f 是 D 上非常数的全纯函数，由定理 4.4.6，G D f .D/ 是一个域. 如果
jf .´/j 在 D 中某点 ´0 处取到最大值，记 w0 D f .´0/，则 w0 是 G 的一个内点，即有

" > 0，使得 B.w0; "/ � G.故必有 w1 2 G，使得 jw1j > jw0j.于是存在 ´1 2 D，使得

jf .´1/j D jw1j > jw0j D jf .´0/j.这与 jf .´0/j是 jf .´/j在D中的最大值相矛盾. �

从定理 4.5.1马上可以得到下面的
定理 4.5.2 设 D 是 C中的有界域，如果非常数的函数 f 在 D 上连续，在 D 内全

纯，那么 f 的最大模在D的边界上而且只在D的边界上达到.

证 因为 D 是紧集，其上的连续函数 jf j 一定有最大值，即存在 ´0 2 D，使得

jf .´0/j 是 jf .´/j 在 D 上的最大值. 由定理 4.5.1 知道，´0 不能属于 D，因此只能有

´0 2 @D. �

注意，定理 4.5.2中D的有界性条件不能去掉，否则定理可能不成立.例如，设

D D

�
´ W j Im ´j <

π
2

�
;

f .´/ D ee´

:

当然 f 在 D 中全纯，在 D 上连续，但它的最大模并不能在 @D 上达到. 事实上，当
´ 2 @D时，́ D x˙

π
2

i，这时，e´
D ex e˙ π

2
i
D ˙i ex，所以 jee´

j D je˙i ex

j D 1. 而当 ´ 2 D

时，取 ´ D x，即有 eex

! 1（x ! 1），故定理 4.5.2不成立.
最大模原理的一个重要应用是可以用它来证明下面 Schwarz引理.
定理 4.5.3 设 f 是单位圆盘 B.0; 1/中的全纯函数，且满足条件

(1) 当 ´ 2 B.0; 1/时，jf .´/j 6 1；

(2) f .0/ D 0，

那么下列结论成立：

(1) 对于任意 ´ 2 B.0; 1/，均有 jf .´/j 6 j´j；

(2) jf 0.0/j 6 1；

(3) 如果存在某点 ´0 2 B.0; 1/; ´0 ¤ 0，使得 jf .´0/j D j´0j，或者 jf 0.0/j D 1成立，

那么存在实数 �，使得对 B.0; 1/中所有的 ´，都有 f .´/ D ei� ´.

证 因为 f 2 H
�
B.0; 1/

�
，且 f .0/ D 0，故 f 在 B.0; 1/中可展开为

f .´/ D a1´C a2´
2

C � � � D ´.a1 C a2´C � � � / D ´g.´/;

这里，g.0/ D a1 D f 0.0/. 取 0 < r < 1，当 j´j D r 时，有

jg.´/j D
jf .´/j

j´j
6
1

r
;
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故由最大模原理，在圆盘 B.0; r/中也有

jg.´/j 6
1

r
（当 j´j < r 时）:

让 r ! 1，即得 jg.´/j 6 1（´ 2 B.0; 1/），即 jf .´/j 6 j´j，结论 (1)成立.
从 jg.0/j 6 1即得 jf 0.0/j 6 1，结论 (2)成立.
现若有 ´0 2 B.0; 1/; ´0 ¤ 0，使得 jf .´0/j D j´0j，即 jg.´0/j D 1. 这说明全纯函

数 g 在内点 ´0 处取到了最大模 1，根据最大模原理，g 必须是常数. 设 g.´/ � c，由

jg.´0/j D 1，得 jcj D 1，所以 c D ei�，因而 f .´/ D ei� ´.如果 jf 0.0/j D 1，即 jg.0/j D 1，

与上面一样讨论，即得 f .´/ D ei� ´. 结论 (3)成立. �

定义 4.5.4 设 D 是 C中的域，如果 f 是 D 上的单叶全纯函数，且 f .D/ D D，就

称 f 是D上的一个全纯自同构. D上全纯自同构的全体记为 Aut.D/.
设 f; g 2 Aut.D/，那么 f ı g 2 Aut.D/，且复合运算满足结合律. 对于每个 f 2

Aut.D/，由定理 4.4.9，f �1
2 Aut.D/. f .´/ D ´在复合运算下起着单位元素的作用.因

而 AutD在复合运算下构成一个群，称为D的全纯自同构群.
对于一般的域 D，要确定 Aut.D/ 是很困难的. 但对于单位圆盘 B.0; 1/，应用

Schwarz引理不难定出其上的全纯自同构群.
对于 jaj < 1，记

'a.´/ D
a � ´

1 � a´
;

由例 2.5.16 知道，它把 B.0; 1/ 一一地映为 B.0; 1/，因而 'a 2 Aut
�
B.0; 1/

�
. 如果

记 ��.´/ D ei� ´，它是一个旋转变换，当然有 �� 2 Aut
�
B.0; 1/

�
. 下面我们将证明，

Aut
�
B.0; 1/

�
中除了 'a; �� 以及它们的复合外，不再有其他的变换.

定理 4.5.5 设 f 2 Aut
�
B.0; 1/

�
，且 f �1.0/ D a，则必存在 � 2 R，使得

f .´/ D ei� a � ´

1 � a´
:

证 记 w D 'a.´/，直接计算可得

´ D '�1
a .w/ D

a � w

1 � aw
D 'a.w/:

令 g.w/ D f ı 'a.w/，则 g 2 Aut
�
B.0; 1/

�
，而且

g.0/ D f
�
'a.0/

�
D f .a/ D 0;

故由 Schwarz引理得
jg0.0/j 6 1: (4.5.1)
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由于 g�1
2 Aut

�
B.0; 1/

�
，且 g�1.0/ D 0，故对 g�1用 Schwarz引理，得 j.g�1/0.0/j 6

1. 但由定理 4.4.9，有

j.g�1/0.0/j D
1

jg0.0/j
;

由此即得

jg0.0/j > 1:

与 (4.5.1) 式比较，即得 jg0.0/j D 1. 根据 Schwarz 引理的结论 (3)，存在实数 �，使得

g.w/ D ei� w，即 f ı 'a.w/ D ei� w.令 w D 'a.´/，即得

f .´/ D ei� a � ´

1 � a´
: �

Schwarz引理还可推广为下面的
定理 4.5.6（Schwarz–Pick） 设 f W B.0; 1/ ! B.0; 1/ 是全纯函数，对于 a 2

B.0; 1/，f .a/ D b.那么
(1) 对任意 ´ 2 B.0; 1/，有

ˇ̌
'b

�
f .´/

�ˇ̌
6 j'a.´/j；

(2) jf 0.a/j 6
1 � jbj2

1 � jaj2
；

(3) 如果存在某点 ´0 2 B.0; 1/; ´0 ¤ a，使得
ˇ̌
'b

�
f .´0/

�ˇ̌
D j'a.´0/j，或者 jf 0.a/j D

1 � jbj2

1 � jaj2
成立，那么 f 2 Aut

�
B.0; 1/

�
.

证 令 g D 'b ı f ı 'a，则 g 2 H
�
B.0; 1/

�
，且

g
�
B.0; 1/

�
� B.0; 1/; g.0/ D 'b ı f ı 'a.0/ D 0:

对 g用 Schwarz引理，
j'b ı f ı 'a.�/j 6 j�j; � 2 B.0; 1/ (4.5.2)

和

j.'b ı f ı 'a/
0.0/j 6 1: (4.5.3)

令 ´ D 'a.�/，则 � D 'a.´/，于是 (4.5.2)式变成ˇ̌
'b

�
f .´/

�ˇ̌
6 j'a.´/j: (4.5.4)

这就是 (1).
由于

' 0
a.0/ D �

�
1 � jaj

2
�
;

' 0
b.b/ D �

1

1 � jbj2
;
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由 (4.5.3)式即得

jf 0.a/j 6
1 � jbj2

1 � jaj2
: (4.5.5)

这就是 (2).
如果存在 ´0 2 B.0; 1/; ´0 ¤ a，使得 (4.5.4) 式中的等号成立，令 �0 D 'a.´0/，

则 �0 ¤ 0，且 �0 使 (4.5.2) 式中的等号成立. 于是由 Schwarz 引理，g.´/ D ei� ´，即

g 2 Aut
�
B.0; 1/

�
，于是 f D 'b ı g ı 'a 2 Aut

�
B.0; 1/

�
.用同样的方法可以证明，(4.5.5)

式中的等号成立时也有 f 2 Aut
�
B.0; 1/

�
. �

习 题 4.5

1. 设 D 是域，fn 2 H.D/ \ C.D/;8n 2 N. 证明：若
1X

nD1

fn.´/在 @D 上一致收敛，则必

在D上一致收敛.
2. 设 f 2 H

�
B.0;R/

�
\ C

�
B.0;R/

�
;M D max

j´jDR
jf .´/j. 证明：若 ´0 2 B.0;R/nf0g 是

f .´/的零点，则

Rjf .0/j 6
�
M C jf .0/j

�
j´0j:

3. 设 ´1; ´2; � � � ; ´n 2 B.1; 1/. 证明：存在 ´0 2 @B.0; 1/，使得
nY

kD1

j´0 � ´kj > 1.

4. 设 f 2 H
�
B.0; 1/

�
. 证明：M.r/ D max

j´jDr
jf .´/j是 Œ0; R/上的增函数.

5. 利用最大模原理证明代数学的基本定理.
6. 设 f 2 H

�
B.1; R/

�
\ C

�
B.1; R/

�
，并且 lim

´!1
f .´/ 存在. 证明：若 f 非常数，则

M.r/ D max
j´jDr

jf .´/j是 ŒR;1/上的严格减函数.

7. 设 f 是域D上非常数的全纯函数.证明：若 f 在D中没有零点，则 jf .´/j在D内不

能取得最小值.

8. 设 f 2 H
�
B.0; 1/

�
; f .0/ D 0.证明：

1X
nD1

f .´n/在 B.0; 1/上绝对且内闭一致收敛.

9.（全纯函数的 Hadamard三圆定理）设 0 < r1 < r2 < 1;D D f´ 2 C W r1 < j´j <

r2g; f 2 H.D/ \ C.D/;M.r/ D max
j´jDr

jf .´/j（r1 6 r 6 r2）.证明：logM.r/在 Œr1; r2�

上是 log r 的凸函数，即

logM.r/ 6
log r2 � log r
log r2 � log r1

logM.r1/C
log r � log r1
log r2 � log r1

logM.r2/:

10. 设 f 2 H
�
B.0;R/

�
; f
�
B.0;R/

�
� B.0;M/; f .0/ D 0. 证明：

(1) jf .´/ 6
M

R
j´j; jf 0.0/j 6

M

R
;8´ 2 B.0;R/nf0g；
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(2) 等号成立当且仅当 f .´/ D
M

R
ei� （́� 2 R）.

11. 设 f 2 H
�
B.0; 1/

�
; f .0/ D 0，并且存在 A > 0，使得 Ref .´/ 6 A;8´ 2 B.0; 1/. 证明：

jf .´/j 6
2Aj´j

1 � j´j
; 8´ 2 B.0; 1/:

12.（Carathéodory不等式）设f 2 H
�
B.0;R/

�
\C

�
B.0;R/

�
;M.r/ D max

j´jDr
jf .´/j; A.r/ D

max
j´jDr

Ref .´/（0 6 r 6 R）.证明：

M.r/ 6
2r

R � r
A.R/C

RC r

R � r
jf .0/j; 8r 2 Œ0; R/:

13. 设 f 2 H
�
B.0; 1/

�
; f .0/ D 1，并且 Ref .´/ > 0;8´ 2 B.0; 1/. 利用 Schwarz引理证

明：

(1)
1 � j´j

1C j´j
6 Ref .´/ 6 jf .´/j 6

1C j´j

1 � j´j
;8´ 2 B.0; 1/；

(2) 等号在 ´异于零时成立，当且仅当

f .´/ D
1C ei� ´

1 � ei� ´
（� 2 R）:

14. 设 f 2 H
�
B.0; 1/

�
. 证明：存在 ´0 2 @B.0; 1/ 和收敛于 ´0 的点列 f´ng，使得

lim
n!1

f .´n/存在.

15. 求出所有满足条件 “jf .´/ D 1j;8´ 2 @B.0; 1/”的整函数.

16. 设 Pn.´/是 n次多项式，P �
n .´/ D ´nPn

�
1

´

�
. 证明：若 Pn.´/的所有零点都在 B.1; 1/

中，则 Pn.´/C ei� P �
n .´/（� 2 R）的零点都在 @B.0; 1/上.

17. 设 f 2 H
�
B.0; 1/

�
; f
�
B.0; 1/

�
� B.0; 1/. 证明：若 ´1; ´2; � � � ; ´n是 f 在 B.0; 1/中的

所有彼此不同的零点，其阶数分别为 k1; k2; � � � ; kn，则

jf .´/j 6
nY

j D1

ˇ̌̌̌
´j � ´

1 � ´j´

ˇ̌̌̌kj

;8´ 2 B.0; 1/:

特别地，有

jf .0/j 6
nY

j D1

j´j j
kj :

18. 设 f 2 H
�
B.0; 1/

�
; f
�
B.0; 1/

�
� B.0; 1/. 证明：ˇ̌

jf .0/j � j´j
ˇ̌

1 � jf .0/j j´j
6 jf .´/j 6

jf .0/j C j´j

1C jf .0/j j´j
:
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19. 设 f 2 H
�
B.0; 1/

�
; f
�
B.0; 1/

�
� B.0;M/. 证明：

M jf 0.0/j 6 M 2
� jf .0/j2:

20. 设 f 2 H
�
B.0; 1/

�
; f .0/ D 0; f

�
B.0; 1/

�
� B.0; 1/. 证明：若存在 ´1; ´2 2 B.0; 1/，使

得 ´1 ¤ ´2; j´1j D j´2j; f .´1/ D f .´2/，则

jf .´1/j D jf .´2/j 6 j´1j
2

D j´2j
2:

（提示：考虑
�
f .´1/ � f .´/

1 � f .´1/f .´/

��
1 � ´1´

´1 � ´

��
1 � ´2´

´2 � ´

�
.）

21. 设 f 2 H
�
B.0; 1/

�
; f .0/ D 0; f

�
B.0; 1/

�
� B.0; 1/.证明：

j´j

ˇ̌
jf 0.0/j � j´j

ˇ̌
1 � jf 0.0/j j´j

6 jf .´/j 6 j´j
jf 0.0/j C j´j

1C jf 0.0/j j´j
:

22. 设 f 2 H
�
B.0; 1/

�
; f
�
B.0; 1/

�
� B.0; 1/.证明：ˇ̌̌̌

f .´/ �
f .0/

�
1 � j´j2

�
1 � jf .0/j2j´j2

ˇ̌̌̌
6

j´j
�
1 � jf .0/j2

�
1 � jf .0/j2j´j2

:

23. 设 ' 2 Aut.C1/，并且将 C1中的圆周 
 仍映为圆周. 证明：' 是分式线性变换.
24. 求出上半平面 CC

D f´ 2 C W Im ´ > 0g的全纯自同构群 Aut.CC/.
25. 设 ' 将 B.0; 1/ 双全纯地映为域 D， 将 B.0; 1/ 双全纯地映为域 G. 证明：若 f W

D ! G 是全纯映射，f
�
'.0/

�
D  .0/，则 f

�
'
�
B.0; r/

��
�  

�
B.0; r/

�
（0 < r < 1）.

26. 设 f 2 H
�
B.0; 1/

�
; f
�
B.0; 1/

�
� B.0; 1/.证明：

jf .´/ � f .0/j 6 j´j
1 � jf .0/j2

1 � jf .0/j j´j
:

27. 设D是以原点 O 为中心、以 ´1; ´2; ´3; ´4为顶点的正方形域，f 2 H.D/ \ C.D/，M

是 jf .´/j在D上的最大值，m是 jf .´/j在线段 Œ´1; ´2�上的最大值.证明：
(1) jf .0/j 6 m

1
4M

3
4；

(2) 在闭三角形4O´1´2上也有 jf .´/j 6 m
1
4M

3
4 .

28. 设D是下面所述的域，f 2 H.D/ \ C.D/，并且在D上有界.证明：
(1) 若D D f´ 2 C W 0 < Im ´ < 1g; lim

Re ´!1
Im ´D0

f .´/ D A，则

lim
Re ´!1
06Im ´6r

f .´/ D A（0 < r < 1）；

(2) 若D D f´ 2 C W �1 < arg ´ < �2g（�π < �1 < �2 < π）， lim
j´j!1

arg ´D�1

f .´/ D A，则

lim
j´j!1

�16arg ´6�

f .´/ D A（�1 < � < �2）；
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(3) D D f´ 2 C W �1 < arg ´ < �2g（�π < �1 < �2 < π）， lim
j´j!0

arg ´D�1

f .´/ D A，则

lim
j´j!0

�16arg ´6�

f .´/ D A（�1 < � < �2）:

29. 设 D 是有界域，f 2 H.D/; ´0 2 D. 证明：若 f .´0/ D ´0; f .D/ � D;f 0.´0/ D 1，则

f .´/ � ´.
30. 设 f 2 H

�
B.0; 1/

�
; f .0/ D 0，并且 j Ref .´/j < 1;8´ 2 B.0; 1/. 证明：

(1) j Ref .´/j 6
4

π
arctan j´j;8´ 2 B.0; 1/；

(2) j Imf .´/j 6
2

π
log

�
1C j´j

1 � j´j

�
;8´ 2 B.0; 1/.

31. 设 f 在 B.0; 1/[ f1g上全纯，f .0/ D 0; f .1/ D 1; f
�
B.0; 1/

�
� B.0; 1/.证明：f 0.1/ >

1.
32. 设 P 是一个 k次多项式，在单位圆周上满足 jP.ei�/j 6 1. 证明：对任意单位圆盘外的

´，有

jP.´/j 6 j´j
k:
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第
5
章

全纯函数的 Laurent展开及其应用

前面已经证明，圆盘中的全纯函数一定可在该圆盘中展开成幂级数.现在问，圆环
中的全纯函数是否也可以展开成幂级数?答案当然是否定的，因为幂级数是它的收敛圆
中的全纯函数.本章中将证明，圆环中的全纯函数一定可以展开成 Laurent级数，并由此
得到一系列的新结果.

5.1 全纯函数的 Laurent展开

称级数

1X
nD�1

an.´ � ´0/
n

D

1X
nD0

an.´ � ´0/
n

C

1X
nD1

a�n.´ � ´0/
�n (5.1.1)

为 Laurent级数.它由两部分组成，第一部分就是幂级数，第二部分是负幂项的级数.如
果这两个级数都收敛，就称级数 (5.1.1)收敛.
我们首先关心的是级数 (5.1.1)的收敛域的形状.

设第一个级数的收敛半径为 R.对第二个级数作变换 � D
1

´ � ´0

，它对 � 而言就是

幂级数
1X

nD1

a�n.´ � ´0/
�n

D

1X
nD1

a�n�
n:

设其收敛半径为 �，则当 j�j < �，或者 j´ � ´0j >
1

�
时，上述级数收敛.记 r D

1

�
，则当

r < j´�´0j < 1时，级数 (5.1.1)中的负幂项级数收敛. 现在看在什么条件下级数 (5.1.1)
中的两个级数都能收敛.
如果 R 6 r，则当 j´ � ´0j < R时，必有 j´ � ´0j < r，这时级数 (5.1.1)的第一个级

数是收敛的，但第二个级数却发散了.当 j´ � ´0j > r 时，必有 j´ � ´0j > R，这时级数

(5.1.1)的第二个级数收敛而第一个级数发散.所以，两者不能同时收敛.
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如果 r < R，则当 r < j´ � ´0j < R 时，级数 (5.1.1)的两个级数都收敛，而且在这
个圆环中内闭一致收敛，即级数 (5.1.1)在上述圆环中内闭一致收敛，根据Weierstrass定
理，它的和是圆环中的全纯函数. 这样，我们证明了下面的

定理 5.1.1 如果 Laurent级数
1X

nD�1

an.´ � ´0/
n

D

1X
nD0

an.´ � ´0/
n

C

1X
nD1

a�n.´ � ´0/
�n

的收敛域为圆环 D D f´ W r < j´ � ´0j < Rg，那么它在 D 中绝对收敛且内闭一致收敛，

它的和函数在D中全纯..
上述级数的幂级数部分称为该级数的全纯部分，负幂项级数部分称为该级数的主

要部分.下面我们将看到，Laurent级数的一些重要性质取决于它的主要部分.
定理 5.1.1的逆定理也成立.
定理 5.1.2 设D D f´ W r < j´� ´0j < Rg，如果 f 2 H.D/，那么 f 在D上可以展

开为 Laurent级数：

f .´/ D

1X
nD�1

an.´ � ´0/
n; ´ 2 D; (5.1.2)

其中，an D
1

2πi

Z

�

f .�/

.� � ´0/nC1
d�，而 
� D f� W j� � ´0j D �g（r < � < R），并且展开式

(5.1.2)是唯一的.

证 如图 5.1所示，任意取定 ´ 2 D，取 r1; r2，使得

r < r1 < j´ � ´0j < r2 < R:

记 
j D f� W j� � ´0j D rj g; j D 1; 2;. 由第 3章 3.4节的定理 3.4.6，得

f .´/ D
1

2πi

Z

2

f .�/

� � ´
d� �

1

2πi

Z

1

f .�/

� � ´
d�: (5.1.3)

记Mj D supfjf .�/j W � 2 
j g; j D 1; 2.当 � 2 
1时，̌̌̌̌
� � ´0

´ � ´0

ˇ̌̌̌
D

r1

j´ � ´0j
< 1，所以有

1

� � ´
D �

1

´ � ´0

�
1 �

� � ´0

´ � ´0

��1

D �

1X
nD0

.� � ´0/
n

.´ � ´0/nC1
D �

1X
nD1

.� � ´0/
n�1

.´ � ´0/n
;

于是
f .�/

� � ´
D �

1X
nD1

f .�/
.� � ´0/

n�1

.´ � ´0/n
; � 2 
1: (5.1.4)
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´0

2
1

R

r

r1

r2

´

图 5.1

由于 ˇ̌̌̌
f .�/.� � ´0/

n�1

.´ � ´0/n

ˇ̌̌̌
6

M1

j´ � ´0j

�
r1

j´ � ´0j

�n�1

;

并且右端是一收敛级数，故知级数 (5.1.4)在 
1上一致收敛，因而可逐项积分：

1

2πi

Z

1

f .�/

� � ´
d� D �

1X
nD1

�
1

2πi

Z

1

f .�/

.� � ´0/�nC1
d�
�
.´ � ´0/

�n: (5.1.5)

当 � 2 
2时，̌̌̌̌
´ � ´0

� � ´0

ˇ̌̌̌
D

j´ � ´0j

r2
< 1，所以有

1

� � ´
D

1

� � ´0

�
1 �

´ � ´0

� � ´0

��1

D

1X
nD0

.´ � ´0/
n

.� � ´0/nC1
;

于是
f .�/

� � ´
D

1X
nD0

f .�/
.´ � ´0/

n

.� � ´0/nC1
; � 2 
2: (5.1.6)

与上面的讨论一样，级数 (5.1.6)在 
2上一致收敛，所以

1

2πi

Z

2

f .�/

� � ´
d� D

1X
nD0

�
1

2πi

Z

2

f .�/

.� � ´0/nC1
d�
�
.´ � ´0/

n: (5.1.7)

由多连通域的 Cauchy积分定理，得
1

2πi

Z

1

f .�/

.� � ´0/�nC1
d� D

1

2πi

Z

�

f .�/

.� � ´0/�nC1
d� D a�n;
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1

2πi

Z

2

f .�/

.� � ´0/nC1
d� D

1

2πi

Z

�

f .�/

.� � ´0/nC1
d� D an:

把它们分别代入 (5.1.5)式和 (5.1.7)式，得

1

2πi

Z

1

f .�/

� � ´
d� D �

1X
nD1

a�n.´ � ´0/
�n;

1

2πi

Z

2

f .�/

� � ´
d� D

1X
nD0

an.´ � ´0/
n;

再把它们代入 (5.1.3)式，即得展开式 (5.1.2).
现在证明展开式 (5.1.2)是唯一的.如果另有展开式

f .´/ D

1X
nD�1

a0
n.´ � ´0/

n;

因为级数在 
� 上一致收敛，逐项积分得

1

2πi

Z

�

f .�/

.� � ´0/mC1
d� D

1X
nD�1

a0
n

1

2πi

Z

�

.� � ´0/
n�m�1d� D am0 :

所以这个展开式就是 (5.1.2)式. �

例 5.1.3 设 f .´/ D
1

.´ � 1/.´ � 2/
，试分别给出这个函数在D1 D f´ W 1 < j´j < 2g

和D2 D f´ W 2 < j´j < 1g上的 Laurent展开式.

解 当 ´ 2 D1时，由于 1 < j´j < 2，所以

1

.´ � 1/.´ � 2/
D

1

´ � 2
�

1

´ � 1

D �
1

2

1

1 �
´
2

�
1

´

1

1 �
1
´

D �

1X
nD0

1

2nC1
´n

�

1X
nD1

1

´n
:

当 ´ 2 D2时，由于 2 < j´j < 1，所以

1

.´ � 1/.´ � 2/
D

1

´ � 2
�

1

´ � 1
D
1

´

1

1 �
2
´

�
1

´

1

1 �
1
´

D

1X
nD0

2n

´nC1
�

1X
nD0

1

´nC1
D

1X
nD0

2n � 1

´nC1
: �
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习 题 5.1
1. 下列初等函数能否在指定的域D上展开为 Laurent级数?

(1) cos
1

´
;D D B.0;1/nf0g；

(2) tan ´;D D B.1; R/; R > 0；

(3) Log
´ � 1

´ � 2
;D D B.1; 2/；

(4)
´2

sin 1
´

;D D B.0; r/nf0g; r > 0；

(5) Log
1

´ � 1
;D D B.1;1/nf1g；

(6) 3
p
.´ � 1/.´ � 2/.´ � 3/;D D B.1; 3/；

(7)
r

´

.´ � 1/.´ � 2/
;D D B.0; 2/nB.0; 1/；

(8) Log
.´ � 1/.´ � 2/

.´ � 3/.´ � 5/
;D D B.0; 3/nB.0; 2/.

2. 将下列初等函数在指定的域D上展开为 Laurent级数：

(1)
1

´2.´ � 1/
;D D B.1; 1/nf1g；

(2)
1

.´ � 1/.´ � 2/
;D D B.0; 2/nB.0; 1/；

(3) Log
�
´ � 1

´ � 2

�
;D D B.1; 2/；

(4)
p
.´ � 1/.´ � 2/;D D B.1; 2/；

(5)
1

.´ � 5/n
; n 2 N;D D B.1; 5/；

(6) sin
´

1 � ´
;D C B.1;1/nf1g；

(7)
r

´

.´ � 1/.´ � 2/
;D D B.0; 2/nB.0; 1/；

(8) e
1

1�´ ;D D B.1; 1/.

3. 将 e
´
2

�
�� 1

�

�
作为 � 的函数在 B.0;1/nf0g上展开为 Laurent级数

1X
nD�1

Jn.´/�
n;

称 Jn.´/（n > 0）为 Bessel函数. 证明：

Jn.´/ D
1

π

Z π

0

cos.n� � ´ sin �/d�

D

1X
kD0

.�1/k

kŠ.nC k/Š

�
´

2

�nC2k

; n > 0:

145

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

4. 设 0 < r < R < 1;D D B.0;R/nB.0; r/. 证明：若 f .´/ D

1X
nD�1

an´
n 双全纯地将 D

映为域 G，则 G 的面积为

π
1X

nD�1

njanj
2.R2n

� r2n/:

5. 证明（面积原理）：若 f .´/ D
1

´
C

1X
nD1

an´
n是 B.0; 1/nf0g上的双全纯映射，则

1X
nD1

njanj
2 6 1:

6. 证明：若 f .´/ D ´ C

1X
nD2

an´
n 是 B.0; 1/nf0g 上的双全纯映射，则 ja2j 6 2，并且

ja2j D 2当且仅当 f .´/ D
´

.1 � ei� ´/2
; � 2 R.

（提示：考虑 ´

s
f .´2/

´2
的一个双全纯分支.）

7. 证明：若 f .´/ D ´C

1X
nD2

an´
n是 B.0; 1/nf0g上的双全纯映射，则

(1)
1 � j´j

.1C j´j/3
6 jf 0.´/j 6

1C j´j

.1 � j´j/3
;8´ 2 B.0; 1/；

(2)
j´j

.1C j´j/2
6 jf .´/j 6

j´j

.1 � j´j/2
;8´ 2 B.0; 1/，特别地，f

�
B.0; 1/

�
�
1

4
B.0; 1/.

(3) 上述不等式在异于零处成立，当且仅当 f .´/ D
´

.1 � ei� ´/2
; � 2 R.

（说明：不等式 (1)称为偏差定理；不等式 (2)称为增长定理和
1

4
掩盖定理.）

（提示：利用第 6题的结论.）
8. 证明：若 w D '.´/ 双全纯地将 D D f´ 2 C W r1 < j´j < r2g 映为 G D fw 2 C W

R1 < jwj < R2g，其中，0 < r1 < r2 < 1; 0 < R1 < R2 < 1，则
r1

r2
D
R1

R2

，并且

'.´/ D ei� R1´

r1
或 '.´/ D ei� R2r1

´
; � 2 R:

（提示：利用第 4题的结论）

5.2 孤立奇点

Laurent级数是研究全纯函数在孤立奇点附近性质的有力工具.
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如果 f 在无心圆盘（即除去圆心后的圆盘）f´ W 0 < j´ � ´0j < Rg中全纯，就称 ´0

是 f 的孤立奇点.
f 在孤立奇点 ´0附近可能有三种情形：

(1) lim
´!´0

f .´/ D a; a是一有限数，这时称 ´0是 f 的可去奇点；

(2) lim
´!´0

f .´/ D 1，这时称 ´0是 f 的极点；

(3) lim
´!´0

f .´/不存在，这时称 ´0是 f 的本性奇点.

现在我们分别讨论在上述三种情形下 f 在 ´0点附近的性质. 先证明
定理 5.2.1（Riemann） ´0是 f 的可去奇点的充分必要条件是 f 在 ´0附近有界.

证 必要性是显然的，因为如果 ´0 是 f 的可去奇点，那么 lim
´!´0

f .´/ D a，f 在 ´0

附近当然有界.现在设 f 在 ´0 附近有界，即存在 " > 0，使得当 ´满足 0 < j´ � ´0j < "

时，jf .´/j < M . 因为 f 在无心圆盘D D f´ W 0 < j´ � ´0j < Rg中全纯，根据定理 5.1.2，
f 在D中有 Laurent展开式：

f .´/ D

1X
nD�1

an.´ � ´0/
n; ´ 2 D; (5.2.1)

其中，an D
1

2πi

Z

�

f .�/

.� � ´0/nC1
d�; 0 < � < R; 
� D f� W j� � ´0j D �g. 今取 0 < � < "，故

当 � 2 
� 时，jf .�/j < M . 于是，由长大不等式得

ja�nj D

ˇ̌̌̌
1

2πi

Z

�

f .�/

.� � ´0/�nC1
d�
ˇ̌̌̌

6
M

2π��nC1
� 2π� D M�n;

让 � ! 0，即得 a�n D 0; n D 1; 2; � � � . 这说明在 f 的 Laurent展开式 (5.2.1)中，所有负
次幂的系数都是零，因而展开式 (5.2.1)是一个幂级数. 所以 lim

´!´0

f .´/ D a0，即 ´0 是一

个可去奇点. �

从上面的证明可以看出，在 ´0是 f 的可去奇点的情形下，f 在 f´ W 0 < j´�´0j < Rg

中的展开式为

f .´/ D

1X
nD0

an.´ � ´0/
n;

只要令 f .´0/ D a0，上式便在圆盘 B.´0; R/中成立了，因而 f 在 ´0 处全纯.换句话说，
在这种情形下，只要适当定义 f 在 ´0处的值，便能使 f 在 ´0处全纯.这就是称 ´0为 f

的可去奇点的原因.
再看极点的情形，先证明

命题 5.2.2 ´0是 f 的极点的充分必要条件是 ´0为
1

f
的零点.
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证 如果 ´0是 f 的极点，即 lim
´!´0

f .´/ D 1，那么存在 " > 0，使得当 0 < j´�´0j < "

时，f .´/不等于零. 故 '.´/ D
1

f .´/
在上述无心圆盘中全纯，且 lim

´!´0

'.´/ D 0，即 ´0 是

' 的可去奇点，且 '.´0/ D 0. 反之，如果 ´0是 '.´/ D
1

f .´/
的零点，则

lim
´!´0

f .´/ D lim
´!´0

1

'.´/
D 1;

即 ´0是 f 的极点. �

定义 5.2.3 如果 ´0是
1

f .´/
的 m阶零点，就称 ´0是 f 的 m阶极点.

现在可以证明

定理 5.2.4 ´0是 f 的 m阶极点的充分必要条件是 f 在 ´0附近的 Laurent展开式
为

f .´/ D
a�m

.´ � ´0/m
C � � � C

a�1

´ � ´0

C a0 C a1.´ � ´0/C � � � ; (5.2.2)

其中，a�m ¤ 0.

证 如果 ´0 是 f 的 m 阶极点，根据定义，它是
1

f
的 m 阶零点. 由第 4 章的命题

4.3.4，它在 ´0 的邻域中可以表示为
1

f .´/
D .´ � ´0/

mg.´/，这里，g 在 ´0 处全纯，且

g.´0/ ¤ 0，因而
1

g
也在 ´0处全纯.设

1

g
在 ´0处的 Taylor展开为

1

g.´/
D

1X
nD0

cn.´ � ´0/
n;

这里，c0 ¤ 0，于是

f .´/ D
1

.´ � ´0/m
1

g.´/
D

1X
nD0

cn.´ � ´0/
n�m

D
c0

.´ � ´0/m
C � � � C

cm�1

´ � ´0

C cm C cmC1.´ � ´0/C � � � :

记 an D cnCm; n D �m; � � � ;�1; 0; 1; � � �，即得展开式 (5.2.2).
反之，如果 f 在 ´0附近的 Laurent展开式为 (5.2.2)式，那么

.´ � ´0/
mf .´/ D a�m C a�.m�1/.´ � ´0/C � � � C a0.´ � ´0/

m
C � � � :
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若记上式右端的幂级数为 '.´/，则 ' 在 ´0处全纯，且 '.´0/ D a�m ¤ 0. 因而
1

'
也在 ´0

处全纯，于是
1

f .´/
D .´ � ´0/

m 1

'.´/

在 ´0附近成立．由第 4章的命题 4.3.4，́0是
1

f
的 m阶零点，所以是 f 的 m阶极点. �

最后来看 f 在本性奇点附近的性质.前面已经证明，f 在可去奇点处的特征是 Lau-
rent展开式没有主要部分，只有全纯部分；在极点处的特征是 Laurent展开式的主要部分
只有有限项.因此，在本性奇点处的特征是 Laurent展开式的主要部分有无穷多项.按定
义，́ 0 是 f 的本性奇点是指 lim

´!´0

f .´/不存在，实际上，我们可以证明一个更深刻的结

果.
定理 5.2.5（Weierstrass） 设 ´0是 f 的本性奇点，那么对任意 A 2 C1，必存在趋

于 ´0的点列 f´ng，使得 lim
n!1

f .´n/ D A.

证 先设 A D 1.因为 ´0 是 f 的本性奇点，故 f 在 ´0 附近无界.于是对任意自然

数 n，总能找到 ´n，使得 j´n � ´0j <
1

n
，但 jf .´n/j > n，这说明 lim

n!1
f .´n/ D 1.

再设 A是一个有限数.令 '.´/ D
1

f .´/ � A
，我们证明 ' 在 ´0 的邻域中无界.不然

的话，́0 是 ' 的可去奇点，适当选择 '.´0/的值，可使 ' 在 ´0 处全纯．如果 '.´0/ ¤ 0，

则因 f .´/ D
1

'.´/
C A，f 也在 ´0 处全纯，这不可能.故必有 '.´0/ D 0，这说明 ´0 是

f 的极点，也不可能.所以，' 在 ´0 的邻域中无界.于是，对任意自然数 n，存在 ´n，使得

j´n � ´0j <
1

n
，但

1

jf .´/ � Aj
> n，即 jf .´/ � Aj <

1

n
.这就证明了 lim

n!1
f .´n/ D A. �

后来，Picard又证明了比Weierstrass定理更进一步的结果：
定理 5.2.6（Picard） 全纯函数在本性奇点的邻域内无穷多次地取到每个有穷复

值，最多只有一个例外.
例如，考虑函数 f .´/ D e

1
´，它在 ´ D 0附近是全纯的.若让 ´沿着 x 轴分别从 0的

左边和右边趋于 0，可得

lim
´Dx!0�

e
1
´ D lim

x!0�
e

1
x D 0;

lim
´Dx!0C

e
1
´ D lim

x!0C
e

1
x D 1:

这说明 lim
´!0

e
1
´ 不存在，所以 ´ D 0 是 e

1
´ 的本性奇点. 对于任意复数 a ¤ 0，若取

´n D .log aC 2nπi/�1，则 f .´n/ D elog aC2nπi
D a.由于 ´n ! 0，这说明 e

1
´ 在 ´ D 0的邻

域中可以无穷多次地取到非零值 a，但 0是它的唯一的例外值.
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这个定理的证明超出本书的范围，因此从略.
上面讨论的是孤立奇点为有限点的情形，现在讨论无穷远点为孤立奇点的情形.
如果 f 在无穷远点的邻域（不包括无穷远点）f´ W 0 6 R < j´j < 1g中全纯，就称

1是 f 的孤立奇点.

在这种情形下，作变换 ´ D
1

�
，记

g.�/ D f

�
1

�

�
;

则 g在 0 < j�j <
1

R
中全纯，即 � D 0是 g的孤立奇点. 很自然地，我们有下面的

定义 5.2.7 如果 � D 0是 g的可去奇点、m阶极点或本性奇点，那么我们相应地称

´ D 1是 f 的可去奇点、m阶极点或本性奇点.
因为 g在原点的邻域中有 Laurent展开：

g.�/ D

1X
nD�1

an�
n; 0 < j�j <

1

R
;

所以 f 在 R < j´j < 1中有下面的 Laurent展开：

f .´/ D

1X
nD�1

bn´
n;

其中，bn D a�n; n D 0;˙1; � � � .
特别地，如果 ´ D 1 是 f 的可去奇点，即 � D 0 是 g 的可去奇点，因而 an D 0

（n D �1;�2; � � �），所以 f 的 Laurent展开为

f .´/ D

1X
nD0

b�n´
�n: (5.2.3)

同样道理，如果 ´ D 1分别是 f 的 m阶极点或本性奇点，那么 f 在 R < j´j < 1

中分别有下面的 Laurent展开式：

f .´/ D bm´
m

C � � � C b1 C b0 C b�1´
�1

C � � � ; (5.2.4)

或

f .´/ D � � � C bm´
m

C � � � C b1´C b0 C b�1´
�1

C � � � : (5.2.5)

这时，我们称
1X

nD1

bn´
n为 f 的主要部分，

1X
nD0

b�n´
�n为 f 的全纯部分.

习 题 5.2
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1. 是否存在 B.0; 1/nf0g上的无界全纯函数 f，使得 lim
´!0

´f .´/ D 0?

2. 下列初等全纯函数有哪些奇点?指出其类别：

1

sin ´ � cos ´
；(1)

e
1

1�´

e´ �1
；(2)

sin
1

1 � ´
；(3) tan ´；(4)

e´

´.1 � e´/
；(5) ecot 1

´；(6)

sin
�

1

cos 1
´

�
；(7) etan ´.(8)

3. 证明：若 ´0 是全纯函数 f W B.´0; r/nf´0g ! Cnf0g的本性奇点，则 ´0 也是
1

f .´/
的

本性奇点.
4. 设 R.´/是有理函数，́ 1; ´2; � � � ; ´n 是 R.´/在 C1 上的全部不同的极点.证明：若 ´0

是全纯函数 f W B.´0; r/nf´0g ! C1nf´1; � � � ; ´ng的本性奇点，则 ´0 也是 R
�
f .´/

�
的本性奇点.

5. 设 Pn.´/和Qm.´/分别是 n次和 m次多项式，指出1是下列有理函数的什么奇点：

(1) Pn.´/CQm.´/；

(2)
Pn.´/

Qm.´/
；

(3) Pn.´/Qm.´/.
6. 设 f 是 B.´0; R/nf´0g上非常数的全纯函数.证明：若 ´0 是 f 的零点集的极限点，则

´0是 f 的本性奇点.
7. 若 f 在域 D 上除了极点外，在其他点处都全纯，则称 f 是 D 上的亚纯函数.证明：
若 f 是 B.´0; R/nf´0g 上的亚纯函数，并且 ´0 是 f 的极点集的极限点，则对任意

A 2 C1，存在收敛于 ´0的点列 f´ng � B.´0; R/nf´0g，使得 lim
n!1

f .´n/ D A.

8. 设 f 在 B.0;R/nf0g上全纯. 证明：若 Ref .´/ > 0;8´ 2 B.0;R/nf0g，则 0是 f 的可

去奇点.

9. 设 f 是域D上的亚纯函数.证明：对于任意 A 2 C，
f 0.´/

f .´/ � A
也是D上的亚纯函数，

并且其极点都是 1阶的（f 为常值函数的情形除外）.
10. 证明：若 f 是域D上的亚纯函数，但不全纯，则存在 R > 0，使得 B.1; R/ � f .D/.
11. 设f 在Cnf0g上全纯，并且 0和1都是f 的本性奇点.证明：若令A.r/ D max

j´jDr
Ref .´/; 0 <

r < 1，则

lim
r!1

logA.r/
log r

D 1;

lim
r!0

logA.r/
log 1

r

D 1:
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5.3 整函数与亚纯函数

前面已经讲过，如果 f 在整个复平面 C 上全纯，就称 f 为整函数，f 在 C 上有
Taylor展开式

f .´/ D

1X
nD0

an´
n: (5.3.1)

它当然在 R < j´j < 1中也成立，因此也可把它看成是无穷远点邻域中的 Laurent展开
式.

如果整函数 f 在1处全纯，那么根据 5.2节中的展开式 (5.2.3)，它在1处邻域中

的 Laurent展开式除去常数项外只有负次幂的项，因此在展开式 (5.3.1)中必须有

a1 D a2 D � � � D 0;

所以 f 是一常数.这样，我们就得到了
定理 5.3.1 在无穷远处全纯的整函数一定是常数.
如果无穷远点是整函数 f 的一个 m阶极点，那么根据 5.2节中的展开式 (5.2.4)，它

在无穷远点邻域中的 Laurent展开式除去一个 m次多项式外只有负次幂的项，因此在展

开式 (5.3.1)中必须有
amC1 D amC2 D � � � D 0:

所以 f 是一个 m次多项式.我们已经证明了下面的
定理 5.3.2 如果无穷远点是整函数 f 的一个 m阶极点，那么 f 是一个 m次多项

式.
不是常数和多项式的整函数称为超越整函数. 无穷远点一定是超越整函数的本性

奇点.如 e´; sin ´; cos ´等，都是超越整函数.
如果 f 在整个复平面 C上除去极点外没有其他的奇点，就称 f 是一个亚纯函数.

整函数当然是亚纯函数.此外，有理函数

f .´/ D
Pn.´/

Qm.´/

也是亚纯函数，这里，Pn 和 Qm 是两个既约的多项式.现在来看有理函数在无穷远点的
情况.若记

Pn.´/ D a0 C a1´C � � � C an´
n; an ¤ 0;

Qm.´/ D b0 C b1´C � � � C bm´
m; bm ¤ 0;

那么

f .´/ D
Pn.´/

Qm.´/
D

1

´m�n

an C an�1
1
´

C � � � C a0
1

´n

bm C bm�1
1
´

C � � � C b0
1

´m

:
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所以

lim
´!1

f .´/ D

8̂̂<̂
:̂
an

bm

; n D m；

1; n > m；

0; n < m:

这说明 ´ D 1或是 f 的可去奇点，或是 f 的极点.下面我们将证明，这一事实的逆也成
立.

定理 5.3.3 若 ´ D 1是亚纯函数 f 的可去奇点或极点，则 f 一定是有理函数.

证 因 ´ D 1是 f 的可去奇点或极点，故必存在 R > 0，使得 f 在 R < j´j < 1

中全纯.在 j´j 6 R中，f 最多只能有有限个极点.因若有无穷多个极点 ´j ; j D 1; 2; � � �，

则 f´j g必有收敛的子列 f´kj
g，设其极限为 a，则 jaj 6 R，显然 a不是孤立奇点，这不可

能.今设 ´1; � � � ; ´n为 f 在 j´j 6 R中的有限个极点，它们的阶分别为 m1; � � � ; mn. f 在
´j（j D 1; � � � ; n）附近的 Laurent展开的主要部分为

hj .´/ D
c

.j /
�1

´ � ´j

C
c

.j /
�2

.´ � ´j /2
C � � � C

c
.j /
�mj

.´ � ´j /mj
:

设 f 在1的邻域内的 Laurent展开的主要部分为 g，当 ´ D 1是 f 的极点时，g 是一

个多项式；当 ´ D 1是 f 的可去奇点时，g � 0.令

F.´/ D f .´/ � h1.´/ � � � � � hn.´/ � g.´/;

显然，F 在 C1 中除 ´1; � � � ; ´n 和1外是全纯的，而在 ´1; � � � ; ´n 和1这些点上，f 的

主要部分都已经被消去，因而也是全纯的. 所以，F 是 C1 上的全纯函数，因而由定理

5.3.1，F 是一个常数 c.于是

f .´/ D c C g.´/C

nX
j D1

hj .´/;

所以 f 是有理函数. �

这里，我们顺便得到了这样一个结论：任何有理函数一定能分解成部分分式之和，

而且这种分解是唯一的.这个结论在计算有理函数的不定积分时已经被多次用过.
作为上面三个定理的应用，我们可以定出 C的全纯自同构群和 C1 的亚纯自同构

群.
定理 5.3.4 Aut.C/由所有的一次多项式组成.

证 设 f .´/ D a´ C b; a ¤ 0，则显然 f 2 Aut.C/.反之，对于任意的 f 2 Aut.C/，
因为 f 是整函数，如果 1 是它的可去奇点，则由定理 5.3.1，f 是一个常数，这不可
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能. 如果 1 是 f 的本性奇点，则由定理 5.2.5，对于任意 A 2 C，必有 ´n ! 1，使

得 lim
n!1

f .´n/ D A. 现在记 f .´n/ D wn.，则 ´n D f �1.wn/，两端令 n ! 1，即得

f �1.A/ D 1.这说明 A是 f �1的一个极点，与 f �1是整函数相矛盾.由此可知1必为

f 的极点，由定理 5.3.2知道，f 是一个多项式.又因为 f 在 C上是单叶的，所以 f 只能

是一次多项式. �

定理 5.3.5 Aut.C1/由所有的分式线性变换组成.

证 因为是在 C1 上讨论，Aut.C/中的元素不再是全纯函数，而是亚纯函数.由第 2
章 2.5节的讨论知道，任何分式线性变换都是 Aut.C1/中的元素.现设 f 2 Aut.C1/，则

f 必为亚纯函数，而且1必是 f 的可去奇点或极点.由定理 5.3.3，f 必为有理函数，再
由它的单叶性，它只能是分式线性变换. �

习 题 5.3
1. 求出所有 C上的亚纯函数 f，使得 jf .´/j D 1;8´ 2 @B.0; 1/.
2. 证明：整函数 f .´/无零点，当且仅当存在另一个整函数 g.´/，使得 f .´/ D eg.´/.
3. 设 Pn.´/是 n次多项式，n 2 N. 证明：e´

�Pn.´/有无数个零点.

4. 设 SL.2;C/ D

��
a b

c d

�
W ad � cb D 1

�
; I D

�
1 0

0 1

�
.证明：

(1) SL.2;C/按矩阵乘法构成一个群，fI;�I g是其正规子群；

(2)
�
a b

c d

�
7!

a´C b

c´C d
是商群

SL.2;C/
fI;�I g

与 C1的自同构群 Aut.C1/之间的同构.

5. 设 f .´/是整函数. 证明：
(1) 若 f .R/ � R; f .iR/ � iR，则 f .´/是奇函数；

(2) 若 f .R/ � R; f .iR/ � R，则 f .´/是偶函数.
6. 设 f 在 C1 上亚纯，其极点只有 ´ D 1; ´ D 2和 ´ D 1. 若 f 在这 3个极点处的

Laurent展开式的主要部分分别为
1

´ � 1
;
1

´ � 2
C

1

.´ � 2/2
和 ´C ´2，并且 f .0/ D 0，

求 f .´/.

5.4 残数定理

设 f 在 a点全纯，那么对于 a点邻域中的任意可求长闭曲线 
，都有
Z



f .´/ d´ D 0.

如果 a是 f 的孤立奇点，那么上述积分不一定总等于零，且积分值只与 f 和 a有关，而

与 
 无关. 现在来计算这个积分. 设 f 在 a点邻域中的 Laurent展开式为

f .´/ D

1X
nD�1

cn.´ � a/n;
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这里，

cn D
1

2πi

Z



f .�/

.� � a/nC1
d�; n D 0;˙1; � � � :

特别地，当 n D �1时，我们有

c�1 D
1

2πi

Z



f .�/d�: (5.4.1)

原来所讨论的积分值就是 c�1 的 2πi倍，因此 c�1 这个系数有它特殊的含义.我们给出
下面的

定义 5.4.1 设 a是 f 的一个孤立奇点，f 在 a点的邻域 B.a; r/中的 Laurent展开

为 f .´/ D

1X
nD�1

cn.´ � a/n，称 c�1为 f 在 a点的残数 1，记为

Res.f; a/ D c�1

或

Res
´Da

f D c�1:

根据 (5.4.1)式，我们有 Z



f .´/ d´ D 2πi Res.f; a/: (5.4.2)

这里，
 D f´ W j´ � aj D �g; 0 < � < r .
若 ´ D 1是 f 的孤立奇点，即 f 在 R < j´j < 1中全纯，我们定义 f 在 ´ D 1

处的残数为

Res.f;1/ D �
1

2πi

Z



f .´/ d´; (5.4.3)

这里，
 D f´ W j´j D �g; R < � < 1.
在很多情况下，函数在孤立奇点处的 Laurent展开式是不易得到的，因此有必要讨

论在不知道 Laurent展开式的情况下计算残数的方法.
命题 5.4.2 若 a是 f 的 m阶极点，则

Res.f; a/ D
1

.m � 1/Š
lim
´!a

dm�1

d´m�1
f.´ � a/mf .´/g:

1残数亦称留数.
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证 因为 a是 f 的 m阶极点，故在 a点的邻域中有

f .´/ D
1

.´ � a/m
g.´/; (5.4.4)

这里，g在 a点全纯，且 g.a/ ¤ 0. 于是

f .´/ D
1

.´ � a/m

1X
nD0

g.n/.a/

nŠ
.´ � a/n D

1X
nD0

g.n/.a/

nŠ
.´ � a/n�m:

这是一个 Laurent 展开式，.´ � a/�1 的系数为
g.m�1/.a/

.m � 1/Š
. 由 (5.4.4) 式知 g.´/ D .´ �

a/mf .´/，因而得

Res.f; a/ D
g.m�1/.a/

.m � 1/Š
D

1

.m � 1/Š
lim
´!a

dm�1

d´m�1
f.´ � a/mf .´/g: �

特别地，当 m D 1时，我们有下面的

命题 5.4.3 若 a是 f 的 1阶极点，则

Res.f; a/ D lim
´!a

.´ � a/f .´/:

例 5.4.4 若 f .´/ D
1

1C ´2
; ´ D ˙i都是 f 的 1阶极点，由命题 5.4.3即得

Res.f; i/ D lim
´!i
.´ � i/

1

1C ´2
D
1

2i
;

Res.f;�i/ D lim
´!�i

.´C i/
1

1C ´2
D �

1

2i
:

在某些情况下，下面的命题用起来更方便.
命题 5.4.5 设 f D

g

h
; g和 h都在 a处全纯，且 g.a/ ¤ 0; h.a/ D 0; h0.a/ ¤ 0，那么

Res.f; a/ D
g.a/

h0.a/
:

证 在所设的条件下，a是 f 的 1阶极点，故由命题 5.4.3即知道

Res.f; a/ D lim
´!a

.´ � a/
g.´/

h.´/
D lim

´!a

g.´/
h.´/�h.a/

´�a

D
g.a/

h0.a/
: �

例 5.4.6 计算 f .´/ D
e´

sin ´
在 ´ D 0处的残数.
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解 这时 g.´/ D e´; h.´/ D sin ´. 于是 g.0/ D 1; h.0/ D 0; h0.0/ D 1，因而由命题

5.4.5得
Res.f; 0/ D 1: �

例 5.4.7 计算函数 f .´/ D
ei´

´.´2 C 1/2
在 ´ D �i处的残数.

解 显然，́ D �i是 f 的一个 2阶极点，利用命题 5.4.2，得

Res.f;�i/ D lim
´!�i

d
d´

�
ei´

´.´ � i/2

�
D

e
4
: �

如果 a是 f 的本性奇点，就没有像上面那种简单的计算残数的公式了，这时只能通

过 f 的 Laurent展开来得到 f 在 a点的残数.
例 5.4.8 计算 f .´/ D e´C 1

´ 在 ´ D 0处的残数.

解 因为

f .´/ D e´
�e

1
´ D

�
1C ´C

´2

2Š
C � � �

��
1C

1

´
C

1

2Š´2
C � � �

�
;

这个乘积中，
1

´
的系数为

1C
1

2Š
C

1

2Š3Š
C

1

3Š4Š
C � � � ;

这就是要找的残数，即

Res.f; a/ D

1X
nD0

1

nŠ.nC 1/Š
: �

残数理论的基本定理是下面的

定理 5.4.9 设 D 是复平面上的一个有界区域，它的边界 
 由一条或若干条简单

闭曲线组成. 如果 f 在 D 中除去孤立奇点 ´1; � � � ; ´n 外是全纯的，在闭域 D 上除去

´1; � � � ; ´n外是连续的，那么Z



f .´/ d´ D 2πi
nX

kD1

Res.f; ´k/: (5.4.5)

证 在 D 内以 ´k（k D 1; 2; � � � ; n）为中心作一小圆周 
k，使得所有 
k 都在 D 的

内部，且每一个 
k 都在其余小圆周的外部. 于是由定理 3.2.5，得Z



f .´/ d´ D

nX
kD1

Z

k

f .´/ d´:

再由公式 (5.4.2)，即得所要证的公式 (5.4.5). �
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这个定理称为残数定理，它的主要贡献是把积分计算归结为残数的计算. 而从命题
5.4.2知道，计算残数是一个微分运算. 因此，从实质上来说，残数定理把积分运算变成了
微分运算，从而带来了方便.

例 5.4.10 计算积分 Z



´

.´2 � 1/2.´2 C 1/
d´;

这里，
 D f´ W j´ � 1j D
p
3g.

证 被积函数

f .´/ D
´

.´2 � 1/2.´2 C 1/

有两个 1 阶极点 ´1 D i; ´2 D �i，以及两个 2 阶极点 ´3 D 1; ´4 D �1. 容易看出，
´1; ´2; ´3都在 
 的内部，́4在 
 的外部. 由残数定理得

Z



f .´/ d´ D 2πi
3X

kD1

Res.f; ´k/:

由命题 5.4.3和命题 5.4.2，得

Res.f; i/ D lim
´!i
.´ � i/f .´/

D lim
´!i

´

.´2 � 1/2.´C i/
D
1

8
;

Res.f;�i/ D lim
´!�i

.´C i/f .´/

D lim
´!�i

´

.´2 � 1/2.´ � i/
D
1

8
;

Res.f; 1/ D lim
´!1

d
d´

f.´ � 1/2f .´/g

D lim
´!1

d
d´

�
´

.´C 1/2.´2 C 1/

�
D lim

´!1

�3´3 � ´2 � ´C 1

.´C 1/3.´2 C 1/2

D �
1

8
:

因而有 Z



f .´/ d´ D 2πi
�
1

8
C
1

8
�
1

8

�
D

πi
4
:

�
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例 5.4.11 计算积分 Z
j´jD1

´2 sin2 ´

.1 � e´/5
d´:

解 容易看出，被积函数

f .´/ D
´2 sin2 ´

.1 � e´/5

在 j´j D 1内只有一个极点 ´ D 0. 对于这种类型的函数，直接从 Laurent展开来求残数
更方便些：

´2 sin2 ´

.1 � e´/5
D
´2
�
´ �

´3

3Š
C � � �

�2�
� ´ �

´2

2Š
� � � �

�5 D �
´4
�
1 �

´2

3Š
C � � �

�2
´5
�
1C

´
2Š

C � � �
�5 :

因为

�
1 �

´2

3Š
C � � �

�2�
1C

´
2Š

C � � �
�5 在 ´ D 0 处全纯，且在 ´ D 0 处等于 1，故其 Taylor 展开可写为

1C c1´C � � �，于是得
´2 sin2 ´

.1 � e´/5
D �

1

´
.1C c1´C � � � /;

因而 Res.f; 0/ D �1. 由残数定理即得Z
j´jD1

´2 sin2 ´

.1 � e´/5
d´ D �2πi: �

残数定理也可写成下面的形式：

定理 5.4.12 若 f 在 C中除去 ´1; � � � ; ´n外是全纯的，则 f 在 ´1; � � � ; ´n及 ´ D 1

处的残数之和为零.

证 取 R充分大，使得 ´1; � � � ; ´n都在 B.0;R/中.于是，由残数定理得Z
j´jDR

f .´/ d´ D 2πi
nX

kD1

Res.f; ´k/: (5.4.6)

但由 (5.4.3)式得

�

Z
j´jDR

f .´/ d´ D 2πi Res.f;1/: (5.4.7)

由 (5.4.6)式和 (5.4.7)式即得所要证之结论. �

习 题 5.4
1. 证明：残数定理与 Cauchy积分公式等价.
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2. 若 a是 B.a;R/nfag上全纯函数 f 的可去奇点，其中 a ¤ 1，则显然 Res.f; a/ D 0.
举例说明，若1是 B.1; R/上全纯函数 f 的可去奇点，则 Res.f;1/可能不等于零.

3. 设 f 2 H
�
B.1; R/

�
. 证明：

(1) 若1是 f 的可去奇点，则

Res.f;1/ D lim
´!1

´2f 0.´/；

(2) 若1是 f 的 m阶极点，则

Res.f;1/ D
.�1/m

.mC 1/Š
lim

´!1
´mC2f .mC1/.´/:

4. 设 f; g 2 H
�
B.a; r/

�
; f .a/ ¤ 0; a是 g的 2阶零点，计算 Res

�
f

g
; a

�
.

5. 设 f 在 C上除去孤立奇点外，在其他点处都全纯.证明：
(1) 若 f 是偶函数，则 Res.f;�a/ D � Res.f; a/；
(2) 若 f 是奇函数，则 Res.f;�a/ D Res.f; a/.

6. 设D是由有限条可求长简单闭曲线围成的域，g 2 H.D/ \ C.D/. 证明：若
(1) f 在D上亚纯，在D中的全部彼此不同的极点为 w1; w2; � � � ; wm，其相应的阶数

分别为 q1; q2; � � � ; qm；

(2) f 在Dnfw1; w2; � � � ; wmg上全纯，在 @D上没有零点；

(3) f 在D中的全部彼此不同的零点为 ´1; ´2; � � � ; ´n，其相应的阶数分别为p1; p2; � � � ; pn，

则
1

2πi

Z
@D

g.´/
f 0.´/

f .´/
d´ D

nX
j D1

pjg.´j / �

nX
j D1

qjg.wj /:

并说明这是 Cauchy积分公式和辐角原理的推广.
7. 求下列初等函数在指定点的残数：

(1) Res
�

sin˛´
´3 sinˇ´

; 0

�
（˛ ¤ ˇ; ˇ ¤ 0）；

(2) Res
�

1

.1C ´2/nC1
; i
�
（n 2 N）；

(3) Res
�

Log
´ � a

´ � b
;1

�
（a ¤ b）；

(4) Res
�
1

´2
e

1
´ Log

1 � ˛´

1 � ˇ´
; 0

�
（˛ ¤ ˇ）；

(5) Res
�
´3 cos

1

´ � 2
; 2

�
；

(6) Res.cot3 ´; 0/；

(7) Res
�

1

.´ � a/n.´ � b/m
; a

�
（a ¤ b;m; n 2 N）；
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(8) Res
�

´2n

.1C ´/n
;1

�
（n 2 N）.

8. 指出下列初等函数在 C1 中的全部孤立奇点，并求出这些初等函数在它们各自孤立

奇点处的残数：

1

´3 � ´5
；(1)

´3 C ´2 C 2

´.´2 � 1/2
；(2)

´2 C ´ � 1

´2.´ � 1/
；(3)

´n�1

´n C an
（a ¤ 0; n 2 N）；(4)

1

sin ´
；(5) sin

´

´C 1
；(6)

e´

´.´ � 1/
；(7)

eπ´

´2 C 1
.(8)

9. 设 f; g 2 H
�
B.0;R/

�
\ C

�
B.0;R/

�
; g 在 @B.0;R/上无零点，g 在 B.0;R/中的全部

零点 ´1; ´2; � � � ; ´n都是 1阶零点，求

1

2πi

Z
j´jDR

f .´/

´g.´/
d´:

10. 求积分：

(1)
Z

j´jD2

1

´3.´10 � 2/
d´；

(2)
Z

j´jD1

1

.´ � a/n.´ � b/n
d （́jaj < 1 < jbj; n 2 N）；

(3)
Z 2π

0

ecos � Œcos.n� � sin �/C i sin.n� � sin �/�d�（n 2 Z）；

(4)
Z

j´jDR

´2 d´
e2πi´3

�1
（n < R3 < nC 1; n 2 N）.

11. 计算积分

(1)
Z

j´jDR

p
.´ � a/.´ � b/ d´

�
a ¤ b;R > maxfjaj; jbjg; lim

´!1

p
.´ � a/.´ � b/

´
D 1

�
；

(2)
Z

j´jDR

´n log
´ � a

´ � b
d´
�
a ¤ b;R > maxfjaj; jbjg

�
.

12. 设D是由有限条可求长简单闭曲线围成的域，f .´/在D上亚纯，在D中的全部彼此

不同的极点为w1; w2; � � � ; wm，其相应的Laurent展开式的主要部分为f1.´/; f2.´/; � � �，

fm.´/，并且在Dnfw1; w2; � � � ; wmg上连续.证明：对于任意 ´ 2 D，有

1

2πi

Z
@D

f .�/

� � ´
d� D f .´/ �

mX
j D1

fj .´/:
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5.5 利用残数定理计算定积分

残数定理的重要应用之一是计算各种定积分.在微积分的课程中我们已经知道，大
部分函数的原函数不能用初等函数来表达，因此，通过求原函数来计算定积分只对一部

分函数有效，很多定积分的计算要想其他的办法来解决，利用残数定理就是重要的方法

之一.它的基本思想是这样的：为了求实函数 f .x/在实轴上或实轴上某一区间 I 上的

积分，我们在 I 上适当地加一辅助曲线 l，使其与 I 构成一简单闭曲线 
，其内部记为D.
同时适当选取复变函数 F.´/（当然是根据 f .x/来选取），然后在 D 上对 F.´/应用残

数定理，这样就把要求的积分转化为计算 F.´/在 D 内奇点处的残数和 l 上的积分了.
当然，l 和 F.´/的选取是富于技巧的.

我们分几种类型来讨论：

5.5.1
Z

1

�1

f .x/dx型积分

先证明下面的

定理 5.5.1 设 f 在上半平面 f´ W Im ´ > 0g 中除去 a1; � � � ; an 外是全纯的，在

f´ W Im ´ > 0g中除去 a1; � � � ; an外是连续的.如果 lim
´!1

´f .´/ D 0，那么

Z 1

�1

f .x/ dx D 2πi
nX

kD1

Res.f; ak/: (5.5.1)

�R O R


Ra1

a2

an

图 5.2

证 如图 5.2所示，取充分大的R，使得 a1; � � � ; an包含在半圆盘 f´ W j´j < R; Im ´ >

0g中，记 
R D f´ W ´ D Rei� ; 0 6 � 6 πg，由残数定理得Z R

�R

f .x/ dx C

Z

R

f .´/ d´ D 2πi
nX

kD1

Res.f; ak/: (5.5.2)
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记M.R/ D maxfjf .´/j W ´ 2 
Rg，由假定，lim
R!1

RM.R/ D 0，因而ˇ̌̌̌ Z

R

f .´/ d´
ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌ Z π

0

f .Rei�/Ri ei� d�
ˇ̌̌̌

6 πRM.R/ ! 0（R ! 1）:

在 (5.5.2)式中令 R ! 1，即得公式 (5.5.1). �

推论 5.5.2 设 P 和Q是两个既约多项式，Q没有实的零点，且 degQ� degP > 2，

那么 Z 1

�1

P.x/

Q.x/
dx D 2πi

nX
kD1

Res
�
P.´/

Q.´/
; ak

�
;

这里，ak（k D 1; � � � ; n）为Q在上半平面中的全部零点，degP; degQ分别为 P 和Q的

次数.

证 令 f .´/ D
P.´/

Q.´/
，则 f 满足定理 5.5.1的条件，由定理 5.5.1即得本推论. �

例 5.5.3 计算积分 Z 1

�1

x2 � x C 2

x4 C 10x2 C 9
dx:

解 令 f .´/ D
´2 � ´C 2

´4 C 10´2 C 9
，它满足推论 5.5.2 的条件. 容易看出，分母 Q.´/ D

´4
C 10´2

C 9有 4个零点 ˙i和 ˙3i，但在上半平面中的零点只有 a1 D i和 a2 D 3i两
个，容易算得

Res.f; i/ D
�1 � i
16

;

Res.f; 3i/ D
3 � 7i
48

;

故得 Z 1

�1

x2 � x C 2

x4 C 10x2 C 9
dx D

5

12
π: �

例 5.5.4 计算积分 Z 1

�1

dx
.1C x2/nC1

:

解 令 f .´/ D
1

.1C ´2/nC1
，它显然满足推论 5.5.2的条件，且在上半平面中只有一

个 nC 1阶极点 ´ D i. 应用命题 5.4.2，通过直接计算得

Res.f; i/ D
1

2i
.2n/Š

22n.nŠ/2
;
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于是得 Z 1

�1

dx
.1C x2/nC1

D
.2n/Šπ
22n.nŠ/2

: �

在计算
Z 1

�1

ei˛x f .x/ dx这种类型的积分时，需要应用下面的 Jordan引理：

引理 5.5.5（Jordan） 设 f 在 f´ W R0 6 j´j < 1; Im ´ > 0g上连续，且 lim
´!1
Im ´>0

f .´/

D 0，则对任意 ˛ > 0，有

lim
R!1

Z

R

ei˛´ f .´/ d´ D 0;

这里，
R D f´ W ´ D Rei� ; 0 6 � 6 π; R > R0g.

证 记M.R/ D maxfjf .´/j W ´ 2 
Rg，则由假定，M.R/ ! 0（R ! 1）. 因为Z

R

ei˛´ f .´/ d´ D

Z π

0

ei˛R cos � e�˛R sin � f .Rei�/Ri ei� d�;

所以 ˇ̌̌̌ Z

R

ei˛´ f .´/ d´
ˇ̌̌̌

6 RM.R/

Z π

0

e�˛R sin � d� D 2RM.R/

Z π
2

0

e�˛R sin � d�

6 2RM.R/

Z π
2

0

e� 2
π ˛R�

D
π
2
M.R/.1 � e�˛R/ ! 0（R ! 1）:

这里，我们已经利用了不等式

sin � >
2

π
�
�
0 6 � 6

π
2

�
: �

现在可以证明下面的

定理 5.5.6 设 f 在上半平面 f´ W Im ´ > 0g 中除去 a1; � � � ; an 外是全纯的，在

f´ W Im ´ > 0g中除去 a1; � � � ; an外是连续的. 如果 lim
´!1

f .´/ D 0，那么对任意 ˛ > 0，有

Z 1

�1

ei˛x f .x/ dx D 2πi
nX

kD1

Res
�

ei˛´ f .´/; ak

�
: (5.5.3)

证 取充分大的 R，使得 a1; � � � ; an都包含在半圆盘 f´ W j´j < R; Im ´ > 0g中，对函

数

F.´/ D ei˛´ f .´/
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用残数定理，得Z R

�R

ei˛x f .x/ dx C

Z

R

ei˛´ f .´/ d´ D 2πi
nX

kD1

Res
�

ei˛´ f .´/; ak

�
; (5.5.4)

根据 Jordan引理，有

lim
R!1

Z

R

ei˛´ f .´/ d´ D 0:

在 (5.5.4)式的两端让 R ! 1，即得公式 (5.4.3). �

注意到

ei˛x
D cos˛x C i sin˛x;

在公式 (5.5.3)的两端分别取实部和虚部，即得
推论 5.5.7 在定理 5.5.6的条件下，我们有Z 1

�1

f .x/ cos˛x dx D Re
�
2πi

nX
kD1

Res
�

ei˛´ f .´/; ak

��
;

Z 1

�1

f .x/ sin˛x dx D Im
�
2πi

nX
kD1

Res
�

ei˛´ f .´/; ak

��
:

例 5.5.8 计算积分 Z 1

�1

cos ax
b2 C x2

dx（a > 0; b > 0）:

解 令 f .´/ D
1

b2 C ´2
，它满足定理 5.5.6的条件. 因为

eia´

b2 C ´2
在上半平面中只有

一个 1阶极点 ´ D bi，且

Res
�

eia´

b2 C ´2
; bi
�

D
e�ab

2bi
;

根据推论 5.5.7，即得 Z 1

�1

cos ax
b2 C x2

dx D
π
b

e�ab : �

遇到 f 在实轴上有奇点的情况时，常要使用下面的引理：

引理 5.5.9 设 f 在扇状域

G D f´ D aC �ei�
W 0 < � 6 �0; �0 6 � 6 �0 C ˛g
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上连续，如果 lim
´!a

.´ � a/f .´/ D A，那么

lim
�!0

Z

�

f .´/ d´ D iA˛; (5.5.5)

这里，
� D f´ D aC �ei�
W �0 6 � 6 �0 C ˛g，它的方向是沿着辐角增加的方向.

证 令 g.´/ D .´ � a/f .´/ � A，则 lim
´!a

g.´/ D 0. 若记 M� D supfjg.´/j W ´ D

aC �ei� ; �0 6 � 6 �0 C ˛g，则 lim
�!0

M� D 0. 于是

ˇ̌̌̌ Z

�

g.´/

´ � a
d´
ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌ Z �0C˛

�0

g.aC �ei�/

�ei�
�i ei� d�

ˇ̌̌̌
6 M�˛ ! 0（� ! 0）.

由此即得 Z

�

f .´/ d´ D iA˛ C

Z

�

g.´/

´ � a
d´ ! iA˛（� ! 0）: �

例 5.5.10 计算积分 Z 1

0

sin x
x

dx:

�R �� � R


�


R

O

图 5.3

解 取函数 f .´/ D
ei´

´
，取围道如图 5.3所示，它由线段 Œ�R;���，Œ�; R�和半圆周


�; 
R 组成.在此围道围成的域中，f 是全纯的，因而由 Cauchy积分定理得Z ��

�R

eix

x
dx C

Z

�

�

ei´

´
d´C

Z R

�

eix

x
dx C

Z

R

ei´

´
d´ D 0: (5.5.6)
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由 Jordan引理知道

lim
R!1

Z

R

ei´

´
d´ D 0:

由引理 5.5.9得

lim
�!0

Z

�

�

ei´

´
d´ D �iπ:

在 (5.5.6)式中令 � ! 0;R ! 1，于是得Z 0

�1

eix

x
dx C

Z 1

0

eix

x
dx D iπ;

即 Z 1

�1

eix

x
dx D iπ:

两边取虚部，得 Z 1

�1

sin x
x

dx D π;

因而 Z 1

0

sin x
x

dx D
1

2

Z 1

�1

sin x
x

dx D
π
2
: �

注意，如果 f 是偶函数，
Z 1

0

f .x/ dx的值可以通过等式Z 1

0

f .x/ dx D
1

2

Z 1

�1

f .x/ dx:

从
Z 1

�1

f .x/ dx 的值得到，就像上面的例子那样.如果 f 不是偶函数，这个方法就不行

了.下面就来讨论计算
Z 1

0

f .x/ dx的方法.

5.5.2
Z

1

0

f .x/dx型积分

用残数定理计算
Z 1

0

f .x/ dx 这种类型的积分，往往要借助于对数函数，不像计算Z 1

�1

f .x/ dx型积分直接.我们通过下面两个例子来说明这种方法.

例 5.5.11 计算积分 Z 1

0

xp�1

.1C x/m
dx;

这里，m是正整数，p不是整数，0 < p < m.
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解 取 f .´/ D
´p�1

.1C ´/m
，因为 p不是整数，所以

´p�1
D e.p�1/ Log ´

是一个多值函数.在复平面上，取正实轴作割线得一域，́ p�1 在这个域中能分出单值的

全纯分支．今取定在正实轴上沿取实值的那个全纯分支，即主支：́ p�1
D e.p�1/ log ´.让

f .´/ D
e.p�1/ log ´

.1C ´/m
沿如下的闭曲线 � 积分：先沿正实轴的上沿从 �到 R（0 < � < 1 <

R < 1），再按反时针方向，沿以原点为中心、R为半径的圆周 
R 回到出发处，再沿正实

轴的下沿从 R到 �，最后按顺时针方向沿以原点为中心、�为半径的圆周 
� 回到原来的

出发处（图 5.4）.在正实轴上沿，有

� R

�


R

O

图 5.4

f .´/ D
e.p�1/ log x

.1C x/m
D

xp�1

.1C x/m
；

在正实轴下沿，由于

log ´ D log j´j C 2πi;

所以

e.p�1/ log ´
D e.p�1/.log xC2πi/

D xp�1 e.p�1/2πi
D e2pπi xp�1;

因而

f .´/ D e2pπi xp�1

.1C x/m
:
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显然，f 在由 � 围成的域中只有一个 m阶极点 ´ D �1.由残数定理，有Z R

�

xp�1

.1C x/m
dx C

Z

R

´p�1

.1C ´/m
d´C e2pπi

Z �

R

xp�1

.1C x/m
dx

C

Z

�

�

´p�1

.1C ´/m
d´ D 2πi Res

�
´p�1

.1C ´/m
;�1

�
:

(5.5.7)

当 ´ 2 
R 时，́ D Rei� ; log ´ D logRC i�，所以

j´p�1j

j1C ´jm
D

je.p�1/ log ´ j

j1C ´jm
6

Rp�1

.R � 1/m
:

同样道理，当 ´ 2 
� 时，有
j´p�1j

j1C ´jm
6

�p�1

.1 � �/m
:

于是 ˇ̌̌̌ Z

R

´p�1

.1C ´/m
d´
ˇ̌̌̌

6
Rp�1

.R � 1/m
2πR D 2π

Rp

.R � 1/m
! 0（R ! 1）;

ˇ̌̌̌ Z

�

´p�1

.1C ´/m

ˇ̌̌̌
6

�p�1

.1 � �/m
2π� D 2π

�p

.1 � �/m
! 0（� ! 0）:

在 (5.5.7)式中令 � ! 0;R ! 1，即得

.1 � e2pπi/

Z 1

0

xp�1

.1C x/m
dx D 2πi Res

�
´p�1

.1C ´/m
;�1

�
:

容易算出，当 m D 1时

Res
�
´p�1

1C ´
;�1

�
D e.p�1/πi

D �epπi；

当 m > 1时

Res
�

´p�1

.1C ´/m
;�1

�
D �

1

.m � 1/Š
.1 � p/.2 � p/ � � � .m � 1 � p/epπi :

由此即得 Z 1

0

xp�1

1C x
dx D

π
sinpπ

（0 < p < 1）;Z 1

0

xp�1

.1C x/m
dx D

π
sinpπ

1

.m � 1/Š
.1 � p/.2 � p/ � � � .m � 1 � p/: �

169

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

上面的方法可用来计算一般的积分Z 1

0

f .x/xp�1 dx（0 < p < 1）:

例 5.5.12 计算积分 Z 1

0

log x
.1C x2/2

dx:

解 取函数 f .´/ D
log2 ´

.1C ´2/2
，取围道如图 5.4所示.在正实轴的上沿，有

f .´/ D
log2 x

.1C x2/2
；

在正实轴的下沿，由于 log ´ D log x C 2πi，所以

log2 ´ D .log x C 2πi/2 D log2 x C 4πi log x � 4π2;

因而

f .´/ D
log2 x

.1C x2/2
C 4πi

log x
.1C x2/2

� 4π2 1

.1C x2/2
:

f 在 � 所围成的域中有两个 2阶极点 ´ D ˙i.对 f 用残数定理，得Z R

�

log2 x

.1C x2/2
dx C

Z

R

log2 ´

.1C ´2/2
d´C

Z �

R

log2 x

.1C x2/2
dx

C 4πi
Z �

R

log x
.1C x2/2

dx � 4π2

Z �

R

dx
.1C x2/2

C

Z

�

�

log2 ´

.1C ´2/2
d´

D 2πi
�

Res
�

log2 ´

.1C ´2/2
; i
�

C Res
�

log2 ´

.1C ´2/2
;�i

��
:

(5.5.8)

(5.5.8) 式左端的第一个和第三个积分互相抵消了. 
R 和 
� 上两个积分的估计与例

5.5.11一样： ˇ̌̌̌ Z

R

log2 ´

.1C ´2/2
d´
ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌ Z 2π

0

.logRC i�/2

.1CR2 e2i�/2
Ri ei� d�

ˇ̌̌̌

6 2πR
.logRC 2π/2

.R2 � 1/2
! 0（R ! 1）;ˇ̌̌̌ Z


�

log2 ´

.1C ´2/2
d´
ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌ Z 2π

0

.log �C i�/2

.1C �2 e2i�/2
�i ei� d�

ˇ̌̌̌

6 2π�
.log �C 2π/2

.1 � �2/2
! 0（� ! 0）:
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直接计算残数，得

Res
�

log2 ´

.1C ´2/2
; i
�

D
�4π C π2i

16
;

Res
�

log2 ´

.1C ´2/2
;�i

�
D
12π � 9π2i

16
:

在 (5.5.8)式中令 � ! 0;R ! 1，并取两端的虚部，即得Z 1

0

log x
.1C x2/2

dx D �
π
4
:

在计算过程中我们发现，如果取 f .´/ D
log ´

.1C ´2/2
，则所需计算的积分将被抵消掉，

这是取 f .´/ D
log2 ´

.1C ´2/2
的原因.但若改变围道如图 5.5所示，那么取 f .´/ D

log ´
.1C ´2/2

也是可以的. 这时，f 在 � 围成的域中只有一个 2 阶极点 ´ D i. 当 ´ 2 Œ�R;��� 时，

log ´ D log jxj C iπ.对 f 在 � 上应用残数定理，可得Z ��

�R

log jxj

.1C x2/2
dx C iπ

Z ��

�R

dx
.1C x2/2

C

Z

�

log ´
.1C ´2/2

d´

C

Z R

�

log x
.1C x2/2

dx C

Z

R

log ´
.1C ´2/2

d´

D 2πi Res
�

log ´
.1C ´2/

; i
�
:

(5.5.9)

与上面的做法一样，可证

�R �� � R


�


R

O

图 5.5

lim
R!1

Z

R

log ´
.1C ´2/2

d´ D 0;

171

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

lim
�!0

Z

�

log ´
.1C ´2/2

d´ D 0;

而

Res
�

log ´
.1C ´2/2

; i
�

D
π
8

C
i
4
;

在 (5.5.9)式两端令 � ! 0;R ! 1，得

2

Z 1

0

log x
.1C x2/2

dx � iπ
Z 1

0

dx
.1C x2/2

D 2πi
�

π
8

C
i
4

�
;

两边取实部，即得 Z 1

0

log x
.1C x2/2

dx D �
π
4
:

与第一种方法所得的结果一样. �

5.5.3
Z b

a

f .x/dx型积分

我们讨论两种重要类型的有穷限积分.一种是Z 2π

0

R.sin �; cos �/d�

类型的积分，其中，R.X; Y / 是两个变量 X; Y 的有理函数. 这种类型的积分可以化为Z 1

�1

f .x/ dx型积分来讨论.事实上，因为被积函数是周期为 2π的函数，所以

Z 2π

0

R.sin �; cos �/d� D

Z π

�π
R.sin �; cos �/d�:

作变换 t D tan
�

2
，那么

sin � D
2t

1C t2
;

cos � D
1 � t2

1C t2
;

d� D
2dt
1C t2

;

于是 Z 2π

0

R.sin �; cos �/d� D 2

Z 1

�1

R

�
2t

1C t2
;
1 � t2

1C t2

�
1

1C t2
dt:
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右端积分中的被积函数是 t 的有理函数，这是刚讨论过的积分.
计算这种积分的另外一种方法是把它化为单位圆周上的积分.设 ´ D ei�，那么

cos � D
1

2
.ei�

Ce�i�/ D
1

2

�
´C

1

´

�
;

sin � D
1

2i
.ei�

�e�i�/ D
1

2i

�
´ �

1

´

�
;

d� D
1

i´
d´;

于是 Z 2π

0

R.sin �; cos �/d� D

Z
j´jD1

R

�
1

2i

�
´ �

1

´

�
;
1

2

�
´C

1

´

��
1

i´
d´:

右端积分中的被积函数是 ´的有理函数，积分在单位圆周上进行，因而可用残数定理来

计算.
例 5.5.13 计算积分 Z 2π

0

d�
3C cos � C 2 sin �

:

解 令 ´ D ei�，则Z 2π

0

d�
3C cos � C 2 sin �

D 2

Z
j´jD1

d´
.i C 2/´2 C 6i´C i � 2

:

右端积分中的被积函数有两个 1阶极点

a1 D �
1C 2i
5

; a2 D �1 � 2i;

但只有 a1在单位圆内，被积函数在 a1处的残数为
1

4i
，因而Z 2π

0

d�
3C cos � C 2 sin �

D 4πi �
1

4i
D π: �

用类似的方法可以计算积分Z 2π

0

R.sinn�; cosn�/d�;

这是因为Z 2π

0

R.sinn�; cosn�/d� D

Z
j´jD1

R

�
1

2i

�
´n

�
1

´n

�
;
1

2

�
´n

C
1

´n

��
1

i´
d´:
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这里，n是整数.
如果要计算积分 Z 2π

0

R.sin �; cos �/ cosn�d�

或 Z 2π

0

R.sin �; cos �/ sinn�d�;

则先利用公式Z 2π

0

R.sin �; cos �/ein� d� D

Z
j´jD1

R

�
1

2i

�
´ �

1

´

�
;
1

2

�
´C

1

´

��
´n�1

i
d´: (5.5.10)

算出左端的积分，然后取实部或虚部，即得上述两个积分.
另一种重要类型的有穷限积分是Z b

a

.x � a/r.b � x/sf .x/ dx;

这里，�1 < r; s < 1，且 r C s D �1; 0或 1. 对于这种积分，有下面的计算公式.
定理 5.5.14 设 f 在 C中除去 a1; � � � ; an 外是全纯的，a1; � � � ; an 都不在区间 Œa; b�

上；设 �1 < r; s < 1; s ¤ 0，且 r C s是整数.如果

lim
´!1

´rCsC1f .´/ D A ¤ 1;

那么 Z b

a

.x � a/r.b � x/sf .x/ dx D �
Aπ

sin sπ
C

π
e�sπi sin sπ

nX
kD1

Res.F; ak/; (5.5.11)

这里，F.´/ D .´ � a/r.b � ´/sf .´/.
证明这个定理还需要一个与引理 5.5.9类似的引理：
引理 5.5.15 设 f 在

G D f´ D �ei�
W � > R0; �0 6 � 6 �0 C ˛g

中连续，如果 lim
´!1

´f .´/ D A，那么

lim
�!1

Z

�

f .´/ d´ D iA˛;

这里，
� D f´ D �ei�
W �0 6 � 6 �0 C ˛g，它的方向是沿着辐角增加的方向.

174

yuxtech.github.io


我的博客: yuxtech.github.io 我的公众号:向老师讲数学

证明的方法与引理 5.5.9完全一样，留给读者作练习.
定理 5.5.14的证明 联结 a和 b，我们证明在线段 Œa; b�外部，F.´/ D .´ � a/r.b �

´/sf .´/能分出单值全纯的分支.
事实上，记 ´� a D �1 ei�1; ´� b D �2 ei�2，当 ´沿线段 Œa; b�外部的任意简单闭曲线

转一圈时，́�a和 ´�b的辐角都要增加 2π，.´�a/r.´�b/s的值由原来的 �r
1�

s
2 ei.r�1Cs�2/

变为

�r
1�

s
2 ei.r�1Cs�2/C2π.rCs/i

D �r
1�

s
2 ei.r�1Cs�2/;

等式成立是因为 r C s是整数，这就是说 F.x/的值不变.
现取定在 Œa; b�上岸

arg.´ � a/ D 0; arg.b � ´/ D 0

的一支来讨论.取 R充分大，"充分小，使得由圆周 � D f´ W j´j D Rg的内部以及圆周


1 D f´ W j´ � aj D "g和圆周 
2 D f´ W j´ � bj D "g的外部所构成的域 D 包含 f 的全

部奇点 a1; � � � ; an（见图 5.6）. 在域D上对函数 F 用残数定理，得

a bO

�

l2

l1


1 
2

图 5.6

Z
�

F.´/ d´C

Z

1

F.´/ d´C

Z
l1

F.´/ d´C

Z

2

F.´/ d´C

Z
l2

F.´/ d´

D 2πi
nX

kD1

Res.F; ak/;

(5.5.12)

这里，l1; l2 分别是 Œa; b�上、下岸上的一段. 当 ´ 2 l1 时，arg.´ � a/ D 0; arg.b � ´/ D 0，

所以

.´ � a/r D er log.´�a/
D er log j´�aj

D er log.x�a/
D .x � a/r ;
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.b � ´/s D es log.b�´/
D es log jb�´j

D es log.b�x/
D .b � x/s:

当 ´ 2 l2时，arg.´ � a/ D 0; arg.b � ´/ D �2π，所以，

.´ � a/r D .x � a/r ;

.b � ´/s D es

�
log.b�x/Ci arg.b�´/

�
D e�2sπi.b � x/s:

于是，(5.5.12)式可写为Z
�

F.´/ d´C

Z

1

F.´/ d´C

Z

2

F.´/ d´

C .1 � e�2sπi/

Z b�"

aC"

.x � a/r.b � x/sf .x/ dx

D 2πi
nX

kD1

Res.F; ak/:

(5.5.13)

因为 �1的辐角取 �π，所以

lim
´!1

´F.´/ D lim
´!1

´.´ � a/r.b � ´/sf .´/

D e�sπi lim
´!1

´rCsC1f .´/ D e�sπiA;

故由引理 5.5.15得

lim
R!1

Z
�

F.´/ d´ D 2πi e�sπiA:

由于 r C 1 > 0; s C 1 > 0，所以

lim
´!a

.´ � a/F.´/ D lim
´!a

.´ � a/rC1.b � ´/sf .´/ D 0;

lim
´!b

.b � ´/F.´/ D lim
´!b

.´ � a/r.b � ´/sC1f .´/ D 0;

故由引理 5.5.9得

lim
"!0

Z

1

F.´/ d´ D 0;

lim
"!0

Z

2

F.´/ d´ D 0:

在 (5.5.13)式中令 R ! 1; " ! 0，即得Z b

a

.x � a/r.b � x/sf .x/ dx D �
2πi e�sπiA

1 � e�2sπi
C

2πi
1 � e�2sπi

nX
kD1

Res.F; ak/

176

yuxtech.github.io


我的博客: yuxtech.github.io 我的公众号:向老师讲数学

D �
πA

sin sπ
C

π
e�sπi sin sπ

nX
kD1

Res.F; ak/:

这就是要证明的公式 (5.5.11). �
例 5.5.16 计算积分 Z 1

�1

dx
3
p
.1C x/2.1 � x/

:

解 题中，r D �
2

3
; s D �

1

3
; r C s D �1，是一个整数，f .´/ � 1，所以

lim
´!1

´rCsC1f .´/ D 1:

由公式 (5.5.11)即得 Z 1

�1

dx
3
p
.1C x/2.1 � x/

D
2

p
3

π: �

例 5.5.17 计算积分 Z 1

0

3
p
x2.1 � x/

.1C x/3
dx:

解 题中，r D
2

3
; s D

1

3
; r C s D 1; f .´/ D

1

.1C ´/3
，因而

lim
´!1

´rCsC1f .´/ D lim
´!1

´2

.1C ´/3
D 0:

f 在全平面上只有一个 3阶极点 ´ D �1，于是由公式 (5.5.11)即得Z 1

0

3
p
x2.1 � x/

.1C x/3
dx D

π
sin π

3

e
π
3

i Res
�
´

2
3 .1 � ´/

1
3

.1C ´/3
;�1

�
: (5.5.14)

根据命题 5.4.2，有

Res
�
´

2
3 .1 � ´/

1
3

.1C ´/3
;�1

�
D
1

2
lim

´!�1

d2

d´2

˚
´

2
3 .1 � ´/

1
3

	
: (5.5.15)

易知

d2

d´2

˚
´

2
3 .1 � ´/

1
3

	
D �

2

9
´� 4

3 .1 � ´/
1
3 �

4

9
´� 1

3 .1 � ´/�
2
3 �

2

9
.1 � ´/�

5
3´

2
3 ;

为了计算它在 ´ D �1处的值，注意当 ´ D �1时，arg ´ D π，arg.1 � ´/ D 0，于是

lim
´!�1

d2

d´2

˚
´

2
3 .1 � ´/

1
3

	
D �

2

9
e� 4

3
πi 3p

2 �
4

9
e� π

3
i 1

3
p
4

�
2

9
e

2π
3

i 2� 5
3 :

代入 (5.5.15)式后再代入 (5.5.14)式，即得Z 1

0

3
p
x2.1 � x/

.1C x/3
dx D

3
p
2π

18
p
3
: �
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5.5.4 两个特殊的积分

上面只是大致归纳了一下用残数定理计算积分的类型，但它适用的范围还是相当

有限的.这里介绍的两个积分便不能用第 2小节中的方法来计算.

（1）Fresnel积分
Z 1

0

cos x2 dx和
Z 1

0

sin x2 dx

取函数 f .´/ D ei´2

，取围道如图 5.7所示.因为 f 是整函数，由 Cauchy积分定理，有Z R

0

eix2

dx C

Z

R

ei´2

d´C

Z

2

ei´2

d´ D 0: (5.5.16)

当 ´ 2 
R 时，́ D Rei� ; 0 6 � 6
π
4
，所以

ˇ̌
ei´2 ˇ̌

D e�R2 sin 2� 6 e� 4
π R2� ; 0 6 � 6

π
4
:

于是，当 R ! 1时，有

O R
1


R
2

π
4

图 5.7

ˇ̌̌̌ Z

R

ei´2

d´
ˇ̌̌̌

6
Z π

4

0

e� 4
π R2� Rd� D

π
4R
.1 � e�R2

/ ! 0:

当 ´ 2 
2时，́ D r ei π
4 ; 0 6 r 6 R，所以Z


2

ei´2

d´ D �ei π
4

Z R

0

e�r2 dr:

在 (5.5.16)式中令 R ! 1，即得Z 1

0

eix2

dx D ei π
4

Z 1

0

e�r2 dr D

p
π
2

ei π
4 : (5.5.17)

这里，我们已经利用了已知的概率积分Z 1

0

e�r2 dr D

p
π
2
:
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在 (5.5.17)式两边分别取实部和虚部，即得Z 1

0

cos x2 dx D

Z 1

0

sin x2 dx D
1

2

r
π
2
:

大家不难利用计算这两个积分的方法算出Z 1

0

cos xn dx（n > 1）

和 Z 1

0

sin xn dx（n > 1）:

（2）Poisson积分
Z 1

0

e�ax2

cos bx dx（a > 0）

取函数 f .´/ D e�a´2

，取围道如图 5.8所示. 因为 f 是整函数，由 Cauchy积分定理，
有 Z R

�R

e�ax2

dx C

Z

1

e�a´2

d´C

Z

2

e�a´2

d´C

Z

3

e�a´2

d´ D 0: (5.5.18)

当 ´ 2 
1时，́ D RC iy; 0 6 y 6
b

2a
，所以

�R O R

b

2a

1

RC
b

2a
i


2

�RC
b

2a
i


3

图 5.8

ˇ̌̌̌ Z

1

e�a´2

d´
ˇ̌̌̌

6
Z b

2a

0

e�a.R2�y2/ dy 6 e�aR2

�ea

�
b

2a

�2

�
b

2a
! 0（R ! 1）:

同样道理，有 Z

3

e�a´2

d´ ! 0（R ! 1）:

当 ´ 2 
2时，́ D x C
b

2a
i;�R 6 x 6 R，所以Z


2

e�a´2

d´ D �

Z R

�R

e�a

�
x2� b2

4a2 C b
a

xi
�

dx
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D �e
b2

4a

Z R

�R

e�ax2

e�bxi dx D �e
b2

4a

Z R

�R

e�ax2

cos bx dx:

在 (5.5.18)式中令 R ! 1，即得Z 1

�1

e�ax2

dx � e
b2

2a

Z 1

�1

e�ax2

cos bx dx D 0:

由概率积分可得 Z 1

�1

e�ax2

dx D

r
π
a
;

所以 Z 1

0

e�ax2

cos bx dx D
1

2

r
π
a

e� b2

4a :

习 题 5.5
1. 利用残数定理和 Cauchy积分定理计算下列积分（后面的括号中为正确答案）：

(1)
Z 1

0

x2 C 1

x4 C 1
dx；

�p
2

2
π
�

(2)
Z 1

�1

x2 � x C 2

x4 C 10x2 C 9
dx；

�
5

12
π
�

(3)
Z 1

0

x2

x4 C 6x2 C 13
dx；

0@π
4

s
p
13 � 3

2

1A
(4)

Z 2π

0

1

aC b cos �
d�（0 < b < a）；

�
2π

p
a2 � b2

�
(5)

Z π
2

0

1

aC sin2 �
d�（a > 0）；

�
π
2

1p
a.aC 1/

�
(6)

Z 1

�1

x cos x
x2 � 2x C 10

dx；
�

cos 1 � 3 sin 1
3e3

π
�

(7)
Z 1

0

x sin ax
x2 C b2

dx（a; b > 0）；
�

π
2

e�ab

�
(8)

Z 1

0

cos x
.1C x2/3

dx；
�
7

16
πe�1

�
(9)

Z 1

0

�
sin x
x

�2

dx；
�

π
2

�
（提示：考虑

e2i´ �1

´2
沿图 5.9所示的曲线上的积分.）

(10)
Z 1

0

�
sin x
x

�3

dx；
�
3π
8

�
（提示：考虑

e3i´ �3ei´ C2

´3
沿图 5.9所示的曲线上的积分.）
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O R x

y

r

图 5.9

(11)
Z 1

0

xp

1C x2
dx（�1 < p < 1）；

�
π

2 cos pπ
2

�
(12)

Z 1

0

xp

x2 C 2x cos�C 1
dx（�1 < p < 1;�π < � < π）；

�
π

sinpπ
sinp�
sin�

�
(13)

Z 1

0

1

1C xp
dx（p > 1）；

�
π

p sin π
p

�
(14)

Z 1

�1

epx

1C ex
dx（0 < p < 1）；

�
π

sinpπ

�
(15)

Z 1

0

x1�p.1 � x/p

1C x2
dx（�1 < p < 2）；

�
π

sinpπ

�
2

p
2 cos

pπ
4

�1

��
（提示：考虑

´1�p.1 � ´/p

1C ´2
沿图 5.10所示的曲线上的积分.）

O 1 R x

y

�r

图 5.10

O r R x

y

图 5.11

(16)
Z 1

0

1

.1C x/2

r
.1 � x/3

x
dx；

��
1 �

p
2

2

�
π
�

(17)
Z 1

�1

4
p
.1 � x/3.1C x/

1C x2
dx；

��q
2C

p
2 �

p
2

�
π
�

181

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

(18)
Z 1

0

log x
x2 C 2x C 2

dx；
�

π
8

log 2
�

(19)
Z 1

0

log2 x

x2 C a2
dx（a > 0）；

�
π
8a
.π2

C 4 log2 a/

�
(20)

Z 1

0

p
x log x
x2 C 1

dx；
�p

2

4
π2

�
(21)

Z 1

0

log x
x2 � 1

dx；
�

π2

4

�
（提示：考虑

log ´
´2 � 1

沿图 5.11所示的曲线上的积分.）

(22)
Z 1

0

1

x C 1
log

�
1 � x

x

�
dx；

�
1

2
log2 2

�
(23)

Z 1

0

log
�

ex C1

ex �1

�
dx；

�
π2

4

�
(24)

Z 1

0

sin x
ex �1

dx；
�

π
2

�
e2π C1

e2π �1

�
�
1

2

�
（提示：考虑

ei´

e´ �1
沿图 5.12所示的曲线上的积分.）

O R x

2πi

y

r

图 5.12

O R x

2πi

y

πi

图 5.13

(25)
Z 1

0

x

ex C1
dx；

�
π2

12

�
（提示：考虑

´2

e´ C1
沿图 5.13所示的曲线上的积分.）

(26)
Z 1

0

xn e�x
1
4 sin x

1
4 dx（n D 0; 1; 2; � � �）； .0/

（提示：考虑 ´4nC3 e�´Ci´沿图 5.14所示的曲线上的积分.）

(27)
Z 1

�1

e�.xCia/2

dx；（a 2 R）
�p

π
�

(28)
Z 1

0

e�ax2

cos bx2 dx（a > 0）；

0@p
2π
4

s
p
a2 C b2 C a

a2 C b2

1A
（提示：考虑 e´2.�aCib/沿图 5.15所示的曲线上的积分，其中 ' 待定.）
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O R x

y

图 5.14

y

O xR

'

图 5.15

(29)
Z π

2

0

log sin �d�； .�π log 2/

（提示：先求出广义积分
Z π

2

0

log jei�
�1jd� .）

(30)
Z π

0

x sin x
1 � 2a cos x C a2

dx（a > 0）；

0B@
8̂<̂
:

π
a

log.1C a/; 0 < a 6 1；

π
a

log
�
1C

1

a

�
; a > 1

1CA
（提示：考虑

´

a � e�i´
沿图 5.16所示的曲线上的积分.）

�π O π x

y

Ri

图 5.16

(31)
Z 1

0

log.1C x2/

1C x2
dx； .π log 2/

2. 设 f .´/是有理函数，在 Œ0;1/上无极点，并且1是 f .´/的零点. 证明：

Z 1

0

f .x/

.log x/2 C π2
dx D

nX
kD1

Res
�

f .´/

Log ´ � πi
; ak

�
;
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其中，a1 D �1; a2; a3; � � � ; an 是 f .´/ 在 C 中的全部彼此不同的极点，Log ´ D

log j´j C i Arg ´; 0 < Arg ´ < 2π; ´ 2 CnŒ0;1/.

5.6 一般域上的Mittag–Leffler定理、Weierstrass因子分解
定理和插值定理

定义 5.6.1 设 D 是域，f 在 D 上除了极点外，在其他点处都全纯，则称 f 是 D 上

的亚纯函数.
这里定义的亚纯函数是 5.3节中所定义的亚纯函数的推广，或者说 5.3节中所定义

的亚纯函数是指 C上的亚纯函数.
现在，我们要问：

(1) 若 fang 是域 D 中的一列互不相同并且在 D 内部无极限点的点列， n.´/ D

knX
j D1

cn;j

.´ � an/j
（n D 1; 2; � � �）是给定的一列有理函数，是否存在 D 上的亚纯函数 f，使

得 f 恰以 fang为其极点集，并且在每个 an处的 Laurent展开式的主要部分恰为  n.´/?
(2) 若 fang是单连通域 D 中的一列互不相同并且在 D 内部无极限点的点列，fkng

是一列自然数，是否存在D上的全纯函数 f，使得 f 恰以 fang为其零点集，并且在每个

an处的零点阶数恰为 kn?
(3) 若 fang是单连通域D中的一列互不相同并且在D内部无极限点的点列，Pn.´/ D

knX
j D0

bn;j .´ � an/
j（n D 1; 2; � � �）是给定的一列多项式，是否存在 D 上的全纯函数 f，使

得 f 在每个 an处的 Taylor级数的前 kn C 1项部分和恰为 Pn.´/?
当 fang D fa1; a2; � � � ; aN g为有限个点时，问题 (1)和 (2)的答案显然是肯定的.因为

在 (1)的情形下，只须令 f .´/ D

NX
nD1

 n.´/；在 (2)的情形下，只须令 f .´/ D

NY
nD1

.´�an/
kn

即可.
至于 (3)的情形，即使 fang D fa1; a2g，只有两个点，也不易知道答案是否肯定，更不

用说具体写出一个满足条件的 f 来了.
下面我们将证明问题 (1)，(2)和 (3)的答案都是肯定的.
定理 5.6.2（Mittag–Leffler定理） 设 D 是 C中的域，fang是 D 中的一列互不相

同并且在D内部无极限点的点列，且

 n.´/ D

knX
j D1

cn;j

.´ � an/j
（n D 1; 2; � � �） (5.6.1)
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是给定的一列有理函数，则必存在D上的亚纯函数 f，使得 f 恰以 fang为其极点集，并

且在每个 an处的 Laurent展开式的主要部分恰为  n.´/.

证 对每个 an，存在圆盘 B.an; 3"n/ � D，使得 fB.an; 3"/g互不相交.由引理 3.7.2，
存在 'n 2 C1.C/，使得 'n.´/在 B.an; "n/上恒等于 1，并且 supp'n � B.an; 2"n/.令

u.´/ D

1X
nD1

'n.´/ n.´/; (5.6.2)

则 u 2 C1
�
Dnfan W n 2 Ng

�
，并且当 ´ 2 B.an; "n/nfang时，有 u.´/ D 'n.´/ n.´/ D

 n.´/. 再令

h.´/ D

8<:@u.´/@´
; ´ 2 Dnfan W n 2 Ng；

0; ´ 2 fan W n 2 Ng;
(5.6.3)

注意到当 ´ 2 B.an; "n/nfang 时，h.´/ D
@u.´/

@´
D

@ n.´/

@´
D 0，由 (5.6.3) 式便知

h 2 C1.D/. 根据定理 3.7.3，下面的 @问题

@v

@´
D h

有解 v 2 C1.D/. 令 f D u � v，则 f 在 Dnfan W n 2 Ng 上全纯，这是因为
@f

@´
D

@u

@´
�
@v

@´
D h�h D 0的缘故. 由 (5.6.2)式及 v 2 C1.D/，即知 f 在每个 an处的 Laurent

展开式的主要部分为  n.´/. �

从定理 5.6.2可以推出下面的
定理 5.6.3（Weierstrass因子分解定理） 设 D 是 C中的单连通域，fang是 D 中

的一列互不相同并且在 D 内部无极限点的点列，fkng是一列自然数，则必存在 D 上的

全纯函数 f，使得 f 恰以 fang为其零点集，并且 f 在每个 an处的零点阶数恰为 kn.

证 由定理 5.6.2，存在 D 上的亚纯函数 g，使得 g恰以 fang为其极点集，并且 g在

每个 an处的 Laurent展开式的主要部分恰为
kn

´ � an

.于是，在 an附近有

g.´/ D
kn

´ � an

C gn.´/; (5.6.4)

这里，gn.´/在 an附近全纯. 固定 a0 2 Dnfan W n 2 Ng，令

F.´/ D

Z ´

a0

g.�/d�; ´ 2 Dnfan W n 2 Ng: (5.6.5)
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则对于固定的 ´，由于 Dnfan W n 2 Ng 中连接 a0 和 ´ 的曲线的不同，所得的积分值

也不同. 但从 (5.6.4) 式可看出，两个不同的积分值之差是 2πi 的整数倍. 因此，F.´/ 是
Dnfan W n 2 Ng上的多值全纯函数，但 F.´/在同一点处的任意两个函数值之差是 2πi
的整数倍.于是，f .´/ D eF .´/便是Dnfan W n 2 Ng上的单值全纯函数.我们可验证 f 就

是要求的D上的全纯函数.事实上，由 (5.6.4)式和 (5.6.5)式可知，在 an附近有

F.´/ D kn Log.´ � an/C hn.´/;

这里，hn.´/在 an附近全纯，于是

f .´/ D .´ � an/
kn ehn.´/ :

所以 f 是 D 上的全纯函数，恰以 fan W n 2 Ng为其零点集，并且在每个 an 处的零点阶

数为 k. �

从定理 5.6.3和问题的可解性能得出下面的
定理 5.6.4（插值定理） 设 fang是单连通域 D 中的一列互不相同并且在 D 内部

无极限点的点列，且

Pn.´/ D

knX
j D0

bn;j .´ � an/
j（n D 1; 2; � � �） (5.6.6)

是给定的一列多项式，则必存在 D 上的全纯函数 f，使得 f 在每个 an处的 Taylor级数
的前 kn C 1项部分和恰为 Pn.´/.

证 由定理 5.6.3，可取 g 2 H.D/，使得 g 恰以 fang 为其零点集，g 在每个 an 处

的零点阶数恰为 kn C 1. 对每个 an，存在圆盘 B.an; 3"n/ � D，使得 fB.an; 3"n/g 互

不相交. 由引理 3.7.2，存在 'n 2 C1.C/，使得 'n.´/ 在 B.an; "n/ 上恒等于 1，并且

supp'n � B.an; 2"n/.令

u.´/ D

8̂<̂
:'n.´/

Pn.´/

g.´/
; ´ 2 B.an; 3"n/nfang; n 2 N；

0; ´ 2 Dn
1

[
nD1

�
B.an; 3"n/nfang

�
;

(5.6.7)

则 u 2 C1
�
Dnfan W n 2 Ng

�
，并且 ´ 2 B.an; "n/nfang 时，有 u.´/ D 'n.´/

Pn.´/

g.´/
D

Pn.´/

g.´/
.再令

h.´/ D

8<:@u.´/@´
; ´ 2 Dnfan W n 2 Ng；

0; ´ 2 fan W n 2 Ng;
(5.6.8)
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注意到当 ´ 2 B.an; "n/nfang时，h.´/ D
@u.´/

@´
D

@

@´

�
Pn.´/

g.´/

�
D 0，由 (5.6.8)式便知

h 2 C1.D/. 根据定理 3.7.3，下面的 @问题

@v

@´
D h

有解 v 2 C1.D/. 令
f .´/ D g.´/u.´/ � g.´/v.´/;

则 f 在 Dnfan W n 2 Ng上全纯，这是因为
@f

@´
D g

�
@u

@´
�
@v

@´

�
D g.h � h/ D 0的缘故.

由 (5.6.7)式和 v 2 C1.D/可知 f 2 H.D/，并且在每个 an附近有

f .´/ D Pn.´/ � g.´/v.´/:

若注意到 an是 g.´/v.´/的至少 kn C1阶零点，则知 f 在 an处的 Taylor级数的前 kn C1

项部分和便是 Pn.´/. �

习 题 5.6
1. 设 f 和 g 都是域 D 上的亚纯函数，它们的零点集和极点集相同，并且相应的零点阶

数和极点阶数也相同. 证明：必存在 h 2 H.D/，使得
f .´/

g.´/
D eh.´/;8´ 2 D.

2. 设 fang是域D中互不相同并且在D内部无极限点的点列，Laurent级数

 n.´/ D

1X
j D1

cn;j

.´ � an/j
（n D 1; 2; � � �）

在D上除了 an外的其他点处都全纯.证明：存在 f 2 H
�
Dnfan W n 2 Ng

�
，使得 f 在

每个 an处的 Laurent展开式的主要部分恰为  n.´/.
3. 证明：f 是域 D 上的亚纯函数，当且仅当存在 g; h 2 H.D/; h 6� 0，使得 f .´/ D

g.´/

h.´/
;8´ 2 D.

4.（插值定理的推广）设 fang是域 D 中互不相同并且在 D 内部无极限点的点列，Lau-
rent级数

'n.´/ D

1X
j D�1

bn;j .´ � an//
j（n D 1; 2; � � �）

在D上除了 an外的其他点处都全纯.证明：对于任意整数列 fkng，必存在Dnfan; n 2

Ng上的全纯函数 f，使得 f 在每个 an处的 Laurent展开式恰为

knX
j D�1

bn;j .´ � an/
j

C

1X
j DknC1

cn;j .´ � an/
j :
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5. 设 a1; a2是域D中的两个不同点. Laurent级数

'n.´/ D

1X
j D�1

bn;j .´ � an/
j（n D 1; 2）

在 D 上除了 an 外的其他点处都全纯.举例说明，通常不存在 Dnfa1; a2g上的全纯函

数 f，使得 f 在 a1和 a2处的 Laurent展开式分别为 '1.´/和 '2.´/.
6. 证明：Weierstrass因子分解定理对于一般的域成立.
7. 证明：插值定理对于一般的域成立.

5.7 特殊域上的Mittag–Leffler定理、Weierstrass因子分解
定理和 Blaschke乘积

为了叙述方便起见，我们给出下面的

定义 5.7.1 设 f
ng是一列可求长的简单闭曲线，ln D

Z

n

j d´j是 
n 的长度，dn D

d.0; 
n/ D inf
´2
n

j´j是 
n与原点 O 之间的距离. 若

(1) 
n总是位于 
nC1的内部，原点 O 位于 
1的内部；

(2) dn ! 1（n ! 1）；

(3)
�
ln

dn

�
有界.

则称 f
ng是正则曲线列.
定理 5.7.2 设称 f
ng是正则曲线列，f 是 C上的亚纯函数，若
(1) f 的全部互不相同的极点 fang都是 f 的 1阶极点，记 cn D Res.f; an/；

(2) 原点 O 不是 f 的极点；

(3) f 在
1

[
nD1


n上有界，

则

f .´/ D f .0/C

1X
nD1

cn

�
1

´ � an

C
1

an

�
; (5.7.1)

其中，(5.7.1)式右端在 Cnfan W n 2 Ng上内闭一致收敛.

证 对每个 
n，令 Dn 是由 
n 所围成的单连通域. 设 ´ 2
�
B.0;R/nf0g

�
nfan W n 2

Ng，取 m，使得 B.0;R/ � Dm. 考虑积分

Im D
1

2πi

Z

m

f .�/

�.� � ´/
d�:
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显然，g.�/ D
f .�/

�.� � ´/
在Dm中的全部极点为

0; ´; an 2 Dm;

g在这些极点处的残数分别为

�
f .0/

´
;
f .´/

´
;

cn

an.an � ´/
:

由残数定理便知，当 ´ 2
�
B.0;R/nf0g

�
nfan W n 2 Ng时，有

Im D �
f .0/

´
C
f .´/

´
C

X
an2Dm

cn

an.an � ´/
;

或

f .´/ D f .0/C
X

an2Dm

cn

�
1

´ � an

C
1

an

�
C ´Im; ´ 2 B.0;R/nfan W n 2 Ng:

注意到

j´Imj 6 R
1

2π

Z

m

jf .�/j

j�j
ˇ̌
j�j � j´j

ˇ̌ jd�j 6
R

2π
Mlm

dm.dm �R/
! 0（m ! 1）;

其中，M D sup
�2

1

[
nD1


n

jf .�/j < 1，便知

f .0/C

1X
nD1

cn

�
1

´ � an

C
1

an

�
在 Cnfan W n 2 Ng上内闭一致收敛于 f .´/. �

定理 5.7.3 设 f
ng是正则曲线列，f 是整函数. 若
(1) f 的全部互不相同的零点集为 fang，在每个 an处的零点阶数为 kn；

(2) f .0/ ¤ 0；

(3)
f 0.´/

f .´/
在

1

[
nD1


n上有界，

则

f .´/ D f .0/e
f 0.0/
f .0/

´

1Y
nD1

�
1 �

´

an

�kn

e
kn
an

´; (5.7.2)

其中，(5.7.2)式右端在 Cnfan W n 2 Ng上内闭一致收敛.
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证 对 C上的亚纯函数
f 0.´/

f .´/
应用定理 5.7.2，并注意到

Res
�
f 0.´/

f .´/
; an

�
D kn;

便知
f 0.0/

f .0/
C

1X
nD1

�
kn

´ � an

C
kn

an

�
在 Cnfan W n 2 Ng上内闭一致收敛于

f 0.´/

f .´/
. 于是

Log
f .´/

f .0/
D

Z ´

0

f 0.�/

f .�/
d� D

f 0.0/

f .0/
´C

1X
nD1

Z ´

0

�
kn

� � an

C
kn

an

�
d�; (5.7.3)

其中，积分是沿 Cnfan W n 2 Ng中连接 O 和 ´的任意可求长曲线进行的，并且 (5.7.3)式
右端在 Cnfan W n 2 Ng上内闭一致收敛.因此

f .´/ D f .0/e
f 0.0/
f .0/

´

1Y
nD1

e
R ´

0 .
kn

��an
C

kn
an
/d�

D f .0/e
f 0.0/
f .0/

´

1Y
nD1

�
1 �

´

an

�kn

e
kn
an

´ : �

定理 5.7.4（Blaschke定理） 设 fang是 B.0;R/nf0g中互不相同的点列，fkng是一

列自然数. 若
1X

nD1

kn.R � janj/ < 1;

则 � nY
j D1

�
R.aj � ´/

R2 � aj´

�kj
�

jaj j

aj

�kj
�

(5.7.4)

必在 B.0;R/上内闭一致收敛于一个全纯映射 f W B.0;R/ ! B.0; 1/，使得 f 恰以 fang

为其零点集，且 f 在每个 an处的零点阶数恰为 kn.

证 由所给条件知 fang在 B.0;R/中无极限点，因而 B.0;R/nfan W n 2 Ng是域，并

且
1X

nD1

kn.R
2 � janj2/

.R2 � an´/.´ � an/

在 B.0;R/nfan W n 2 Ng上内闭一致收敛于 g 2 H
�
B.0;R/nfan W n 2 Ng

�
. 显然，g 是

B.0;R/上的亚纯函数，恰以 fang为其极点集，且在每个 an处的残数为 kn. 令

F.´/ D

Z ´

0

g.�/d� D

1X
nD1

Z ´

0

kn.R
2 � janj2/

.R2 � an�/.� � an/
d�

D

1X
nD1

kn

Z ´

0

�
1

� � an

C
an

R2 � an�

�
d�;

(5.7.5)
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其中，积分是沿 B.0;R/nfan W n 2 Ng中连接 O 和 ´的可求长曲线进行的，并且 (5.7.5)
式右端在 B.0;R/nfan W n 2 Ng上内闭一致收敛.显然，F.´/是 B.0;R/nfan W n 2 Ng上

的多值全纯函数，但在同一点处的任意两个函数值之差为 2πi的整数倍，故

h.´/ D eF .´/
D

1Y
nD1

ekn

R ´
0

�
1

��an
C

an

R2�an�

�
d�

D

1Y
nD1

�
R.an � ´/

R2 � an´

�kn
�
R

an

�kn

是 B.0;R/ 上的全纯函数，h 恰以 fang 为其零点集，且在每个 an 处的零点阶数恰为

kn. 再注意到
1Y

nD1

�
janj

R

�kn

是一个正数，便知 (5.7.4) 式在 B.0;R/ 上内闭一致收敛于

h.´/

1Y
nD1

�
janj

R

�kn

. 最后，由于对任意 ´ 2 B.0;R/;

ˇ̌̌̌
R.an � ´/

R2 � an´

ˇ̌̌̌
< 1，若令

f .´/ D h.´/

1Y
nD1

�
janj

R

�kn

D

1Y
nD1

�
R.an � ´/

R2 � an´

�kn
�

janj

an

�kn

;

则

f
�
B.0;R/

�
� B.0; 1/: �

例 5.7.5 用极点处 Laurent级数的主要部分表示 cot ´ �
1

´
.

解 f .´/ D cot ´ �
1

´
的全部极点 ˙nπ（n 2 N）都是 1 阶的，且 Res.f;˙nπ/ D

1; f .0/ D 0.
令 
n为以O为中心，以 .2n�1/π为边长，并且平行于坐标轴的正方形折线，则 f
ng

是正则曲线列.注意到ˇ̌̌̌
cot

�
˙

�
n �

1

2

�
π C iy

�ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
e˙.2n�1/πi e�2y C1

e˙.2n�1/πi e�2y �1

ˇ̌̌̌
D

e2jyj �1

e2jyj C1
6 1;ˇ̌̌̌

cot
�
x ˙ i

�
n �

1

2

�
π
�ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌
1C e�i2x e˙.2n�1/π

1 � e�i2x e˙.2n�1/π

ˇ̌̌̌
6

e.2n�1/π C1

e.2n�1/π �1
6

eπ C1

eπ �1
;

因而 cot ´ �
1

´
在

1

[
nD1


n上有界. 故由定理 5.7.2得

cot ´ �
1

´
D

1X
nD1

��
1

´ � nπ
C

1

nπ

�
C

�
1

´C nπ
�
1

nπ

��
D

1X
nD1

2´

´2 � n2π2
;
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或者

cot ´ D
1

´
C

1X
nD1

2´

´2 � n2π2
: �

例 5.7.6 求 sin ´的因子分解.

解 整函数 f .´/ D
sin ´
´
的全部零点 ˙nπ（n 2 N）都是 1阶的，且 f .0/ D 1. 设

f
ng是例 5.7.5中给出的正则曲线列，则

f 0.´/

f .´/
D cot ´ �

1

´

在
1

[
nD1


n上有界. 故由定理 5.7.3得

sin ´
´

D

1Y
nD1

��
1 �

´

nπ

�
e

´
nπ

���
1C

´

nπ

�
e� ´

nπ

�
D

1Y
nD1

�
1 �

´2

n2π2

�
;

或者

sin ´ D ´

1Y
nD1

�
1 �

´2

n2π2

�
: �

习 题 5.7
1. 用极点处 Laurent级数的主要部分表示下列 C上的亚纯函数：

1

e´ �1
；(1)

1

cos ´
；(2)

tan ´；(3)
1

sin ´
�
1

´
.(4)

2. 将下列整函数进行因子分解：

e´
�1；(1) ea´

�eb´；(2)

cos ´；(3) cos ´ � sin ´.(4)

3. 设 fang是 B.0;R/nf0g中互不相同的点列，fbng是点列 fang关于圆周 @B.0;R/的对

称点列，fkng是自然数列.证明：若
1X

nD1

kn.R � janj/ < 1，则

� nY
j D1

�
´ � aj

´ � bj

�kj
�

在 B.0;R/上内闭一致收敛于一个全纯映射 f W B.0;R/ ! B.0; 1/，使得 f 恰以 fang

为其零点集，且 f 在每个 an处的零点阶数恰为 kn.
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4. 设 fang是 Cnf0g中互不相同的点列，fkng是自然数列. 证明：若
1X

nD1

kn

janj
收敛，则

� nY
j D1

�
1 �

´

aj

�kj
�

在 C上内闭一致收敛于一个整函数 f，使得 f 恰以 fang为其零点集，且 f 在每个 an

处的零点阶数恰为 kn.

（提示：
1X

nD1

kn

´ � an

在 Cnfan W n 2 Ng上内闭一致收敛.）

5. 设 fang是 Cnf0g中互不相同的点列，fkng是自然数列.证明：若存在自然数 m，使得
1X

nD1

kn

janjmC1
收敛，则

� nY
j D1

��
1 �

´

aj

�
e

´
aj

C 1
2

�
´

aj

�2

C���C 1
m

�
´

aj

�m �kj
�

在 C上内闭一致收敛于一个整函数 f，使得 f 恰以 fang为其零点集，且 f 在每个 an

处的零点阶数恰为 kn.

（提示：
1X

nD1

kn

�
1

´ � an

C
1

an

C
´

a2
n

C � � � C
´m�1

am
n

�
在 Cnfan W n 2 Ng上内闭一致收敛.）

6. 设 fang是 Cnf0g中互不相同的点列，fkng是自然数列.证明：若存在自然数列 fpng，

使得全纯函数项级数
1X

mD1

kn

�
´

an

�pnC1

在 C上绝对收敛，则� nY
j D1

��
1 �

´

aj

�
e

´
aj

C 1
2

�
´

aj

�2

C���C 1
pj

�
´

aj

�pj
�kj

�
在 C上内闭一致收敛于一个整函数 f，使得 f 恰以 fang为其零点集，且 f 在每个 an

处的零点阶数恰为 kn.

（提示：
1X

nD1

kn

�
1

´ � an

C
1

an

C
´

a2
n

C � � � C
´pn�1

a
pn
n

�
在 Cnfan W n 2 Ng上内闭一致收敛.）

7. 设 fang是 Cnf0g中互不相同的点列，fkng是自然数列.证明：若 lim
n!1

janj D 1，则

� nY
j D1

��
1 �

´

aj

�
e

´
aj

C 1
2

�
´

aj

�2

C���C 1
jkj

�
´

aj

�jkj
�kj

�
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在 C上内闭一致收敛于一个整函数 f，使得 f 恰以 fang为其零点集，且 f 在每个 an

处的零点阶数恰为 kn.
8. 设 f 是非常数的整函数，f 在 Cnf0g中的互不相同的零点集是 fang，其相应的零点

阶数为 fkng; k0 D Res
�
f 0.´/

f .´/
; 0

�
. 证明：一定存在整函数 g，使得

f .´/ D eg.´/ ´k0

1Y
nD1

��
1 �

´

an

�
e

´
an

C 1
´

�
´

an

�2

C���C 1
nkn

�
´

an

�nkn
�kn

:

9. 设 f 是有理函数，1 是 f 的至少 2 阶的零点，并且 f 的全部互不相同的极点

a1; a2; � � � ; am都不是整数. 证明：

(1)
1X

nD�1

f .n/ D �π
mX

kD1

Res
�
f .´/ cot π´; ak

�
；

(2)
1X

nD�1

.�1/nf .n/ D �π
mX

kD1

Res
�
f .´/

sin π´
; ak

�
.

10. 求下列级数的和：

(1)
1X

nD�1

1

.aC n/2
;

1X
nD�1

.�1/n

.aC n/2
（a不是整数）；

(2)
1X

nD0

1

n2 C a2
;

1X
nD0

.�1/n

n2 C a2
（a > 0）；

(3)
1X

nD0

.�1/n

.2nC 1/3
；

(4)
1X

nD1

1

n2k
（k 2 N）.

11. 设 f 是 B.0;R/上非常数的有界全纯函数，fang是 f 在 B.0;R/nf0g中的互不相同的

零点集，fkng是相应的零点阶数. 证明：

1X
nD1

kn.R � janj/ < 1:

12. 设 f 是 B.0;R/上非常数的有界全纯函数，f 在 B.0;R/nf0g中的全部互不相同的零

点集为 fang，相应的零点阶数为 fkng; k0 D Res
�
f 0.´/

f .´/
; 0

�
.证明：一定存在 B.0;R/

上无零点的有界全纯函数 g，使得

f .´/ D g.´/´k0

1Y
nD1

�
R.an � ´/

R2 � an´

�kn
�

janj

an

�kn

;8´ 2 B.0;R/:
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第
6
章

全纯开拓

设 f 是域 G 上的一个全纯函数，如果存在一个比 G 更大的域D（D � G;D ¤ G）

以及 D 上的全纯函数 F，使得当 ´ 2 G 时有 F.´/ D f .´/，就说 F 是 f 在域 D 上的全

纯开拓.

例如，函数 f .´/ D

1X
nD0

´n 是域 G D f´ W j´j < 1g上的全纯函数，令 D D Cnf1g，则

F.´/ D
1

1 � ´
是 D 上的全纯函数.显然 D � G，且当 ´ 2 G 时有 F.´/ D f .´/，所以 F

是 f 在D上的全纯开拓.
设 F 是 f 在 D 上的一个全纯开拓，如果 F1 是 f 在 D 上的另一个全纯开拓，由于

当 ´ 2 G 时有

F.´/ D f .´/ D F1.´/;

故由唯一性定理，当 ´ 2 D时，F.´/ D F1.´/.这说明，如果存在全纯开拓，那么这个开拓
是唯一的. 对于给定的域 G 及 f 2 H.G/，是否一定能将 f 全纯开拓到比 G 更大的域

上去呢?答案是否定的.例如，单位圆盘 B.0; 1/上的全纯函数

f .´/ D

1X
nD0

´nŠ

就不能全纯开拓到比 B.0; 1/更大的域上去.我们将在例 6.2.5中给出这一事实的证明.
如果 f 2 H.G/能全纯开拓，那么如何开拓呢?在这一章中，我们将介绍两种全纯

开拓的方法：用 Schwarz对称原理和用幂级数进行全纯开拓.

6.1 Schwarz对称原理

先证明下面的 Painlevé连续开拓原理：
定理 6.1.1（Painlevé原理） 设 D 是域，
1; � � � ; 
n 是 C中的 n条可求长曲线.如

果 f 在D上连续，在开集Dn
� n

[
kD1


k

�
上全纯，那么 f 必在D上全纯.
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证 任取圆盘 B.a; r/ � D，只须证明 f 在 B.a; r/上全纯即可.由 Morera定理，只
须证明对 B.a; r/中任意可求长简单闭曲线 l，总有Z

l

f .´/ d´ D 0 (6.1.1)
�

就行了. 如果 l 不与 
1; � � � ; 
n 中的任意一条相交，(6.1.1)式当然成立．今设 l 与 
k 相

交，那么由 Cauchy积分定理（定理 3.2.4），只要将 f 沿 l 的积分分解成沿图 6.1中箭
头方向所表示的两条闭曲线的积分，便知 (6.1.1)式也成立.这里考虑的是最简单的情形，
一般情形的证明完全类似.


k

l

B.a; r/

图 6.1

利用 Painlevé原理，即可证明下面的 Schwarz对称原理：
定理 6.1.2（Schwarz对称原理） 设域D关于实轴对称，如果 f 满足

(1) f 在D \ f´ 2 C W Im ´ > 0g上全纯；

(2) f 在D \ f´ 2 C W Im ´ > 0g上连续；

(3) f .D \ R/ � R,
那么

F.´/ D

(
f .´/; ´ 2 D \ f´ 2 C W Im ´ > 0g；

f .´/; ´ 2 D \ f´ 2 C W Im ´ < 0g

便是 f 在D上的全纯开拓.

证 我们证明 F 2 H.D/. 显然，F 在 D \ f´ 2 C W Im ´ > 0g中是全纯的. 今任取
´ 2 D \ f´ 2 C W Im ´ < 0g，那么 � D ´ 2 D \ f´ 2 C W Im ´ > 0g，于是

@

@´
F.´/ D

@

@´
f .´/ D

@

@´
f .´/ D

@

@�
f .�/ D 0:
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这就证明了 F 在D \ f´ 2 C W Im ´ < 0g上全纯. 今任取 x0 2 D \ R，由 (3)，f .´0/取实

数值，因而当 ´在D的下半平面部分趋于 x0时，有

lim
´!x0

F.´/ D lim
´!x0

f .´/ D f .x0/ D f .x0/ D F.x0/;

故 F 在D上连续.由 Painlevé原理即知 F 2 H.D/. �

Schwarz对称原理可以推广到更一般的情形.为了叙述方便，对 C1 中的圆周 
 分

别用 CC
1.
/和 C�

1.
/表示 C1 被 
 分成的两个单连通域.实际上，CC
1.
/和 C�

1.
/就

是圆周 
 的两侧.
定理 6.1.3（推广的 Schwarz对称原理） 设 C1中的域D关于圆周 
 D f´ 2 C W

j´ � ´0j D rg对称，如果 f 满足

(1) f 在D \ CC
1.
/上全纯；

(2) f 在D \
�
CC

1.
/ [ 

�
上连续；

(3) f .D \ 
/ � �，这里，� D fw 2 C W jw � w0j D �g是一个圆周；

(4) 对于任意 ´ 2 D \ CC
1.
/; f .´/ ¤ w0,

那么 f 能全纯开拓到 D 上，成为 D 上的全纯函数 F，F 将 D 中关于 
 对称的两点映

为 F.D/中关于 � 对称的两点.

证 由第 2章 2.5节知道，́ 与 ´0 C
r2

´ � ´0

关于圆周 
 对称，w与 w0 C
�2

w � w0

关

于圆周 � 对称. 令

F.´/ D

8̂<̂
:
f .´/; ´ 2 D \

�
CC

1.
/ [ 

�
；

w0 C
�2

f
�
´0 C

r2

´�a

�
� w0

; ´ 2 D \ C�
1.
/;

由定义，F 在 D \ CC
1.
/中全纯；用定理 6.1.2证明中的方法即知 F 也在 D \ C�

1.
/

中全纯，这里用到了条件 (4). 现在证明 F 在 D 上连续. 为此任取 � 2 D \ 
，当

´ 2 D \ C�
1.
/，且 ´ ! � 时，总有 ´0 C

r2

´ � a
2 D \ CC

1.
/，且 ´0 C
r2

´ � a
! �.

因而 f

�
´0 C

r2

´ � a

�
! f .�/ 2 �，于是也有 w0 C

�2

f
�
´0 C

r2

´�a

�
� w0

! f .�/，即

F.´/ ! f .�/.这就证明了 F 2 C.D/.于是由 Painlevé原理即知 F 2 H.D/. �

注意，在上面的证明中，我们假定 
 和 � 都是 C中的圆周.实际上，
 和 � 中有一

条（或者两条）是直线，定理当然也成立.特别地，当 
 和 � 都是实轴时，就得到定理

6.1.2.
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有时，下面这种特殊情形的 Schwarz对称原理很有用处，它是定理 6.1.3 的一个推
论.
定理 6.1.4（双全纯映射的 Schwarz对称原理） 设 C1 中的域 D 关于圆周 
 D

f´ 2 C W j´ � ´0j D rg对称，如果 f 满足

(1) f 在D \ CC
1.
/上单叶全纯；

(2) f 在D \
�
CC

1.
/ [ 

�
上单叶连续；

(3) f .D \ 
/ � �，这里，� D fw 2 C W jw � w0j D �g是一个圆周；

(4) 对于任意 ´ 2 D \ CC
1.
/; f .´/ ¤ w0,

那么 f 能全纯开拓到 D 上，成为 D 上的单叶全纯函数 F，F 将 D 中关于 
 对称的两

点映为 F.D/中关于 � 对称的两点.
下面看两个用 Schwarz对称原理来构造双全纯映射的例子.

例 6.1.5 设 0 < a < 1; Lk D

�
´ D kπ C

π
2

C iy W 0 6 y 6 a

�
;D D f´ 2 C W

Im ´ > 0gn
� 1

[
kD�1

Lk

�
（图 6.2），求一双全纯映射，把D映为上半平面.

�π �
π
2

�
π
2

O π
2

π C
π
2

x

y

�
π
2

C ai
π
2

C ai

图 6.2

解 已知 w D sin ´ 把半带状域 G D

�
´ 2 C W Im ´ > 0;�

π
2
< Re ´ <

π
2

�
双全

纯地映为上半平面，把点 �
π
2

C ia;�
π
2
;

π
2
;

π
2

C ia分别映为 � cosh a;�1; 1; cosh a，因此，

w D arcsin
sin ´

cosh a
便将 G 双全纯地映为自己. 这时，开射线�

´ D �
π
2

C iy W a < y < 1

�
和 �

´ D
π
2

C iy W a < y < 1

�
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分别被映射为开射线 �
´ D �

π
2

C iy W 0 < y < 1

�
和 �

´ D
π
2

C iy W 0 < y < 1

�
:

反复利用双全纯映射的 Schwarz对称原理（定理 6.1.4）无穷多次，便可将

w D arcsin
sin ´

cosh a

双全纯地开拓到D上，成为D上的双全纯映射，它把D一一地映为上半平面. �

例 6.1.6 圆环 D D f´ 2 C W r1 < j´j < r2g与圆环 G D fw 2 C W R1 < jwj < R2g

双全纯等价的充分必要条件是
r2

r1
D
R2

R1

: (6.1.2)

当 (6.1.2)式成立时，w D f .´/是将D映为 G 的双全纯映射，当且仅当

f .´/ D ei� R2

r2
´; � 2 R

或

f .´/ D ei� r1R2

´
; � 2 R:

特别地，圆环D的全纯自同构群为

Aut.D/ D

�
ei� ´或ei� r1r2

´
W � 2 R

�
:

证 如果 (6.1.2)式成立，那么

f .´/ D ei� R2

r2
´; � 2 R

或

f .´/ D ei� r1R2

´
; � 2 R:

便把D双全纯地映为 G，因而D和 G 全纯等价.
现在证明 (6.1.2)式是必要的.如果 f 将 D 双全纯地映为 G，那么由习题 7.3的第

2题，f 也同胚地将 D 映为 G.先考虑 f 将 j´j D r1 和 j´j D r2 分别映为 jwj D R1 和

jwj D R2的情形.令

D1 D

�
´ 2 C W

r2
1

r2
< j´j < r1

�
;
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O r2
1

r2

r1 r2

D1

D

(a)

O R2
1

R2

R1 R2

G1

G

(b)

图 6.3

G1 D

�
w 2 C W

R2
1

R2

< jwj < R1

�
;

那么 D1 和 G1 分别是 D 和 G 关于 j´j D r1 和 jwj D R1 对称的圆环（图 6.3）.根据
Schwarz对称原理（定理 6.1.4），f 可双全纯开拓到D1上，成为D[D1 [ f´ 2 C W j´j D

r1g上的双全纯函数，而且 f
�
D[D1[f´ 2 C W j´j D r1g

�
D G[G1[fw 2 C W jwj D R1g.

这个过程可继续进行，于是 f 可双全纯开拓到 B.0; r2/，成为 B.0; r2/ 上的双全纯映

射，而且 f
�
B.0; r2/

�
D B.0;R2/; f .0/ D 0，因而有 f .´/ D ei� R2

r2
´. 由于同时成立

f
�
B.0; r1/

�
D B.0;R1/，所以也有 f .´/ D ei� R1

r1
´.由此即得

r2

r1
D
R2

R1

:

再考虑 f 将 j´j D r1 和 j´j D r2 分别映为 jwj D R2 和 jwj D R1 的情形. 这时，

g.´/ D
R1R2

f .´/
也将D双全纯地映为G，并且将 j´j D r1和 j´j D r2分别映为 jwj D R1和

jwj D R2. 由上面的证明便知
r2

r1
D
R2

R1

，而且 g.´/ D ei� R1

r1
´，因而 f .´/ D e�i� r1R2

´
. �

习 题 6.1
1. 设域 D 关于 x 轴对称，f 在 D 上亚纯，f .D \ R/ � R [ f1g. 证明：若 ´0 2 D 是 f

的极点，则 ´0也是 f 的极点，并且

Res.f; ´0/ D Res.f; ´0/:

2. 设域 D 关于圆周 @B.a; r/对称，f 在 D 上亚纯，f
�
D \ @B.a; r/

�
� @B.A;R/.证明：

若 ´0; w0 2 D 关于 @B.a; r/对称，́0 是 f .´/ � A的 1阶零点，则 w0 是 f 的 1阶极

200

yuxtech.github.io


我的博客: yuxtech.github.io 我的公众号:向老师讲数学

点，并且

Res.f;w0/ D �
R2.w0 � a/2

r2f 0.´0/
:

3. 设 0 < r < R < 1; f 在 B.0;R/nB.0; r/上全纯，在 B.0;R/nB.0; r/上连续.证明：若
f 在 @B.0; r/上恒为零，则在 B.0;R/nB.0; r/上也恒为零.

4. 设 
 是圆周 @B.a;R/上的一段开圆弧.证明：若 f 在 B.a;R/上全纯，在 B.a;R/ [ 


上连续，并且在 
 上恒为零，则 f 在 B.a;R/上也恒为零.
5. 将如图 6.4所示的单连通域D双全纯地映为上半平面.

�i O

�i

i
D

图 6.4

6. 利用 Schwarz对称原理证明：若 f 双全纯地将B.a; r/映为B.A;R/，同胚地将B.a; r/

映为 B.A;R/，则 f 必是分式线性变换.
7. 设 P.x1; x2; � � � ; xn/是关于 x1; x2; � � � ; xn 的多项式，f 2 H

�
B.0; r/

�
; � > 1. 证明：若

在圆盘 B.0; r/上成立 f .´/ D P

�
f

�
´

�

�
; f 0

�
´

�

�
; � � � ; f .n�1/

�
´

�

��
，则 f 必能全纯

开拓到 C.
8. 将如图 6.5所示的单连通域D D

�
CnŒ2;1/

�
n
�
B.1; 1/[B.�1; 1/

�
双全纯地映为上半

平面.

�2 �1 O 1 2

D

图 6.5

9. 设 0 < a < 1; Lk D

�
´ D kπ C

π
2

C iy;�a 6 y 6 a

�
;D D

�
Cn

��
� 1;�

π
2

�
[�

π
2
;1

���
n
� 1

[
kD�1

Lk

�
是如图 6.6所示的单连通域，将D双全纯地映为上半平面.

10. 设 Lk D f´ D kπ C iy W 0 6 y < 1g;D D Cn
� 1

[
kD�1

Lk

�
是如图 6.7所示的单连通

域，将D双全纯地映为上半平面.
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�
3π
2

�
π
2

π
2

3π
2

D

图 6.6

�2π �π O π 2π

D

图 6.7

D A

B

C

图 6.8

11. 设 D 是由 3条与 @B.0; 1/正交的圆弧所围成的单连通域，如图 6.8所示.证明：若 '

双全纯地将D映为上半平面 CC
D f´ 2 C W Im ´ > 0g，同胚地将D映为 CC，A;B;C

分别映为 0; 1;1，则 ' 可全纯开拓到 B.0; 1/，并且 '
�
B.0; 1/

�
D Cnf0; 1g.

6.2 幂级数的全纯开拓

这一节要讨论由幂级数确定的和函数如何进行全纯开拓.
设幂级数

f .´/ D

1X
nD0

an´
n (6.2.1)
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的收敛半径为 R，那么 f 是 B.0;R/中的全纯函数．今在收敛圆周 @B.0;R/上取点 �，并

在半径 O� 上取点 ´0 ¤ 0，那么 f 在 ´0处全纯，故在 ´0的邻域中有幂级数展开式

f .´/ D

1X
nD0

f .n/.´0/

nŠ
.´ � ´0/

n: (6.2.2)

设右端幂级数的收敛半径为 �，那么显然有 � > R � j´0j.这时有两种情形：
(1)如果 � > R�j´0j，这时幂级数 (6.2.2)的收敛圆B.´0; �/有一部分在圆盘B.0;R/

的外部（见图 6.9）.设幂级数 (6.2.2)在 B.´0; �/中的和函数为 g，那么当 ´ 2 B.0;R/ \

B.´0; �/时，f .´/ D g.´/，这说明 f 被全纯开拓到 B.´0; �/n
�
B.´0; �/ \ B.0;R/

�
.这时，

称 f 可以沿半径 O� 全纯开拓.

O

´0

�

图 6.9

O

´0

�

图 6.10

(2) 如果 � D R � j´0j，这时幂级数 (6.2.2) 的收敛圆 B.´0; �/ 含在 B.0;R/ 中（图

6.10），因此 f 不能通过 � 全纯开拓到 B.0;R/的外部去.也即对 � 的任意邻域 B.�; ı/，

不存在其上的全纯函数 g，使得 f .´/ D g.´/在 B.0;R/ \ B.�; ı/中成立.这时，称 � 是

f 的一个奇点.
一般来说，我们有下面的

定义 6.2.1 设 f 是域 D 上的全纯函数，对于 � 2 @D，如果存在 � 的邻域 B.�; ı/

及其上的全纯函数 g，使得 f .´/ D g.´/对 ´ 2 D \ B.�; ı/成立，就称 � 是 f 的正则点，

否则称 � 为 f 的奇点.

例 6.2.2 幂级数 f .´/ D

1X
nD0

´n 的收敛半径 R D 1. 取 ´0 2 B.0; 1/; ´0 ¤ 0，则 f

在 ´0处的幂级数展开式为

1

1 � ´
D

1

1 � ´0

1

1 �
´�´0

1�´0

D

1X
nD0

1

.1 � ´0/nC1
.´ � ´0/

n:

右端幂级数的收敛半径

R D

 
lim

n!1

n
s

1

j1 � ´0jnC1

!�1

D j1 � ´0j > 1 � j´0j;
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等号成立当且仅当 ´0是非负实数.这说明除了 ´ D 1外，f 都能通过其收敛圆周上的点

全纯开拓出去.
上面的例子说明 f 在其收敛圆周上只有一个奇点.那么是否有这样的幂级数，其收

敛圆周上一个奇点也没有呢?这是不可能的.
定理 6.2.3 幂级数的收敛圆周上必有其奇点.

证 设幂级数

f .´/ D

1X
nD0

an´
n

的收敛半径为 R（0 < R < 1），那么 f 是 B.0;R/中的全纯函数. 如果 @B.0;R/上没

有 f 的奇点，那么对每个 � 2 @.0;R/，存在 B.�; r�/及 B.�; r�/上的全纯函数 f�，使得当

´ 2 B.0;R/ \ B.�; r�/时，f .´/ D f�.´/.显然，fB.�; r�/g的全体构成 @B.0;R/的一个开

覆盖，由于 @B.0;R/是紧集，故从中可以选出有限个

B.�1; r�1
/; � � � ; B.�m; r�m

/

使得

@B.0;R/ �
m

[
nD1

B.�n; r�n
/:

记

D D B.0;R/ [
� m

[
nD1

B.�n; r�n
/
�
;

并在D上定义函数

g.´/ D

(
f .´/; ´ 2 B.0;R/；

f�k
.´/; ´ 2 B.�k; r�k

/; k D 1; � � � ; m;

则 g 是 D 上的单值全纯函数. 因若 B.�j ; r�j
/ \ B.�k; r�k

/ ¤ ¿，则当 ´ 2 B.�j ; r�j
/ \

B.�k; r�k
/ \ B.0;R/ 时，f�j

.´/ D f�k
.´/. 由唯一性定理（定理 4.3.7），f�j

与 f�k
在

B.�j ; r�j
/ \ B.�k; r�k

/上也相等. 所以，g是 f 在D上的全纯开拓. 由于

g.´/ D

1X
nD0

g.n/.0/

nŠ
´n

D

1X
nD0

f .n/.0/

nŠ
´n

D

1X
nD0

an´
n;

但它的收敛半径严格大于 R，这就与假定相矛盾. �

对于给定的幂级数，找出其收敛圆周上的奇点并不是一件容易的事，但对于一些特

殊的幂级数，还是可以作出一些判断的.
命题 6.2.4 设幂级数

f .´/ D

1X
nD0

an´
n
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的收敛半径为 R（0 < R < 1），如果存在自然数 n0，使得当 n > n0 时总有 an > 0，那

么 ´ D R必是 f 的奇点.

证 如果 ´ D R不是 f 的奇点，那么 f 在
R

2
处展开的幂级数

1X
nD0

f .n/
�

R
2

�
nŠ

�
´�

R

2

�n

的收敛半径 � >
R

2
,即

lim
n!1

nsˇ̌
f .n/

�
R
2

�ˇ̌
nŠ

D
1

�
<
2

R
: (6.2.3)

由幂级数 (6.2.1)知

f .k/

�
R

2

�
D

1X
nDk

n.n � 1/ � � � .n � k C 1/an

�
R

2

�n�k

:

由于当 n > n0时 an > 0，故当 k > n0时，有ˇ̌̌̌
f .k/

�
R

2

�ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌ 1X
nDk

n.n � 1/ � � � .n � k C 1/an

�
R

2

�n�k ˇ̌̌̌
D

1X
nDk

n.n � 1/ � � � .n � k C 1/an

�
R

2

�n�k

:

今在收敛圆周 @B.0;R/上任取一点 ei� R，则当 k > n0时，有ˇ̌̌̌
f .k/

�
1

2
ei� R

�ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌ 1X
nDk

n.n � 1/ � � � .n � k C 1/an

�
ei� R

2

�n�k ˇ̌̌̌
6

1X
nDk

n.n � 1/ � � � .n � k C 1/an

�
R

2

�n�k

D

ˇ̌̌̌
f .k/

�
R

2

�ˇ̌̌̌
:

(6.2.4)

于是由 (6.2.3)式和 (6.2.4)式知道，f 在
1

2
ei� R处展开的幂级数

1X
nD0

f .n/
�

1
2

ei� R
�

nŠ

�
´ �

1

2
ei� R

�n

的收敛半径为

�0
D

0@ lim
n!1

nsˇ̌
f .n/

�
1
2

ei� R
�ˇ̌

nŠ

1A�1

>

0@ lim
n!1

nsˇ̌
f .n/

�
R
2

�ˇ̌
nŠ

1A�1

>
R

2
;

这说明 ei� R是 f 的正则点.由于 ei� R是 @B.0;R/上的任意点，所以收敛圆周 @B.0;R/

上没有 f 的奇点，这与定理 6.2.3的结论相矛盾. �
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定理 6.2.3断言幂级数在其收敛圆周上必有奇点，是否也必有正则点呢?下面的例
子给出了否定的答案.

例 6.2.5 幂级数 f .´/ D

1X
nD0

´nŠ 的收敛半径显然为 1，我们证明收敛圆周 @B.0; 1/

上的每一点都是它的奇点.这时，我们称 @B.0; 1/是 f 的自然边界.

证 由命题 6.2.4知道，́ D 1是 f 的奇点. 今取既约分数
p

q
（q > 0），令 g.´/ D

f
�

ei2π p
q ´
�
，则

g.´/ D

1X
nD0

ei2π p
q

nŠ ´nŠ
D

q�1X
nD0

ei2π p
q

nŠ ´nŠ
C

1X
nDq

´nŠ:

仍由命题 6.2.4知道，́ D 1是 g的奇点，因而 ´ D ei2π p
q 是 f 的奇点.现在证明 @B.0; 1/

上的每一点都是 f 的奇点. 如果 � 2 @B.0; 1/ 不是 f 的奇点，则必存在圆盘 B.�; r/，

使得 f 能全纯开拓到 B.�; r/，故 @B.0; 1/ \ B.�; r/ 中的每个点都是 f 的正则点. 而
@B.0; 1/ \ B.�; r/中必有形如 ei2π p

q 的点，这就和上面的结论相矛盾. �

例 6.2.6 研究幂级数 f .´/ D

1X
nD1

´nŠ

n2
的奇点.

解 上述幂级数的收敛半径显然为 1，并且在其闭收敛圆盘 B.0; 1/ 上绝对一致收

敛.用与例 6.2.5完全相同的方法，知其收敛圆周上的每一点都是它的奇点，即单位圆周
为其自然边界. �

从例 6.2.2、例 6.2.5和例 6.2.6这 3个例子来看，幂级数在其收敛圆周上的收敛性质
与奇点性质没有必然的联系.

习 题 6.2
1. 证明：幂级数收敛圆周上的点是否为其和函数的奇点，与该幂级数的前有限项无关.
2. 证明：若幂级数的收敛圆周上有其和函数的极点，则该幂级数在其收敛圆周上处处发
散.

3. 证明：若幂级数
1X

nD0

an´
n 的和函数在其收敛圆周上有 1阶极点 ´0，此外再无其他奇

点，则

lim
n!1

an

anC1

D ´0:

4. 设 f .´/ D

1X
nD0

an´
n 的收敛半径为 1，F.w/ D f

�
w

1C w

�
D

1X
nD0

bnw
n 的收敛半径为

�. 证明：

(1) � >
1

2
，并且 �1是 f .´/的奇点当且仅当 � D

1

2
；
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(2) 若
1

2
< � < 1，则 f .´/能全纯开拓到 B

�
�

�2

1 � �2
;
�2

1 � �2

�
；

(3) 若 � D 1，则 f .´/能全纯开拓到
�
´ 2 C W Re ´ <

1

2

�
；

(4) 若 � > 1，则 f .´/能全纯开拓到 CnB

�
�2

�2 � 1
;

�

�2 � 1

�
；

(5) 若 � D 1，则 f .´/能全纯开拓到 Cnf1g.
5. 设D是域. 证明：存在 f 2 H.D/，使得 @D中的每个点皆是 f 的奇点.

6. 证明：
1X

nD0

´2n

的收敛圆周上的每个点皆为其和函数的奇点.

7. 证明：
1X

nD0

´2n

2n
的收敛圆周上的每个点皆为其和函数的奇点.

8. 设 f .´/ D

1X
nD0

an´
n 的收敛半径为 1，an（n > 0）是实数，Sn D

nX
kD0

ak. 证明：若

Sn ! 1（n ! 1），则 1是 f .´/的奇点.举例说明，仅仅 jSnj ! 1不能保证 1是

f .´/的奇点.

（提示：考虑
f .´/

1 � ´
.）

9. 证明：若幂级数
1X

nD0

an´
n的收敛半径为 1，其和函数在 @B.0; 1/上有 1阶极点 ´1; ´2; � � �，

´m，此外再无其他奇点，则 fang有界.

10. 设 f .´/ D

1X
nD0

an´
n 的收敛半径为 1，并且 lim

n!1
an D 0. 证明：若 ´0 2 @B.0; 1/不是

f .´/的奇点，则
1X

nD0

an´
n
0 收敛.

6.3 多值全纯函数与单值性定理

前面我们已经遇到过为数不少的初等多值全纯函数，产生多值的唯一原因是辐角

函数 Arg ´在 Cnf0g上不能选出单值的连续分支.因此，若初等多值全纯函数在单连通
域上有定义，则必能在这个单连通域上选出单值的全纯分支，这就是所谓的单值性定理.

如何定义多值全纯函数并非易事. 本节将利用幂级数沿曲线全纯开拓的概念来定
义多值全纯函数，然后证明单值性定理对于多值全纯函数也是成立的.最后，作为单值
性定理的一个应用，我们给出 Liouville定理的推广——Picard小定理.

定义 6.3.1 设幂级数 P.´/ D

1X
nD0

an.´ � a/n的收敛半径 R > 0; ´ D 
.t/（˛ 6 t 6
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ˇ）是以 a为起点的平面曲线. 若存在幂级数族 Pt.´/ D

1X
nD0

an.t/
�
´ � 
.t/

�n
，它具有下

列性质：

(1) 对任意 t 2 Œ˛; ˇ�; Pt 的收敛圆盘 Bt 不退化为一点；

(2) 对任意 t0 2 Œ˛; ˇ�，存在 ı > 0，当 t 2 .t0�ı; t0Cı/\Œ˛; ˇ�时，总有Bt \Bt0
¤ ¿，

并且 Pt 和 Pt0
在 Bt \ Bt0

上恒等；

(3) P˛ D P ,
则称 P 能沿曲线 
 全纯开拓，并称 Pˇ 是 P 沿曲线 
 的全纯开拓.

例 6.3.2 设幂级数 P.´/ D

1X
nD0

an.´� a/n的收敛半径 R > 0，若 ´0 2 B.0;R/不是

P 的奇点，则 P 能沿线段 Œa; ´0�全纯开拓；若 w0 2 @B.a;R/是 P 的奇点，则 P 不能沿

半径 Œa; w0�全纯开拓.
例 6.3.3 幂级数

log j´j C i arg ´ D

1X
nD1

.�1/n�1

n
.´ � 1/n

沿 @B.0; 1/正向的全纯开拓为

log j´j C i.arg ´C 2π/ D 2πi C

1X
nD1

.�1/n�1

n
.´ � 1/n；

沿 @B.0; 1/负向的全纯开拓为

log j´j C i.arg ´ � 2π/ D �2πi C

1X
nD1

.�1/n�1

n
.´ � 1/n:

这表明幂级数沿具有相同起点和终点的两条不同曲线的全纯开拓可能不同.
命题 6.3.4 若幂级数能沿某曲线全纯开拓，则它沿该曲线的全纯开拓是唯一的.

证 设幂级数 P.´/ D

1X
nD0

an.´� a/n的收敛半径 R > 0，́ D 
.t/（˛ 6 t 6 ˇ）是以

a为起点的平面曲线，幂级数族 Pt 和Qt 给出了 P 沿曲线 
 的两个全纯开拓 Pˇ 和Qˇ，

我们的目标是证明 Pˇ D Qˇ .
设 Pt 和 Qt 的收敛圆盘分别为 Bt 和 Ut，� D ft 2 Œ˛; ˇ� W Pt D Qtg.首先，可证明

� 是 Œ˛; ˇ�中的开集.事实上，若 t0 2 �，则存在 ı > 0，当 t 2 .t0 � ı; t0 C ı/ \ Œ˛; ˇ�

时，成立 Bt \ Bt0
¤ ¿，Pt D Pt0

ˇ̌
Bt \Bt0

和 Ut \ Ut0
¤ ¿;Qt D Qt0

ˇ̌
Ut \Ut0

，因为

Pt0
D Qt0

; Bt0
D Ut0

，由全纯函数的内部唯一性定理便知 Pt D Qt，即 t 2 � .
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其次，可证明 � 是 Œ˛; ˇ�中的闭集.事实上，若 t0是 � 的极限点，则可取 t 2 
，使得

Bt \Bt0
¤ ¿，Pt D Pt0

ˇ̌
Bt \Bt0

和Ut \Ut0
¤ ¿;Qt D Qt0

ˇ̌
Ut \Ut0

.因为 Pt D Qt ; Bt D Ut，

由全纯函数的内部唯一性定理便知 Pt0
D Qt0

，即 t0 2 � .
注意到 � ¤ ¿，便知 � D Œ˛; ˇ�. 因此，Pˇ D Qˇ . �

现在给出域D上多值全纯函数的定义.
定义 6.3.5 设D是域，f 是D上的多值函数，即对任意 ´ 2 D;f .´/是一个非空复

数集.若存在以 a 2 D为收敛圆心、以 R > 0为收敛半径的幂级数 P0，使得

(1) P0能沿D中以 a为起点的任意曲线 
 全纯开拓；

(2) 当 ´ 2 D时，f .´/ D fP.t/ W P 是 P0沿D中连接 a和 ´的曲线 
 的全纯开拓g，

即 f 这个多值函数是由幂级数 P0在D上经过全纯开拓得到的，则称 f 是D上的多值

全纯函数.
下面给出本节的主要定理：

定理 6.3.6（单值性定理） 设 f 是域 D 上的多值全纯函数，́ 0 2 D;w0 2 f .´0/.
若 G � D 是单连通域，́ 0 2 G，则必能在 G 上选出 f 的一个单值全纯分支 g，使得

g.´0/ D w0，并且 f 可由
1X

nD0

g.n/.´0/

nŠ
.´ � ´0/

n在D上经过全纯开拓得到.

证 设 f 是由幂级数 P0在D上经过全纯开拓得到的，故可取D中连接 P0的收敛

圆心和 ´0 的曲线 
，使得 P0 沿 
 的全纯开拓 P 满足 P.´0/ D w0.注意，f 也可由幂级
数 P 在D上经过全纯开拓而得到.

不妨设 G 异于 C，否则 P 的收敛半径为 1，定理显然成立. 由 Riemann 映射定
理（定理 7.2.1），存在双全纯映射 '，使得 '

�
B.0; 1/

�
D G; '.0/ D ´0，故 .P ı '/.�/

在 O 处全纯. 因此，h.�/ D

1X
nD0

.P ı '/.n/.0/

nŠ
�n 的收敛半径 � > 0. 我们断言，对任意

�0 2 B.0; 1/，h 能沿 Œ0; �0� 全纯开拓. 实际上，对于 G 中的曲线 ´ D 
.t/ D '.t�0/

（0 6 t 6 1），P 能沿 � 全纯开拓.设幂级数族Qt 给出了 P 沿 � 的全纯开拓，则幂级数

族 ht.�/ D

1X
nD0

.Qt ı '/.n/.t�0/

nŠ
.� � t�0/

n 便给出了 h沿 Œ0; �0�的全纯开拓.这表明 �0 不

是 h的奇点，因此 � > 1.于是 g D h ı '�1在 G 上全纯，并且

P.´/ D

1X
nD0

g.n/.´0/

nŠ
.´ � ´0/

n: �

下面的 Picard小定理是 Liouville定理的推广：
定理 6.3.7（Picard 小定理） 设 f 是整函数，若存在 a; b 2 C; a ¤ b，使得

f .C/ � Cnfa; bg，则 f 是常值函数.

209

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

证 不妨设 a D 0; b D 1，否则考虑
f .´/ � a

b � a
.由 Riemann映射定理（定理 7.2.1）、

边界对应定理（定理 7.3.1）和习题 6.1的第 11题知，存在 B.0; 1/上的全纯函数 '，使得

'
�
B.0; 1/

�
D Cnf0; 1g.再由单值性定理（定理 6.3.6）知，多值全纯函数 '�1

ı f 可在 C
上选出一个单值全纯分支  .由 Liouville定理， 是常值函数，故 f 也是常值函数. �

习 题 6.3
1. 设 f 是域D上的全纯函数，́0 2 D.证明：

F.´/ D

Z ´

´0

f .�/d�

是 D 上的多值全纯函数.这里，积分是沿 D 中连接 ´0 和 ´的任意可求长曲线进行

的.
2. 证明：若 f 是域 D 上非常数的全纯函数，但不是局部双全纯的，则 f �1 一定不是域

G D f .D/上的多值全纯函数.
3. 举例说明，存在 B.0; 1/上的局部双全纯映射 f，使得 f �1 不是域 G D f

�
B.0; 1/

�
上

的多值全纯函数.
4. 证明：不存在 B.0; 1/上的局部双全纯映射 f，使得 f

�
B.0; 1/

�
D C，并且 f �1是 C上

的多值全纯函数.
5. 证明：不存在 B.0; 1/上的局部双全纯映射 f，使得 f

�
B.0; 1/

�
D Cnfag，并且 f �1 是

Cnfag上的多值全纯函数.这里，a是 C中的一个固定点.
6. 求

f .´/ D ´
1
2 D j´j

1
2 ei 1

2
arg ´

D 1C

1X
kD1

 
1
2

k

!
.´ � 1/k

沿单位圆周 @B.0; 1/的正向和反向的全纯开拓.
7. 设幂级数族 fPt W ˛ 6 t 6 ˇg给出了沿平面曲线 ´ D 
.t/（˛ 6 t 6 ˇ）的全纯开拓.
证明：Pt 的收敛半径 R.t/或者在 Œ˛; ˇ�上恒为1，或者是 Œ˛; ˇ�上的正值连续函数.
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第
7
章

共形映射

本章的主题是要对复平面上所有的单连通域在全纯等价的意义下进行分类.两个域
D1和D2称为是全纯等价的，如果存在单叶的全纯函数 f W D1 ! C，使得 f .D1/ D D2，

即 f 一一地把D1映为D2.显然，这是一个等价关系. Riemann首先发现，所有的单连通
域中只有两个等价类：一类仅由一个元素组成，那就是复平面 C；另一类是除 C以外的
全部单连通域.换句话说，任何单连通域，只要不是整个复平面 C，都是相互全纯等价的.
这就是本章要证明的主要定理——Riemann映射定理. Riemann映射定理在复变函数论
中具有十分重要的地位.在单连通域内研究保角变换下的某些不变量时，只需在最简单
的单连通域——单位圆盘上研究就行了.另外，有些物理量的某些性质在保角变换下保
持不变，应用 Riemann映射定理讨论这类问题时，可把域尽量化简.

本章先介绍全纯函数的正规族理论，然后用它来证明 Riemann映射定理，最后，作
为 Riemann映射定理的应用，我们给出把上半平面映射为多角形的 Schwarz–Christoffel
公式.

7.1 正规族

我们从正规族的定义开始.
定义 7.1.1 设F 是域D上的一个函数族，如果它的任意序列 ffng � F 中一定包

含一个在D上内闭一致收敛的子列 ffnk
g，就称F 是D上的一个正规族.

为了给出正规族的特征，我们还需要下面的

定义 7.1.2 设F 是域D上的一个函数族，如果存在常数M，使得对任意的 f 2 F

及 ´ 2 D，均有 jf .´/j 6 M，就说F 在D上是一致有界的.如果对任意紧集 K � D，存

在与 K 有关的常数M.K/，使得对任意的 f 2 F 及 ´ 2 K，有 jf .´/j 6 M.K/，就说F

在D上是内闭一致有界的.
显然，在D上一致有界的函数族一定是内闭一致有界的，反之不然.
定义 7.1.3 设 F 是域 D 上的一个函数族，如果对任意 " > 0，存在 ı > 0，当
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´1; ´2 2 D，且 j´1 � ´2j < ı时，有

jf .´1/ � f .´2/j < "

对每个 f 2 F 都成立，就F 说在D上是等度连续的.
关于一致有界且等度连续的函数列，有下面的 Arzela–Ascoli定理：
定理 7.1.4 设 K 是 C中的紧集，ffng是在 K 上一致有界且等度连续的函数列，那

么 ffng必有子列在 K 上一致收敛.

证 令 A � K 是可数集，且在 K 中稠密.记

A D f�1; �2; � � � g:

由于 ffn.�1/g是有界数列，根据 Bolzano–Weierstrass定理，从中可以取出收敛的子列，即
有

f .1/
n1
.´/; f .1/

n2
.´/; � � �

在 ´ D �1处收敛；因为 ff .1/
nj
.�2/g有界，故有

f .2/
n1
.´/; f .2/

n2
.´/; � � �

在 ´ D �2处收敛.继续这样做下去，可得一串函数列：

f .1/
n1
.´/; f .1/

n2
.´/; � � � ; f .1/

nk
.´/; � � �；

� � �；

f .s/
n1
.´/; f .s/

n2
.´/; � � � ; f .s/

nk
.´/; � � �；

� � � :

其中，后一序列是前一序列的子列，第 s个序列在

�1; �2; � � � ; �s

处收敛.现在取对角线序列

f .1/
n1
.´/; � � � ; f .2/

n2
.´/; � � � ; f .k/

nk
.´/; � � � ; (7.1.1)

它在 A中的每一点处都收敛.
为符号简单起见，我们把函数列 (7.1.1) 记为 ffnk

g，它是 ffng 的一个子列，我们

证明它在 K 上一致收敛. 因为 ffng 在 K 上等度连续，故对任意 " > 0，存在 ı > 0，

当 ´1; ´2 2 K，且 j´1 � ´2j < ı 时，有 jfn.´1/ � fn.´2/j < " 对 n D 1; 2; � � � 都成

立. 显然， [
´2K

B

�
´;
ı

2

�
是 K 的一个开覆盖，根据有限覆盖定理，可以选出有限个圆
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盘，设为 B

�
´j ;

ı

2

�
; j D 1; � � � ; n 来覆盖 K. 今取 �j 2 B

�
´j ;

ı

2

�
; j D 1; � � � ; n，由于

ffnk
.�j /g; j D 1; � � � ; n收敛，由 Cauchy收敛原理，存在 N，当 l; k > N 时，有

jfnl
.�j / � fnk

.�j /j < "; j D 1; � � � ; n: (7.1.2)

今任取 ´ 2 K; ´必定属于 B

�
´j ;

ı

2

�
; j D 1; � � � ; n中的一个，不妨设 ´ 2 B

�
´p;

ı

2

�
. 因

为 �p 2 B

�
´p;

ı

2

�
，于是 j´ � �pj < ı，因而

jfn.´/ � fn.�p/j < "; n D 1; 2; � � � : (7.1.3)

由 (7.1.2)式和 (7.1.3)式即知，当 l; k > N 时，便有

jfnl
.´/ � fnk

.´/j 6 jfnl
.´/ � fnl

.�p/j C jfnl
.�p/ � fnk

.�p/j C jfnk
.�p/ � fnk

.´/j < 3":

这就证明了 ffnk
g在 K 上一致收敛. �

下面的Montel定理给出了全纯函数族是正规族的特征：
定理 7.1.5（Montel） 设F 是域 D 上的全纯函数族，那么F 是正规族的充分必

要条件是F 在D上内闭一致有界.

证 先证必要性.如果F 是 D 上的正规族，但不是内闭一致有界的，那么存在一个

紧集 K � D，使得

supfjf .´/j W ´ 2 K; f 2 F g D 1:

因而存在序列 ffng � F，使得

supfjfn.´/j W ´ 2 Kg > n: (7.1.4)

由于 F 是 D 上的正规族，故在 ffng中存在子列 ffnk
g，它在 D 上内闭一致收敛，设其

极限函数为 f，则当 k > k0时，jfnk
.´/� f .´/j < 1在K 上成立. f 是D上的全纯函数，

当然在 K 上有界，不妨设 jf .´/j 6 M（´ 2 K）.于是，当 ´ 2 K 且 k > k0时，有

jfnk
.´/j 6 jfnk

.´/ � f .´/j C jf .´/j < M C 1: (7.1.5)

由 (7.1.4)和 (7.1.5)式就得到 nk 6 M C 1的矛盾.
现在证明充分性.任取 ffng � F，再取圆盘 B.´0; r/ � D，按假定，ffng在 B.´0; r/

上一致有界.利用引理 4.1.8，即知 ff 0
ng在 B.´0; r/上也一致有界，不妨设 jf 0

nj 6 M;´ 2

B.´0; r/; n D 1; 2; � � � . 对任意 " > 0，取 ı D
"

M
，当 ´1; ´2 2 B.´0; r/，且 j´1 � ´2j < ı时，

有

jfn.´1/ � fn.´2/j D

ˇ̌̌̌ Z ´1

´2

f 0
n.´/ d´

ˇ̌̌̌
6 M j´1 � ´2j < ":
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这就证明了 ffng在 B.´0; r/上等度连续. 今取任意紧集 K � D，由于 K 可用有限个上

面这种圆盘来覆盖，因而 ffng在 K 上也是等度连续的，当然 ffng在 K 上也是一致有界

的.由定理 7.1.4，ffng有子列 ffnk
g在 K 上一致收敛.为了取出在任意紧集上一致收敛

的子列，取一列紧集 Kj，使得

K1 � K2 � � � � � Kj � � � � ! D:

根据上面的讨论，先在 ffng中取出在 K1 上一致收敛的子列 ff .1/
nk

g，再从 ff .1/
nk

g中取出

在K2上一致收敛的子列 ff .2/
nk

g，继续这样做下去.最后，用对角线法即可取出在所有Kj

上一致收敛的子列，这个子列便在任意紧集上一致收敛. �

习 题 7.1
1. 设 ffng是域 D 上的全纯函数列，并且在 D 上内闭一致有界.证明：若 lim

n!1
fn.´/在

D上处处存在，则 ffng在D上内闭一致收敛.
2. 设 ffng是域 D 上的全纯函数列，并且在 D 上内闭一致有界，A D f´ D x C iy 2 D W

x; y为有理数g.证明：若 lim
n!1

fn.´/在 A上处处存在，则 ffng在D上内闭一致收敛.

3.（Vitali定理）设 ffng是域D上的全纯函数列，并且在D上内闭一致有界，f´ng是D

中彼此不同的点列，lim
n!1

´n D ´0 2 D.证明：若 lim
n!1

fn.´/在 f´ng上处处存在，则

ffng在D上内闭一致收敛.
4. 设F 是域D上的全纯函数族，́0 2 D.证明：若

(1) Ref .´/ > 0;8´ 2 D;f 2 F；

(2) f .´0/ D g.´0/;8f; g 2 F ,
则F 是D上的正规族.并举例说明条件 (2)是不可去掉的.

5. 设F 是域D上的正规全纯函数族，g是整函数．证明：fg ı f W f 2 F g也是D上的

正规族.
6. 设D是有界域，0 < M < 1. 证明：

F D

�
f 2 H.D/ W

“
D

jf .´/j2 dx dy 6 M

�
是D上的正规族.

7. 设 ffng是域 D 上的全纯函数列，并且在 D 上内闭一致有界.证明：若存在 ´0 2 D，

使得 lim
n!1

fn.´0/ D A存在，并且 fn.D/ � CnfAg（n 2 N），则 ffng在D上内闭一致

收敛于常数 A.

7.2 Riemann映射定理

现在可以证明下面的 Riemann映射定理：
定理 7.2.1（Riemann） 设 G 是 C中的单连通域，G ¤ C.对于 G 中的任意点 a，
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存在唯一的函数 f W G ! C，使得
(1) f 在 G 中全纯且单叶；

(2) f .a/ D 0; f 0.a/ > 0；

(3) f .G/ D B.0; 1/.

证 证明分下面四步进行：

(1) 作一函数 ' W G ! C，它在 G 中是全纯且单叶的，使得 '.G/是一有界域.事
实上，因为 G ¤ C，故存在 b … G; b ¤ 1. 在 G 中取

p
´ � b 的单值全纯分支，记为

g.´/ D

p
´ � b.显然，它在 G 中是单叶的.设 g.G/ D E，则由第 4章定理 4.4.6知，E

是 C 中的域. E 有一个简单的性质：如果 w 2 E，那么 �w … E. 因为如果 �w 2 E，

则有 ´1; ´2 2 G，使得
p
´1 � b D w;

p
´2 � b D �w. 两边平方后即得 ´1 D ´2，因而

w D �w，即w D 0.这是不可能的，因为 g在G中没有零点.因为 a 2 G，所以 g.a/是E

的内点，故存在 ı > 0，使得 B
�
g.a/; ı

�
� E，因而 B

�
� g.a/; ı

�
� CnE.于是，当 ´ 2 G

时，便有 jg.´/C g.a/j > ı.令

'.´/ D
1

g.´/C g.a/
;

则当 ´ 2 G 时，j'.´/j <
1

ı
，即 '.G/ � B

�
0;
1

ı

�
，这说明 '.G/是一个有界域.

(2) 由步骤 (1)所证，我们不妨假定 G 是有界域.在 G 上定义函数族

F D ff W f在 G 上全纯且单叶; f .a/ D 0; f 0.a/ > 0; f .G/ � B.0; 1/g:

我们首先证明F 不是空集.事实上，因为 G是有界域，故存在 R > 0，使得 G � B.0;R/.
若令

f .´/ D
1

2R
.´ � a/;

由于 jf .´/j 6
1

2R
.j´j C jaj/ < 1，故 f 2 F，这证明F 非空.

现取 r > 0，使得 B.a; r/ � G.根据 Cauchy不等式，对任意 f 2 F，有

f 0.a/ <
1

r
supfjf .´/j W ´ 2 B.a; r/g <

1

r
:

这说明数集 ff 0.a/ W f 2 F g有上界，设M 为其上确界，则

M D supff 0.a/ W f 2 F g < 1:

下面我们证明，存在 f� 2 F，使得 f 0
�.a/ D M .事实上，存在 fn 2 F，使得 lim

n!1
f 0

n.a/ D

M . 由于 F 在 G 上一致有界，因而由定理 7.1.5，它是一个正规族，故在 ffng中可以取

出在 G 上内闭一致收敛的子列 ffnk
g，设其极限函数为 f�，即

lim
k!1

fnk
.´/ D f�.´/: (7.2.1)
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由Weierstrass定理，f� 2 H.G/，且

lim
k!1

f 0
nk
.´/ D f 0

�.´/: (7.2.2)

由 (7.2.2)式及 lim
k!1

f 0
nk
.a/ D M，即得

f 0
�.a/ D M: (7.2.3)

现在证明 f� 2 F .因为每一个 fnk
都是 G 中的单叶全纯函数，由 (7.2.3)式知 f 0

� 不是

常数，由定理 4.4.11知道 f� 也是 G 中的单叶全纯函数.由 (7.2.1)式易知 f�.a/ D 0，且

jf�.´/j 6 1; ´ 2 G.由最大模原理，jf�.´/j D 1不能成立，因而只有 jf�.´/j < 1.这就证
明了 f� 2 F .

(3) 现在证明 f� 即是定理中要找的函数，即要证明 f�.G/ D B.0; 1/. 如果不是这
样，设

f�.G/ D G1 � B.0; 1/;

那么 G1是 B.0; 1/中的一个单连通域，但 G1 ¤ B.0; 1/.因而存在 u0 2 B.0; 1/; u0 … G1，

由此即可引出一个矛盾.为此，令

v D 'u0
D

u0 � u

1 � u0u
;

于是

'u0
.u0/ D 0;

' 0
u0
.0/ D �.1 � ju0j

2/:

'u0
把 G1 映为 B.0; 1/ 中的单连通域 G2，把 u0 映为原点，把原点映为 v0 D u0，所以

O … G2.再令
s D p.v/ D

p
v;

于是

s0 D p.v0/ D
p
v0;

p0.v0/ D
1

2
p
v0

:

它在 G2 中能分出单值全纯的分支，记 p.G2/ D G3，则 G3 是 B.0; 1/ 中的单连通域，

O … G3.最后，令
w D q.s/ D

s0

js0j
's0
.s/;

于是

q0.s0/ D �
s0

js0j

1

1 � js0j2
:
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它把 G3映为 B.0; 1/中的单连通域 G4，把 s0映为原点.于是，复合函数

w D .q ı p ı 'u0
ı f�/.´/ D w.´/

把 G映为 G4，且 w.a/ D 0（见图 7.1）. w.´/显然是 G上的单叶全纯函数.现在来计算

a

G

´

u D f�.´/ O u0

G1

v D 'u0.u/

u

O

v0

G2

v

s D p.v/ w D q.s/
O

s0

G3

s

O

w

G4

图 7.1

w0.a/，根据复合函数的求导法则，有

w0.a/ D q0.s0/p
0.v0/'

0
u0
.0/f 0

�.a/

D
s0

js0j

1

1 � js0j2

1

2
p
v0

.1 � ju0j
2/M

D
1 � ju0j2

2js0j.1 � js0j2/
M > 0:

所以 w 2 F . 若记 u0 D �ei�，则 v0 D �u0 D �ei.�Cπ/; js0j D
ˇ̌p
v0

ˇ̌
D

p
�; 1 � js0j

2
D

1 � �，因而

w0.a/ D
1 � �2

2
p
�.1 � �/

M D
1C �

2
p
�
M > M:

这就是说，我们在F 中找到了一个函数 w，它在 a点的导数大于M，这是不可能的.这
个矛盾说明假设不成立，于是 f�.G/ D B.0; 1/. �

(4) 最后证明满足定理中三个条件的 f 是唯一的.如果还有函数 g也满足这三个条

件，令

h D f ı g�1;
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那么 h
�
B.0; 1/

�
D B.0; 1/，因而 h 2 Aut

�
B.0; 1/

�
. 又因 h.0/ D 0，因而由第 4 章定理

4.5.5知道
h.´/ D ei� ´:

但由于 h0.0/ D
f 0.a/

g0.a/
> 0，即知 h.´/ D ´，从而

f .´/ � g.´/; ´ 2 G:

由 Riemann定理立刻可得
定理 7.2.2 设 G 和 D 是 C 中的两个单连通域，如果它们都不是整个平面 C，那

么对于给定的 ´0 2 G 和 w0 2 D，存在唯一的函数 f，它在 G 上单叶且全纯，f .´0/ D

w0; f
0.´0/ > 0，且 f .G/ D D.

证 由 Riemann映射定理，存在唯一的全纯函数 g，使得 � D g.´/把 G 一一地映为

j�j < 1，且 g.´0/ D 0; g0.´0/ > 0.同样道理，存在唯一的全纯函数 � D h.w/，它把 D 一

一地映为 j�j < 1，且 h.w0/ D 0; h0.w0/ > 0.于是，函数 w D .h�1
ı g/.´/ D f .´/即是符

合定理条件的函数. �

这个定理断言，两个异于 C的单连通域是全纯等价的.已经知道单连通域和多连通
域一定不全纯等价，那么两个 n（n > 1）连通域是不是全纯等价呢?一般来说，答案是
否定的.例 6.1.6已为我们提供了这样的例子：即使两个最简单的二连通域——个同心圆
环 D D f´ 2 C W r1 < j´j < r2g和 G D fw 2 C W R1 < jwj < R2g全纯等价也是有条件

的，要求它们满足
r2

r1
D
R2

R1

.这从另一个角度说明了 Riemann映射定理的重要性.

习 题 7.2
1.（推广的 Liouville 定理）设 D 是异于 C 的单连通域. 证明：若 f 是整函数，并且

f .C/ � D，则 f 是常值函数.
2. 设 D 是异于 C 的单连通域，a 2 D. 证明：若 f 将 D 双全纯地映为 B.0; 1/，并且

f .a/ D 0; f 0.a/ > 0，则

min
´2@D

j´ � aj 6
1

f 0.a/
6 max

´2@D
j´ � aj:

称
1

f 0.a/
为D在 a处的映射半径.

3. 设 D 是异于 C 的单连通域，a 2 D，f 将 D 双全纯地映为 B.0; 1/，并且 f .a/ D

0; f 0.a/ > 0.证明：若 g将D双全纯地映为 B.0; 1/; p D g�1.0/，则

g.´/ D
g0.a/

jg0.a/j

f .´/ � f .p/

1 � f .p/f .´/
:
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4. 设 D 为异于 C的凸域，a 2 D;F D ff 2 H.D/ W f .a/ D 0; f 0.a/ > 0g.证明：F 中
满足 f .D/ D B.0; 1/和 Ref 0.´/ > 0（8´ 2 D）的 f 最多只有一个.

5. 设 D 是异于 C的单连通域，a 2 D，R为 D 在 a处的映射半径.证明：若 F 2 H.D/，

F.a/ D 0; F 0.a/ D 1，则 sup
´2D

jF.´/j > R.等号成立当且仅当 F 是将 D 映为 B.0;R/

的双全纯映射.
6. 证明：

(1) 存在 B.0; 1/上的全纯函数 f，使得 f
�
B.0; 1/

�
D C；

(2) 对于 a 2 C，存在 B.0; 1/上的全纯函数 f，使得 f
�
B.0; 1/

�
D Cnfag.

并将这里的结论与习题 6.3的第 3题和第 4题作比较.
7. 设 D 是异于 C 的单连通域，a 2 D，R 为 D 在 a 处的映射半径. 证明：若 F 2

H.D/; F.a/ D 0; F 0.a/ D 1，则“
D

jF 0.´/j2 dx dy > πR2:

等号成立当且仅当 F 是将D映为 B.0;R/的双全纯映射.

7.3 边界对应定理

Riemann 映射定理断言，一定存在双全纯映射 f 把任一单连通域 G（整个平面 C
除外）一一地映为单位圆盘 B.0; 1/.一个自然的问题是，f 在把 G 映为 B.0; 1/的同时，

是否也把 G 的边界 @G 映为单位圆盘的边界?一般来说，一个域的边界可以是相当复杂
的，下面只就 G 的边界是一条简单闭曲线的情形来回答上面的问题.
定理 7.3.1（边界对应定理） 设 G 是由一条简单闭曲线 � 所围成的域，如果

w D f .´/把 G双全纯地映为 B.0; 1/，那么 f 的定义可扩充到 � 上，使得 f 2 C.G/，且

把 � 一一地映为 jwj D 1，� 关于 G 的正向对应于 f .� /关于 B.0; 1/的正向.

证 证明分下面四步进行：

(1) 先证明对于任意 � 2 @G; lim
´!�
´2G

f .´/ 存在. 为此只要证明，如果 lim
´n!�

f .´n/ D

a; lim
´0

n!�
f .´0

n/ D b，则必有 a D b.

首先，容易看出，a; b 都在单位圆周上.不然的话，若 a 2 B.0; 1/，记 wn D f .´n/，则

´n D f �1.wn/.由于 f �1在 B.0; 1/中连续，因而有

� D lim
n!1

´n D lim
n!1

f �1.wn/ D lim
wn!a

f �1.wn/ D f �1.a/;

这不可能.
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现在设 a ¤ b，作分式线性变换 T，使得 T
�
B.0; 1/

�
D B.0; 1/; T .a/ D ei π

4 ; T .b/ D

ei 5
4

π.令 g.´/ D T
�
f .´/

�
，则 g仍然把 G 双全纯地映为 B.0; 1/，但

lim
´n!�

g.´n/ D lim
´n!�

T
�
f .´n/

�
D T .a/ D ei π

4 ;

lim
´0

n!�
g.´0

n/ D lim
´0

n!�
T
�
f .´0

n/
�

D T .b/ D ei 5
4

π :

对任给的 " > 0，必有 ı > 0，当 0 < j´n � �j < ı; 0 < j´0
n � �j < ı 时，

ˇ̌
g.´n/ �

´0

G

�ı

´0
n

´n

l

(a)

O
x

y

Q

P

Q0

P 0

"

"
L

ei
5
4

π

g.´0
n/

ei
π
4

g.´n/

(b)

图 7.2

ei π
4

ˇ̌
< ";

ˇ̌
g.´0

n/ � ei 5
4

π
ˇ̌
< ". 现设 ´0 D g�1.0/，则 ´0 2 G. 取充分小的 ı > 0，使得

Gı D B.�; ı/\G不包含 ´0.取 ´n; ´
0
n 2 Gı，则 g.´n/; g.´

0
n/分别在以 ei π

4 和 ei 5
4

π为中心、

以 "为半径的圆盘中.用位于 Gı 中的连续曲线 l 连接 ´n和 ´0
n，则它的像 L D g.l/是连

接 g.´n/和 g.´0
n/的 B.0; 1/中的连续曲线，它不会经过原点，因此必和实轴、虚轴相交，

设交点分别为 P 和Q（见图 7.2）.用 P̄Q0; P̆ 0Q0; P̄ 0Q分别记 P̃Q相对于实轴、原点和

虚轴对称的弧段，由这四段弧围成的域记为D，显然 O 2 D.
令

F.w/ D
�
g�1.w/ � �

��
g�1.w/ � �

�
�
�
g�1.�w/ � �

��
g�1.�w/ � �

�
;

则 F 2 H
�
B.0; 1/

�
. 我们来估计 F 在 @D 上的值,任取 w 2 P̃Q，则 g�1.w/ 2 l，因此

jg�1.w/ � �j < ı. 如果记M D sup
´2@G

j´ � �j，那么因为 g�1.w/; g�1.�w/; g�1.�w/都属

于 G，因而有

jg�1.w/ � �j 6 M;

jg�1.�w/ � �j 6 M;

jg�1.�w/ � �j 6 M;
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于是 jF.w/j 6 ıM 3.同样道理，当 w属于其他三段弧时也有同样的估计，即在 @D上有

jF.w/j 6 ıM 3:

因而由最大模原理，上式在 D 中也成立.特别有 jF.0/j 6 ıM 3，即 jg�1.0/ � �j4 6 ıM 3.
让 ı ! 0，即得 g�1.0/ D �，这不可能.因而 a D b，于是 lim

´!�
´2G

f .´/存在.

(2) 现在对任意 � 2 @G，定义

f .�/ D lim
´!�
´2G

f .´/:

这样，f 在 G 上都有了定义，我们证明 f 2 C.G/.为此，只需
证明对任意 � 2 @G; lim

�!�
�2@G

f .�/ D f .�/就行了.如图 7.3所示，

固定 � 2 @G，对任意 " > 0，存在 ı > 0，当 ´ 2 B.�; ı/ \ G

时，jf .´/ � f .�/j < ".今取 � 2 B.�; ı/ \ @G，对于这个 �，有

相应的 ı1，当 ´ 2 B.�; ı1/ \ G 时，有 jf .�/ � f .´/j < ".今取
´ 2 B.�; ı/ \ B.�; ı1/ \G，便有

�
�´

G

ı

ı1

@G

图 7.3

jf .�/ � f .�/j 6 jf .�/ � f .´/j C jf .´/ � f .�/j < 2";

这就证明了 f 2 C.G/.
(3) 前面已经证明，对每个 � 2 @G; jf .�/j D 1，这说明 f 把 @G 映入 @B.0; 1/.

现在证明，如果 �; � 0
2 @G; � ¤ � 0，那么 f .�/ ¤ f .� 0/. 取充分小的 " > 0，使得

B.�; "/ \ B.� 0; "/ D ¿，由于 f 是单叶的，因而

f
�
B.�; "/ \G

�
\ f

�
B.� 0; "/ \G

�
D ¿;

这就证明了 f .�/ ¤ f .� 0/.
由于 f 是 G 上的一一连续映射，所以 f .G/ 是紧集. 注意到 B.0; 1/ � f .G/ �

B.0; 1/，即知 f .G/ D B.0; 1/.由习题 1.7的第 7题便知 f �1 也是 B.0; 1/上的一一连续

映射.
(4) 最后证明f 保持边界的方向不变.在 @G上沿着关于G的正方向取三点 ´1; ´2; ´3，

它们在 f 下的像分别为 w1; w2; w3，半径 Ow1; Ow2; Ow3的原像分别是曲线弧段 ¯́0´1，¯́0´2，̄́ 0´3（图 7.4）.由于 f 0.´0/ ¤ 0，f 在 ´0 处具有保角性，而且保持角度的方向不

变，因此 w1; w2; w3也是沿着关于 B.0; 1/的正方向. �

后面我们将应用边界对应定理来推导把上半平面映为多角形域的Schwarz–Christoffel
公式.
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´0 ´3

´2

´3

G

(a)

O

w1

w2

w3

(b)

图 7.4

在实际应用中，下面的边界对应定理的逆定理很有用.
定理 7.3.2 设 G 和 D 分别是由可求长简单闭曲线 
 和 � 围成的域，如果 f 2

H.G/ \ C.G/，且把 
 一一地映为 �，那么 w D f .´/把 G 一一地映为 D，并且使 
 关

于 G 的正向对应于 � 关于D的正向.

证 任取 w0 2 D，先证明 f .´/�w0在G中有且只有一个零点.由辐角原理，f .´/�

w0在 G 中的零点个数为

N D
1

2π
�
 Arg

�
f .´/ � w0

�
D

1

2π
�� Arg.w � w0/ D ˙1;

右端等于˙1是因为 w0 2 D之故.但因 N 是零点的个数，不能取 �1，故有 N D 1.这就
证明了 f .´/�w0在 G内有且只有一个零点，且当 ´沿 
 的正向转一圈时，w也沿 � 的

正向转一圈.容易看出，当 w0 … D 时，N D 0，即 f 不会把 G 中的点映到 D 的外部去.
当 w0 2 � 时，如果存在 ´0 2 G，使得 f .´0/ D w0，那么 w0 必须是 f .G/的内点，这不

可能.这就证明了定理的断言. �

下面看一个简单的例子：

例 7.3.3 问 w D ´2把由圆周

ˇ̌̌̌
´ �

1

2

ˇ̌̌̌
D
1

2
围成的域变成什么样的域?

解 从图 7.5(a)可以看出，圆周
ˇ̌̌̌
´ �

1

2

ˇ̌̌̌
D
1

2
的极坐标方程为 r D cos �

�
�

π
2

6 � 6

π
2

�
，这里，́ D r ei� . 若记 w D �ei'，则 w D ´2

D r2 e2i�，所以 � D r2; ' D 2�，故

r D cos � 经变换后的极坐标方程为

� D
1

2
.1C cos'/;
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O
1

2

1 x

r

�

(a)

O 1 x

1

2

y

(b)

图 7.5

这是一条心脏线（图 7.5(b)）. 由定理 7.3.2，w D ´2 把圆周

ˇ̌̌̌
´ �

1

2

ˇ̌̌̌
D
1

2
的内部一一地

映成上述心脏线的内部. �

习 题 7.3
1. 利用 Schwarz对称原理和边界对应定理证明：将 B.0; 1/映为自身的双全纯映射一定

是分式线性变换.
2. 证明：若 f 将圆环 f´ 2 C W r1 < j´j < r2g双全纯地映为圆环 f´ 2 C W R1 < j´j < R2g，

则 f 将闭圆环 f´ 2 C W r1 6 j´j 6 r2g同胚地映为闭圆环 f´ 2 C W R1 6 j´j 6 R2g.
3. 设 D 是由简单闭曲线所围成的单连通域，́ 1; ´2; ´3 2 @D 是彼此不同的三点，按 @D

的正向排列．证明：若 w1; w2; w3 2 @B.0; 1/是彼此不同的三点，按 @B.0; 1/的正向

排列，则存在唯一的 '，将 D 双全纯地映为 B.0; 1/，将 D 同胚地映为 B.0; 1/，并且

f .´k/ D wk; k D 1; 2; 3.
4.（边界对应原理）设 D 是由简单闭曲线 
 所围成的单连通域（
 不必可求长），f 2

H.D/ \ C.D/.证明：若 f 将 
 一一地映为简单闭曲线 �，则 f 将 D 双全纯地映为

由 � 所围成的单连通域 G.将这里的结论与习题 4.4中的第 17题作比较.
5. 设 f 2 H

�
B.0; 1/

�
; f .0/ D 0; f 0.0/ D a > 0. 证明：若 f

�
B.0; 1/

�
� B.0; 1/，则 f 在

B

�
0;

a

1C
p
1 � a2

�
上双全纯.

7.4 Schwarz–Christoffel公式

Riemann映射定理断言，任意两个异于C的单连通域都可通过双全纯映射把一个变
成另一个，但是具体写出这个映射却不是一件容易的事.本节介绍的 Schwarz–Christoffel
公式给出了把上半平面映为多角形域的变换.

223

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

设 G 是 w 平面上以 w1; � � � ; wn 为顶点的多角形域，w D f .´/是把 ´平面的上半

平面 D 一一地映为 G 的双全纯映射.为了求得 f 的具体表达式，我们必须了解 f 的一

些简单性质.
引理 7.4.1 存在把上半平面 D 一一地映为多角形域 G 的双全纯映射 w D f .´/，

它在D上连续，且把实轴一一地映为 @G.

证 任取 a 2 D，则分式线性变换

� D
´ � a

´ � a

把 D 一一地映为 j�j < 1，它在 D 上连续，且把实轴一一地映为 j�j D 1.根据 Riemann
映射定理和边界对应原理，存在双全纯函数 w D g.�/，它把 j�j < 1一一地映为 G，且 g

在 j�j 6 1上连续，并把 j�j D 1一一地映为 @G.于是，函数

w D g

�
´ � a

´ � a

�
D f .´/

即符合引理的要求. �

设 f 是引理 7.4.1中的函数，那么在 ´平面的实轴上必有 n个点 a1; � � � ; an，使得

f .a1/ D w1; f .a2/ D w2; � � � ; f .an/ D wn:

我们先弄清 f 在 ak 点邻域中的性质.
引理 7.4.2 设 ˝ 是具有角点 w0 的域，在 w0 的邻域中，̋ 的边界由两个直线段构

成，它们的交角为 ˛π.设双全纯映射 w D f .´/把上半平面映为 ˝，把实轴上的点 ´0 映

为 w0，那么在 ´0的邻域内，f 可表示为

f .´/ D w0 C .´ � ´0/
˛
fc0 C c1.´ � ´0/C � � � g; c0 ¤ 0: (7.4.1)

证 令 � D .w � w0/
1
˛，它可以在 ˝ 中分出单值的全纯分支，它把 w0 映为原点，且

把 ˝ 的两条边界线所张的角扩大成 π.因此

� D �.´/ D
�
f .´/ � w0

� 1
˛ (7.4.2)

把 ´0 的邻域在上半平面中的那部分变到 �平面上 � D 0的一个邻域的某个半平面，对

应于 ´ 平面中实轴上的线段的是一段直线段. 由引理 7.4.1 知，它连续到实轴上，故由
Schwarz对称原理，� D �.´/可以全纯开拓到 ´0 的整个邻域中，因而在 ´0 的邻域中有

展开式

�.´/ D b1.´ � ´0/C b2.´ � ´0/
2

C � � � ; b1 ¤ 0; (7.4.3)
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这里，没有常数项是因为 �.´0/ D 0; b1 ¤ 0 是因为 b1 D �0.´0/ ¤ 0. 由 (7.4.2) 式和
(7.4.3)式即得

f .´/ D w0 C
�
�.´/

�˛
D w0 C .´ � ´0/

˛
fb1 C b2.´ � ´0/C � � � g

˛:
(7.4.4)

如果记 g.´/ D b1 C b2.´� ´0/C � � �，由于 g.´0/ D b1 ¤ 0，故在 ´0的邻域中
�
g.´/

�˛
能

分出单值的全纯分支，把
�
g.´/

�˛
在 ´0的邻域中展开成幂级数�

g.´/
�˛

D c0 C c1.´ � ´0/C � � � :

再由 (7.4.4)式即得 (7.4.1)式. �

现在可以证明本节的主要定理：

定理 7.4.3（Schwarz–Christoffel） 设双全纯函数 w D f .´/把上半平面 D 一一

地映为多角形域 G，且 f 在D上连续.如果 G 在其顶点 wk（k D 1; � � � ; n）处的顶角是

˛kπ（0 < ˛k < 2），实轴上与 wk 对应的点是 ak（k D 1; � � � ; n），那么 f 可表示为

f .´/ D C

Z ´

´0

.´ � a1/
˛1�1

� � � .´ � an/
˛n�1 d´C C1; (7.4.5)

其中，́0; C; C1是三个常数.

证 由于 f 把实轴一一地映为 G 的边界，所以当 ´在 .ak; akC1/中变动时，f .´/在

线段 wkwkC1 上变动，即 f 把直线段映为直线段.根据 Schwarz对称原理，f 可以跨过
.ak; akC1/，全纯开拓到下半平面D0中去.即可以得一函数 fk，它满足条件：

(1) fk 在D [D0
[ .ak; akC1/中全纯；

(2) 当 ´ 2 D时，fk.´/ D f .´/; fk 把下半平面D0映成 G关于线段 wkwkC1对称的

多角形域 G 0；

(3) 当 ´ 2 D [D0
[ .ak; akC1/时，f 0

k.´/ ¤ 0.
让 k D 1; � � � ; n，我们就得到 n个函数 f1; � � � ; fn，它们在 D 内都等于 f，而在 D0 中是

不相等的.
我们来研究 fk 和 fkC1 在 D0 中的关系. 任取 ´0 2 D0，则 ´0 2 D，于是 fk.´0/是

f .´0/关于线段wkwkC1的对称点，fkC1.´0/是 f .´0/关于线段wkC1wkC2的对称点（图

7.6）.因此，fk.´0/可以看成是由 fkC1.´0/经过两条直线的对称变换得到的.显然，有

fk.´0/ � wkC1 D e2i� �f .´0/ � wkC1

�
D e2i.�C'/

�
fkC1.´0/ � wkC1

�
D e2i˛kC1π �fkC1.´0/ � wkC1

�
:

由于 ´0是D0中的任意点，故可设
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ak akC1 akC2

´0

´0

(a)

wkC2

wk

f .´0/

fkC1.´0/

fk.´0/

wkC1

'�

(b)

图 7.6

fk.´/ D ˛kfkC1.´/C ˇk; ´ 2 D0;

其中，̨k D e2i˛kC1π; ˇk D .1 � e2i˛kC1π/wkC1，所以

f 0
k.´/ D ˛kf

0
kC1.´/;

f 00
k .´/ D f̨ 00

kC1.´/;

因而
f 00

k
.´/

f 0
k
.´/

D
f 00

kC1
.´/

f 0
kC1

.´/
; ´ 2 D0:

这说明 fk（k D 1; � � � ; n）在D0中虽然都不相等，但
f 00

k

f 0
k

（k D 1; � � � ; n）在D0中却都是

一样的，它们在 D 中当然都等于
f 00

f 0
. 这样，我们就得到了一个单值函数 g，它在 D0 中

等于
f 00

k

f 0
k

，在D中

g.´/ D
f 00

k
.´/

f 0
k
.´/

:

故 g在 C中除去 a1; � � � ; an外是全纯的.
下面我们证明，ak（k D 1; � � � ; n）是 g 的 1阶极点.事实上，由引理 7.4.2，f 在 ak

的邻域中可展开为

f .´/ D wk C .´ � ak/
˛kh.´/; h.ak/ ¤ 0;

这里，h是 ak 的邻域中的全纯函数.于是

f 0.´/ D ˛k.´ � ak/
˛k�1h.´/C .´ � ak/

˛kh0.´/
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D .´ � ak/
˛k�1Œ˛kh.´/C .´ � ak/h

0.´/�

D .´ � ak/
˛k�1q.´/;

这里，q.´/ D ˛kh.´/C.´�ak/h
0.´/是 ˛k的邻域中的全纯函数，而且 q.ak/ D ˛kh.ak/ ¤

0.因而
f 00.´/ D .˛k � 1/.´ � ak/

˛k�2q.´/C .´ � ak/
˛k�1q0.´/:

于是，在 ak 的邻域中有

g.´/ D
f 00.´/

f 0.´/
D
˛k � 1

´ � ak

C
q0.´/

q.´/
: (7.4.6)

因为
q0.´/

q.´/
在 ak 的邻域中全纯，可以展开成幂级数，所以 (7.4.6) 式就是 g 在 ak 处的

Laurent展开式，它说明 ak 是 g的 1阶极点，g在 ak 处的残数为 ˛k � 1.
再看 g在 ´ D 1处的情况.由于 f 把1映入多角形的边界，因此 f 在1处全纯，

它在1的邻域中有展开式

f .´/ D b0 C
bm

´m
C
bmC1

´mC1
C � � � ; bm ¤ 0;

f 0.´/ D �
mbm

´mC1
�
.mC 1/bmC1

´mC2
� � � � D �

1

´mC1
p.´/;

这里，p在 ´ D 1的邻域内全纯，且 p.1/ ¤ 0. 由此可得

f 00.´/ D
mC 1

´mC2
p.´/ �

1

´mC1
p0.´/;

因而

g.´/ D
f 00.´/

f .´/
D �

mC 1

´
C
p0.´/

p.´/
:

由此即得

lim
´!1

g.´/ D 0: (7.4.7)

现在令

G.´/ D g.´/ �

nX
kD1

˛k � 1

´ � ak

;

它是一个整函数，由 (7.4.7)式即知 G.´/ � 0，即

g.´/ D

nX
kD1

˛k � 1

´ � ak
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由于在上半平面中，g.´/ D
f 00.´/

f 0.´/
，因而有

f 00.´/

f 0.´/
D

nX
kD1

˛k � 1

´ � ak

; ´ 2 D:

让上式两边沿上半平面内任一条从 ´0到 ´的可求长曲线积分，可得

logf 0.´/ D

nX
kD1

.˛k � 1/ log.´ � ak/C C 0

D logŒC.´ � a1/
˛1�1

� � � .´ � an/
˛n�1�;

即

f 0.´/ D C.´ � a1/
˛1�1

� � � .´ � an/
˛n�1;

由此即得

f .´/ D C

Z ´

´0

C.´ � a1/
˛1�1

� � � .´ � an/
˛n�1 d´C C1:

这就是所要证明的. �

在 Schwarz–Christoffel公式中，用以表达 f 的是 ´平面实轴上的点 a1; � � � ; an.但在
具体问题中，通常给出的是多角形的顶点 wk（k D 1; � � � ; n），而 ak 却是未知的，如何确

定 ak 是解决问题的关键.在实际解题时，我们往往在实轴上任取三点 a1 < a2 < a3，使

其与多角形的三个顶点 w1; w2; w3 相对应，而其他的 a4; � � � ; an 及 C;C1 则由具体问题

中的条件来确定.之所以能这样做，其依据是下面的定理：
定理 7.4.4 对于实轴上任意三点 a1 < a2 < a3，一定存在唯一的 f，它在上半平面

D 中单叶且全纯，在 D 上连续，把 D 一一地映为多角形域 G，且把 a1; a2; a3 分别映为

G 的三个顶点 w1; w2; w3.

证 根据引理 7.4.1，存在 w D '.�/，它在 � 平面的上半平面 Im � > 0中单叶且全

纯，在 Im � > 0上连续，且把 Im � > 0一一地映为 G，把 Im � D 0一一地映为 @G.设
'�1.wj / D �j ; j D 1; 2; 3，且满足 �1 < �2 < �3.作分式线性变换 � D T .´/，把 a1; a2; a3

分别变成 �1; �2和 �3，于是复合函数

w D '
�
T .´/

�
D f .´/

便满足定理的要求.
如果还有 w D g.´/也满足定理的要求，那么函数 h.´/ D g�1

�
f .´/

�
便把上半平面

映为上半平面，且把实轴映为实轴.如果记 g.1/ D w0，则 w0 是多角形边界上某一点，

而 f �1.w0/ D t，t 是实轴上某一点，那么 h.t/ D 1.现在 h在 .�1; t /和 .t;1/上取实
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数值，根据对称原理，它可以全纯开拓到下半平面，因而 h 2 Aut.C1/.由定理 5.3.5，h是
一个分式线性变换.但 h.´j / D ´j ; j D 1; 2; 3，即 h有三个不动点，因而 h.´/ D ´，即

f .´/ D g.´/.这就证明了满足定理要求的函数是唯一的. �

如果 a1; � � � ; an中有一个是1，比如 an D 1，这时 Schwarz- Christoffel公式是一个
什么样子呢?我们有下面的

定理 7.4.5 f 如定理 7.4.3中所述，但与 wn对应的 an D 1，这时 f 可表示为

f .´/ D C

Z ´

´0

.´ � a1/
˛1�1

� � � .´ � an�1/
˛n�1�1 d´C C1: (7.4.8)

证 任取 a < a1，作分式线性变换

� D T .´/ D
1

a � ´
:

容易看出，它把 Im ´ > 0映为 Im � > 0，把实轴上的

a1 < a2 < � � � < an�1; an D 1

映为

b1 < b2 < � � � < bn�1 < bn D 0;

这里，bj D T .aj /; j D 1; � � � ; n. 于是，函数

F.�/ D .f ı T �1/.�/

把上半平面 Im � > 0双全纯地映为多角形域 G，且把 b1; � � � ; bn.分别映为 w1; � � � ; wn.
根据定理 7.4.3，F 可表示为

F.�/ D C 0

Z �

�0

.� � b1/
˛1�1

� � � .� � bn�1/
˛n�1�1�˛n�1d� C C1:

作变量代换 � D
1

a � �
，因为 bk D

1

a � ak

; k D 1; � � � ; n � 1，所以

� � bk D
� � ak

.a � �/.a � ak/
; k D 1; � � � ; n � 1:

上式就变成

F.�/ D C

Z T �1.�/

T �1.�0/

.� � a1/
˛1�1

� � � .� � an�1/
˛n�1�1

�
1

.a � �/˛1C���C˛n�.n�2/
d�C C1;
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这里，C D
C 0

.a � a1/a1�1 � � � .a � an�1/˛n�1�1
. 由于 ˛1 C � � � C ˛n D n � 2，所以

F.�/ D C

Z T �1.�/

T �1.�0/

.� � a1/
˛1�1

� � � .� � an�1/
˛n�1�1d�C C1:

由此即得

f .´/ D F
�
T .´/

�
D C

Z ´

´0

.� � a1/
˛1�1

� � � .� � an�1/
˛n�1�1d�C C1:

这就是要证明的. �

定理 7.4.5说明，如果 an D 1，那么在公式中把 .´ � an/
˛n�1这个因子去掉就行了.

如果多角形有一个或几个顶点在无穷远处，变换的公式应是什么样子呢?

w0
k

w00
k

ˇkπ

wk�1

wkC1

wk

˛0
kπ

˛00
kπ

图 7.7

设 wk D 1. 如图 7.7所示，在 wk�1wk 和 wkwkC1 上分别取 w0
k 和 w00

k，连接 w0
k 和

w00
k 后得一 nC 1角形 G 0. 于是，把上半平面映为 G 0的公式为

w D C

Z ´

´0

.´ � a1/
˛1�1

� � � .´ � a0
k/

˛0
k

�1.´ � a00
k/

˛00
k

�1
� � � .´ � an/

˛n�1 d´C C1;

这里，a0
k 和 a00

k 是 w0
k 和 w00

k 在实轴上的原像. 现在让线段 w0
kw

00
k 平行移动到无穷远去，

G 0就趋于 G，而 a0
k 和 a00

k 就趋于1点在实轴上的原像 ak，上面公式中的被积函数

.´ � a0
k/

˛0
k

�1.´ � a00
k/

˛00
k

�1
! .´ � ak/

˛0
k

C˛00
k

�2:

如果直线 wk�1w
0
k 和 w00

kwkC1在有限点处的交角为 ˇkπ，那么易知 ˛0
k C ˛00

k C ˇk D 1，所

以 ˛0
k C ˛00

k � 2 D �1 � ˇk. 若记 ˛k D �ˇk，则有

˛0
k C ˛00

k � 2 D ˛k � 1:
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这样，上面的公式仍可写成

w D C

Z ´

´0

.´ � a1/
˛1�1

� � � .´ � ak/
˛k�1

� � � .´ � an/
˛n�1 d´C C1:

这里的 ˛kπ是顶点在无穷远处的两条边在有限点处的交角乘以�1.综上所述，我们得到
了

定理 7.4.6 设G是有一个或几个顶点在无穷远处的多角形，如果把在1处那个顶

点的顶角规定为过1点的两条边在有限点处的夹角乘以 �1，那么 Schwarz–Christoffel
公式仍然成立.

下面通过例子来说明 Schwarz–Christoffel公式的用法.
例 7.4.7 设G是以w1; w2; w3为顶点，相应的顶角为 ˛1π; ˛2π; ˛3π（˛1 C˛2 C˛3 D

1）的三角形域，求出把上半平面映为 G 的保角变换.

解 设所求的变换为 w D f .´/. 在实轴上取三点 a1 D 0; a2 D 1; a3 D 1，使得

f .aj / D wj ; j D 1; 2; 3. 由公式 (7.4.8)，有

f .´/ D C

Z ´

0

�˛1�1.1 � �/˛2�1d� C C1: (7.4.9)

由 f .0/ D w1，得 C1 D w1. 再由 f .1/ D w2，得

C D
w2 � w1R 1

0
t˛1�1.1 � t/˛2�1dt

D
w2 � w1

B.˛1; ˛2/
:

这里，B 表示 Beta函数. 由于 ˛1 C ˛2 C ˛3 D 1，所以

B.˛1; ˛2/ D
� .˛1/� .˛2/

� .˛1 C ˛2/
D
� .˛1/� .˛2/

� .1 � ˛3/
:

由余元公式，有

� .˛3/� .1 � ˛3/ D
π

sin˛3π
;

所以

B.˛1; ˛2/ D
1

π
� .˛1/� .˛2/� .˛3/ sin˛3π:

于是

C D
π.w2 � w1/

� .˛1/� .˛2/� .˛3/ sin˛3π
:

将 C 和 C1的值代入 (7.4.9)式，即得所要求的变换. �

231

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

例 7.4.8 求一保角变换，把上半平面映为域 G D

�
w W �

π
2
< Rew <

π
2
; Imw > 0

�
（图 7.8）.
解 把 G 看成三角形，它的三个顶点为

w1 D �
π
2
;w2 D

π
2
;w3 D 1;

对应的三个角分别为
π
2
;

π
2
和 0. 在实轴上取三个点

a1 D �1; a2 D 1; a3 D 1，由公式 (7.4.8)即知，把上
半平面映为域 G 的变换为

f .´/ D C

Z ´

0

.´C 1/�
1
2 .´ � 1/�

1
2 d´C C1

D C

Z ´

0

d´
p
´2 � 1

C C1 D C 0 arcsin ´C C1:

由 f .�1/ D �
π
2
; f .1/ D

π
2
，得 C1 D 0; C 0

D 1. 故所
求的变换为

w D arcsin ´: �

w1

�
π
2

O π
2

w2

w3

图 7.8

例 7.4.9 求一保角变换，把带状域 D D f´ W �π < Im ´ < πg映为图 7.9(b)所示的
域 G.

解 由对称性，我们只需考虑把 0 < Im ´ < π映为图 7.9(b)中上半部分域的变换.
因为 � D e´ 可以把 0 < Im ´ < π映为上半平面，故只需研究把上半平面映为图 7.10(b)
中的那个域 G 0.

πi

O

πi

(a)

�hi

O

hi ˇπ

ˇπ

(b)

图 7.9

把 G 0看成一个三角形，它的三个顶点分别为

w1 D 1; w2 D 1; w3 D hi;
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�1 ´1 O ´2

�

(a)

w1

O

w2

w3 D hi ˇπ

(b)

图 7.10

相应的三个角分别为 ˛1 D 0; ˛2 D �ˇ 和 ˛3 D ˇ C 1. 让 a1 D 0; a2 D 1; a3 D �1，由

定理 7.4.6，所求的变换为

w D f .�/ D C

Z �

�1

´�1.´C 1/ˇd´C C1: (7.4.10)

因为 f .�1/ D hi，所以 C1 D hi.
现设法确定常数 C . 以 a1 D 0 为圆心、� 为半径作圆，与实轴交于 ´1 和 ´2

（图 7.10(a)）. 因为 ´1 2 .�1; 0/ D .a3; a1/; ´2 2 .0;1/ D .a1; a2/，所以 f .´1/ 2

w3w1; f .´2/ 2 w1w2，因而

Im
�
f .´2/ � f .´1/

�
D �h: (7.4.11)

另一方面，如果记 
� D f´ W ´ D �ei� ; 0 6 � 6 πg，则当 ´ 2 
� 时，有

.1C ´/ˇ D .1C �ei�/ˇ D 1C ˇ�ei�
C � � � D 1CO.�/:

于是，从 (7.4.10)式可得

f .´2/ � f .´1/ D C

Z ´2

´1

.1C ´/ˇ

´
d´ D �C

Z

�

.1C ´/ˇ

´
d´

D �C

Z π

0

.1C �ei�/ˇ

�ei�
�i ei� d�

D �Cπi CO.�/;

令 � ! 0，即得

Im
�
f .´2/ � f .´1/

�
D �Cπ: (7.4.12)

比较 (7.4.11)式和 (7.4.12)式，即得

C D
h

π
:
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至此，得到把上半平面 Im � > 0映为 G 0的变换为

w D f .�/ D
h

π

Z �

�1

.1C ´/ˇ

´
d´C ih: (7.4.13)

所以，w D f .e´/是把 0 < Im ´ < π映为 G 0的变换. 当 ´在实轴上时，e´在正实轴上，因

而 f .e´/取实数值，根据对称原理，w D f .e´/把 �π < Im ´ < π映为 G.
下面来看两个特例：

(1)如果 ˇ D 1，那么

f .�/ D
h

π

Z �

�1

�
1C

1

´

�
d´C ih D

h

π
.log � C � C 1/;

所以

w D f .e´/ D
h

π
.e´

C´C 1/;

它把 �π < Im ´ < π 一一地映为全平面除去两条半直线（图 7.11）：f´ W ´ D x ˙

hi;�1 < x < 0g.

hi

�hi

O

图 7.11

hi

�hi
O

图 7.12

(2)如果 ˇ D
1

2
，那么

f .�/ D
h

π

Z �

�1

p
´C 1

´
d´C ih

D
2h

π

�p
� C 1C log

�p
� C 1 � 1

�
�
1

2
log �

�
;

所以

w D f .e´/ D
2h

π

�
p

e´ C1C log
�p

e´ C1 � 1
�

�
´

2

�
;

它把 �π < Im ´ < π一一地映为图 7.12所示的域. �
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习 题 7.4
1. 设 Lk D

˚
´ D r ei 2kπ

n W 1 6 r < 1
	
; G D Cn

� n

[
kD1

Lk

�
.求出将上半平面映为 G 的双全

纯映射 '，使得 '.i/ D 0. 
'.´/ D

´2 C 1�PŒ n
2

�

kD0
.�1/k

�
n

2k

�
´n�2k

� 2
n

!

2. 证明：将 B.0; 1/映为 n角形内部的双全纯映射 ' 具有形状

'.´/ D C0

Z ´

´0

nY
kD1

.� � ak/
˛k�1d� C C1;

其中，a1; a2; � � � ; an 2 @B.0; 1/是与该 n角形顶点相对应的点；̨1π; ˛2π; � � � ; ˛nπ是该
n角形的内角：́0 2 B.0; 1/.

3. 设 G 是正 n角形，O 是它的中心，1是它的一个顶点.求出将 B.0; 1/映为 G 的双全

纯映射 '，使得 '.0/ D 0; ' 0.0/ > 0. 
'.´/ D

n

B.1
n
; 1 �

2
n
/

Z ´

0

.1 � �n/�
2
nd�

!
4. 证明：将上半平面映为 C1中的 n角形外部的单叶亚纯函数 ' 具有形状

'.´/ D C0

Z ´

´0

nY
kD1

.� � ak/
˛k�1 1

.� � a0/.� � a0/
d� C C1;

其中，a1; a2; � � � ; an 2 R是与该 n角形顶点相对应的点；̨ 1π; ˛2π; � � � ; ˛nπ是该 n角

形的外角；a0 D '�1.1/; Im ´0 > 0.
5. 设 G D C1n

�
Œ0; 1�[ Œ0;ei 2π

3 �[ Œ0;e�i 2π
3 �
�
; Im ´0 > 0.求出将上半平面映为 G的单叶亚

纯映射 '，使得 '.´0/ D 1.�
'.´/ D

Œ.´ � ´0/
3 � 3y2

0.´ � x0/�
2
3

.´ � x0/2 C y2
0

�
6. 设 L1; L2; � � � ; Ln是以 O 为端点的 n条线段，它们彼此仅在 O 处相交，Im a0 > 0.证
明：将上半平面映为 G D C1n

� n

[
kD1

Lk

�
，并且将 a0 映为1的单叶亚纯函数 ' 具有

形状

'.´/ D C

Qn
kD1.´ � ak/

˛k

.´ � a0/.´ � a0/
;

其中，a1; a2; � � � ; an 2 R；̨1; ˛2; � � � ; ˛n > 0，并且
nX

kD1

˛k D 2.
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第
8
章

调和函数与次调和函数

8.1 平均值公式与极值原理

在第 2章 2.2节中，我们已经介绍过调和函数的概念.设 u是域 D 上的实值函数，

如果 u 2 C 2.D/，且对任意 ´ 2 D，有

�u.´/ D
@2u.´/

@x2
C
@2u.´/

@y2
D 0;

就称 u是D中的调和函数.
我们知道，D 中全纯函数 f D uC iv 的实部 u和虚部 v 都是 D 中的调和函数，而

且构成一对共轭调的和函数. 反过来，单连通域 D 上的任意调和函数 u一定是 D 上某

个全纯函数的实部.由于全纯函数有任意阶导数，因而 u 2 C1.D/.
由于调和函数与全纯函数有密切的关系，全纯函数的某些性质对调和函数也成立.
设 f 在圆盘 B.a;R/中全纯，根据 Cauchy积分公式，对任意 0 < r < R，有

f .a/ D
1

2πi

Z
j��ajDr

f .�/

� � a
d� D

1

2π

Z 2π

0

f .aC r ei�/d�: (8.1.1)

这表明 f 在圆周 j� � aj D r 上的平均值就等于 f 在圆心的值.因此，(8.1.1)式称为全纯
函数的平均值公式.全纯函数的这一性质对调和函数也成立.

定理 8.1.1 设 u是圆盘 B.a;R/中的调和函数，那么对任意 0 < r < R，有平均值

公式

u.a/ D
1

2π

Z 2π

0

u.aC r ei�/d�: (8.1.2)

证 因为 u是 B.a;R/中的调和函数，故必存在函数 f 2
�
B.0; 1/

�
，使得 u D Ref .

对于 f，(8.1.1)式成立，在 (8.1.1)式的两端取实部即得 (8.1.2)式. �

调和函数平均值公式的一个重要应用是由它可以推出调和函数的极值原理.
定理 8.1.2 设 u是域 D 中非常数的调和函数，那么 u在 D 中的最大值和最小值

都不能在D的内点取到.
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证 先证明 u 不能在 D 中取到最大值. 设 M D sup
´2D

u.´/. 如果 M D 1，那么定

理成立. 今设 M 是一有限数，如果存在 a 2 D，使得 u.a/ D M，则取 r > 0，使得

B.a; r/ � D，我们证明 u在 B.a; r/中恒等于 M .若不然，必有 0 < � 6 r 及某个实数

�0，使得 u.a C �ei�0/ < M . 由 u 的连续性，必存在 ı > 0，使得 u.a C �ei�/ < M 在

� 2 .�0 � ı; �0 C ı/中成立.于是，由平均值公式，有

M D u.a/ D
1

2π

Z 2π

0

u.aC �ei�/d�

D
1

2π

Z �0Cı

�0�ı

u.aC �ei�/d� C
1

2π

Z
j���0j>ı

u.aC �ei�/d�

<
1

2π
Œ2ıM C .2π � 2ı/M�

D M:

这个矛盾说明 u在 B.a; r/中恒等于M .
现在证明对任意 b 2 D;u.b/ D M .用D中的曲线 
 连接 a和 b，记 � D d.
; @D/ >

0. 在 
 上依次取点 a; ´1; � � � ; ´n D b，使得 ´1 2 B.a; r/，其他各点之间的距离都小于

�，作圆盘 B.´j ; �/; j D 1; � � � ; n. 由于 ´1 2 B.a; r/，所以 u.´1/ D M，由此即知 u 在

B.´1; �/中恒等于M，因而 u.´2/ D M .继续往下推，即知 u.b/ D M .这就证明了 u在

D上恒等于常数，与假设矛盾.
因为 u是调和函数，所以 �u也是调和函数，根据刚才的证明，�u不能在D的内点

取到最大值，因而 u不能在D的内点取到最小值. �

定义 8.1.3 设 u是域D上的实值连续函数，如果对任意 B.a; r/ � D，均有

u.a/ D
1

2π

Z 2π

0

u.aC r ei�/d�

成立，就称 u在D上具有平均值性质.
显然，D上的调和函数具有平均值性质，下面我们将证明（定理 8.2.4），具有平均值

性质的函数也一定是调和函数.
由于在定理 8.1.2的证明中只用到了 u的连续性和平均值性质，因而有如下的

命题 8.1.4 如果 u在 D 上具有平均值性质，那么极值原理对 u成立，即 u不能在

D的内点取到它的最大值或最小值.
设 u是 B.0;R/中的调和函数，且在 B.0;R/上连续，由平均值公式，得

u.0/ D
1

2π

Z 2π

0

u.Rei�/d�; (8.1.3)
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即 u用它在圆周 j´j D R 上的值表示出了它在圆心的值.一个自然的问题是，u能否用
它在圆周上的值表示出圆内任意点的值?

任取 a 2 B.0;R/，容易知道

w D  a.´/ D R2 ´ � a

R2 � a´
(8.1.4)

是圆盘 B.0;R/的一个自同构，且  a.a/ D 0. 如果记 u1.w/ D u
�
 �1

a .w/
�
，那么

u1.0/ D u.a/; (8.1.5)

而且 u1仍是 B.0;R/中的调和函数，在 B.0;R/上连续，因而由 (8.1.3)式可得

u1.0/ D
1

2π

Z 2π

0

u1.Rei�/d�: (8.1.6)

由于 (8.1.4)式把圆周上的点变为圆周上的点，即  a.Rei'/ D Rei�，或者

ei�
D
Rei' �a

R � aei'
:

两边微分后取绝对值，即得

d� D
R2 � jaj2

jRei' �aj2
d': (8.1.7)

且易知

u1.Rei�/ D u1

�
 a.Rei'/

�
D u.Rei'/: (8.1.8)

现在把 (8.1.5)式、(8.1.7)式和 (8.1.8)式代入 (8.1.6)式，即得

u.a/ D
1

2π

Z 2π

0

R2 � jaj2

jRei' �aj2
u.Rei'/d': (8.1.9)

这个公式称为 Poisson积分公式，它用 u在圆周 j´j D R上的值表示出了 u在圆内任意

点 a的值.这样，我们已经证明了
定理 8.1.5 设 u是圆盘 B.0;R/中的调和函数，且在 B.0;R/上连续，那么对任意

r 2 Œ0; R/，有

u.r ei�/ D
1

2π

Z 2π

0

R2 � r2

R2 � 2rR cos.' � �/C r2
u.Rei'/d': (8.1.10)

证 只要在 (8.1.9)式中令 a D r ei�，即得公式 (8.1.10). �
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称

P.a;Rei'/ D
1

2π
R2 � jaj2

jRei' �aj2
(8.1.11)

为圆盘 B.0;R/的 Poisson核. 这样，(8.1.9)式可写成

u.a/ D

Z 2π

0

P.a;Rei'/u.Rei'/d': (8.1.12)

由 (8.1.7)式知道，B.0;R/的 Poisson核恰好是圆周的弧长元素在自同构变换下的
Jacobian. 这一简单事实启发人们把 Poisson 积分的理论推广到多个复变数的函数论中
去.

Poisson核具有一些重要性质，它们使得 Poisson积分成为解决 Dirichlet问题的有效
工具.
命题 8.1.6 B.0;R/的 Poisson核 P.´;Rei'/具有下列性质：

(1) P.´;Rei'/ > 0; ´ 2 B.0;R/；

(2)
Z 2π

0

P.´;Rei'/d' D 1，对任意 ´ 2 B.0;R/成立；

(3) P.´;Rei'/是 ´ 2 B.0;R/中的调和函数.

证 (1)从 Poisson核的定义 (8.1.11)式即知.
(2)在 (8.1.12)式中令 u � 1即得.
(3)记 � D Rei'，那么

P.´; �/ D
1

2π
R2 � j´j2

j� � ´j2
D

1

2π

�
�

� � ´
C

´

� � ´

�
:

于是

�P.´; �/ D 4
@2

@´@´
P.´; �/ D 0;

即 P.´; �/是 ´的调和函数. �

习 题 8.1

1. 证明：若u是域D上的调和函数，则
@j Cku

@xj@yk
也是D上的调和函数（j; k D 0; 1; 2; � � �）

.
2. 证明：若 u是域D上的调和函数，则

@u

@´
是D上的全纯函数.

3. 设 f .´/是域D上非常数的全纯函数，并且在D上不取零值.证明：
(1) log jf .´/j在D上调和；

(2) jf .´/jp 在D上不调和，p > 0.
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4. 证明：若域 D 上的调和函数列 fun.´/g在 D 上内闭一致收敛于 u.´/，则 u.´/也是 D

上的调和函数，并且
�
@j Ckun.´/

@xj@yk

�
在D上内闭一致收敛于

�
@j Cku.´/

@xj@yk

�
.

5. 证明：若 u是域D上非常数的调和函数，则 u.D/是开区间.
6. 利用上题的结论证明：若 u是域 D 上非常数的调和函数，则 u不能在 D 内部取得极

大值和极小值，自然不能在D内部取得最大值和最小值.
7. 设 u.´/在 B.0; 1/上调和，并且对任意 ´0 2 @B.0; 1/，成立 lim

r!1
u.r´0/ D 0，是否可以

断言 u.´/ � 0?
（提示：举例说明答案是否定的.）

8. 设 u是 B.0; 1/上的非负调和函数，u.0/ D 1，给出 u

�
1

2

�
的最佳估计.

9. 设D是域，E � D是紧集，a 2 E.证明：若 u是D上的非负调和函数，则必存在仅与

a;E;D有关的常数 " 2 .0; 1/，使得

"u.a/ 6 u.´/ 6
1

"
u.a/:

10.（Harnack定理）设 fung是域 D 上单调增加的调和函数列. 证明：若存在 ´0 2 D，使

得 fun.´0/g有界，则 fung在D上内闭一致收敛.
11. 设 D 是由有限条光滑简单闭曲线围成的域，n是 @D 的单位法向量场，指向 D 的外

部，u; v在D上调和. 证明：

(1)
Z

@D

@v.´/

@n
j d´j D 0；

(2)
Z

@D

u.´/
@v.´/

@n
j d´j D

Z
@D

v.´/
@u.´/

@n
j d´j；

(3)
“
D

��
@u.´/

@x

�2

C

�
@u.´/

@y

�2�
dx dy D

Z
@D

u.´/
@u.´/

@n
j d´j.

12. 设 u1; u2; � � � ; un 是域 D 上的调和函数. 证明：若 ju1.´/j C ju2.´/j C � � � C jun.´/j能

在D内部取得极大值，则 u1; u2; � � � ; un全部都是常值函数.
13.（调和函数的 Hadamard三圆定理）设 0 < r1 < r2 < 1;D D f´ 2 C W r1 < j´j <

r2g; u 在 D 上调和，在 D 上连续，A.r/ D max
j´jDr

u.´/（r1 6 r 6 r2）. 证明：A.r/ 在

Œr1; r2�上是 log r 的凸函数，即

A.r/ 6
log r2 � log r
log r2 � log r1

A.r1/C
log r � log r1
log r2 � log r1

A.r2/:

14. 设 ' 2 C 2
�
.0; 1/

�
. 证明：'.j´j/在 B.0; 1/nf0g上调和，当且仅当存在实数 a和 b，使得

'.j´j/ D a log j´j C b.
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15. 设 D 是凸域，u是 D 上的调和函数.证明：若当 ´ 2 D 时总有 u.´/ > 0，则必存在 D

上的双全纯映射 f，使得 Ref 0.´/ D u.´/.

16. 设 
1; 
2; � � � ; 
n是 n条可求长曲线，u是域D上的连续函数. 若 u在开集Dn
� n

[
kD1


k

�
上调和，问 u是否在D上调和?
（提示：举例说明答案是否定的.）

17. 设 a1; a2; � � � ; an是实数. 证明：若 p.�/ D

nX
kD1

cos k� 在 Œ0; π�上单调减少，则

nX
kD1

ak sin k� > 0; 8� 2 Œ0; π�:

（提示：注意 g.r; �/ D

nX
kD1

kakr
k sin k� 是单位圆盘中的调和函数.）

18. 设D是域，a 2 D.证明：若 u在D上连续，在Dnfag上调和，则 u在D上调和.
19.（Jensen公式）设 f 2 H

�
B.0; r/

�
; a1; � � � ; am 是 f 在 B.0; r/中的零点，重零点按重

数重复计算，但 f .0/ ¤ 0. 证明：

log jf .0/j D �

mX
kD1

log
r

jakj
C

1

2π

Z 2π

0

log jf .r ei�/jd�:

（提示：考虑函数 g.´/ D f .´/

mY
kD1

r2 � ak´

r.´ � ak/
.）

8.2 圆盘上的 Dirichlet问题

许多数学物理问题往往归结为这样一个问题：求出域 D 上的调和函数，它在 D 上

连续，且在 D 的边界 @D 上等于一个事先给定的连续函数. 这个问题称为 Dirichlet 问
题.但在实际应用中，要求事先给定的那个函数在边界上连续，条件过分苛刻.比较接近
实际的是要求它除了在有限个点处有第一类间断点外处处连续，我们把这样一类函数

称为逐段连续函数.这样，Dirichlet问题的准确提法为：
在区域 D 的边界 @D 上，给定一个连续或逐段连续的函数 u.�/，要求出 D 内的有

界调和函数，使其在 u的连续点 � 处等于 u.�/.
这里要求调和函数有界，是为了保证解的唯一性.
根据 Riemann映射定理，任何单连通域（除去整个复平面 C）都可共形映射为单位

圆盘，而调和函数经过共形映射后仍为调和函数，因此，只要讨论圆盘上的 Dirichlet问
题就行了.

241

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

设 u是圆周 j´j D R上的逐段连续函数，称

P Œu�.´/ D

Z 2π

0

P.´;Rei�/u.Rei�/d� (8.2.1)

为 u在圆盘 B.0;R/中的 Poisson积分.
定理 8.2.1 设 u是圆周 j´j D R上的逐段连续函数，那么 P Œu�.´/是圆盘 B.0;R/

中的有界调和函数，且在 u的连续点 Rei'0 处有

lim
´!Rei'0

P Œu�.´/ D u.Rei'0/: (8.2.2)

证 由命题 8.1.6 的 (3) 即知 P Œu�.´/ 是 B.0;R/ 中的调和函数. 因为 u 有界，设

ju.Rei'/j 6 M;0 6 ' 6 2π. 由命题 8.1.6的 (1)和 (2)即得

jP Œu�.´/j 6
Z 2π

0

P.´;Rei'/ju.Rei'/jd' 6 M:

这就证明了 P Œu�.´/是 B.0;R/中的有界调和函数.
下面证明等式 (8.2.2). 因为 u 在 Rei'0 处连续，故对任意 " > 0，存在 ı > 0，当

j' � '0j 6 ı时，有

ju.Rei'/ � u.Rei'0/j < ": (8.2.3)

由命题 8.1.6的 (2)，可得

u.Rei'0/ D

Z 2π

0

P.´;Rei'/u.Rei'0/d';

因而

jP Œu�.´/ � u.Rei'0/j 6
Z 2π

0

P.´;Rei'/ju.Rei'/ � u.Rei'0/jd'

D

Z
j'�'0j6ı

P.´;Rei'/ju.Rei'/ � u.Rei'0/jd'

C

Z
j'�'0j>ı

P.´;Rei'/ju.Rei'/ � u.Rei'0/jd'

D I1 C I2:

由 (8.2.3)式立刻可得

I1 D

Z
j'�'0j6ı

P.´;Rei'/ju.Rei'/ � u.Rei'0/jd'

< "

Z 2π

0

P.´;Rei'/d' D ":

(8.2.4)
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若令 ´ D r ei�，则

P.´;Rei'/ D
1

2π
R2 � r2

R2 � 2rR cos.� � '/C r2
:

当 ´ D r ei�
! Rei'0 时，由于 r ! R; � ! '0，因而 R2

� r2
! 0;R2

� 2rR cos.� � '/C

r2
! 2R2

�
1�cos.'0 �'/

�
. 而当 j'�'0j > ı时，2R2

�
1�cos.'0 �'/

�
> 2R2.1�cos ı/.故

对于任意的 " > 0及固定的 ı > 0，必存在 � > 0，使得当 j´ �Rei'0 j < �且 j' � '0j > ı

时，有

R2
� 2rR cos.� � '/C r2 > 2R2.1 � cos ı/;

R2
� r2 <

R2

M
.1 � cos ı/":

于是

I2 D
1

2π

Z
j'�'0j>ı

R2 � r2

R2 � 2rR cos.� � '/C r2
� ju.Rei'/ � u.Rei'0/jd'

<
1

2π
� 2M �

R2

M
�
.1 � cos ı/"
2R2.1 � cos ı/

� 2π

D ":

(8.2.5)

由 (8.2.4)式和 (8.2.5)式即知 (8.2.2)式成立. �

定理 8.2.1说明 u的 Poisson积分 P Œu�.´/就是 u在圆盘 B.0;R/中 Dirichlet问题的
解.问题是除了这个解以外还有没有别的解?如果 u是 j´j D R上的连续函数，那么由调

和函数的极值原理，立刻可以断言，这个解是唯一的.对于有间断点的 u，要证明解的唯

一性，还需要下面的

命题 8.2.2 设 u是圆周 j´j D R上的逐段连续函数，E 是 u的全体连续点的集合.
如果

M D sup
�2D

u.�/; m D inf
�2E

u.�/;

那么 u在 B.0;R/中 Dirichlet问题的有界解 h满足

m 6 h.´/ 6 M;´ 2 B.0;R/:

证 设 u在 j´j D R上的第一类间断点为 �1; � � � ; �n. 令

v.´/ D M C "

nX
kD1

log
2R

j´ � �kj
;

这里，"是任意一个正数. 容易知道 v 是 B.0;R/中的调和函数，且对任意 ´ 2 B.0;R/，

有 v.´/ > M . 取充分小的 r > 0，令Dk D B.�k; r/ \ B.0;R/，记

Gr D B.0;R/n
� n

[
kD1

Dk

�
:
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显然，v.´/ � h.´/是 Gr 中的调和函数，而且在 Gr 上连续. 当 � 2 @Gr \ @B.0;R/时，有

v.�/ � h.�/ > M � h.�/ D M � u.�/ > 0:

当 � 2 @Gr \ B.0;R/时，令 r ! 0，则 � ! �k; v.�/ ! 1，而 h是一个有界函数，因而

也有 v.�/ � h.�/ > 0.总之，当 � 2 @Gr 时，v.�/ � h.�/ > 0.于是，由调和函数的极值
原理，当 ´ 2 Gr，时，有 v.´/ � h.´/ > 0.因为 r 可以任意小，所以这个不等式对任意

´ 2 B.0;R/成立.固定 ´，让 " ! 0，即得 h.´/ 6 M .因为 �h也是调和函数，类似地可以

证得 �h.´/ 6 �m.因而 m 6 h.´/ 6 M . �

现在可以证明

定理 8.2.3 设 u是圆周 j´j D R上的逐段连续函数，那么 u的 Poisson积分 P Œu�.´/

是 Dirichlet问题的唯一解.

证 P Œu�.´/是 Dirichlet问题的解已由定理 8.2.1证明.如果另外还有一个解 h，那么

P Œu�.´/ � h.´/是 B.0;R/中的有界调和函数，且在 u的连续点处取零值.由命题 8.2.2，
在 B.0;R/中有 P Œu�.´/ � h.´/.这就证明了解的唯一性. �

作为圆盘上 Dirichlet问题解的一个应用，我们来证明定理 8.1.1的逆命题.
定理 8.2.4 域D上具有平均值性质的函数一定是调和函数.

证 设 u 是域 D 上具有平均值性质的函数，因而对任意 B.´0; r/ � D，平均值性

质成立. 根据定理 8.2.3，存在 B.´0; r/ 中的调和函数 v，它在 B.´0; r/ 上连续，在圆周

j´ � ´0j D r 上与 u相等.由于 u; v在 B.´0; r/中都有平均值性质，因而 h D u � v也有

平均值性质.由命题 8.1.4，极值原理对 h成立.由于 h在圆周 j´ � ´0j D r 上恒等于零，

因而在 B.´0; r/中 u.´/ � v.´/，故 u是 B.´0; r/中的调和函数.由于 B.´0; r/是包含在

D中的任意圆盘，故 u是D中的调和函数. �

综合定理 8.1.1和 8.2.4可知，平均值性质是调和函数的特征性质.
习 题 8.2

1. 设 D 是异于 C的单连通域. 证明：对于任意 � 2 D，若 f�.´/是将 D 映为 B.0; 1/的

双全纯映射，f�.�/ D 0; f 0
� .�/ > 0，则

(1) log jf�.´/j D log jf´.�/j;8�; ´ 2 D；

(2) lim
´!´0

log jf�.´/j D 0;8´0 2 @D; � 2 D；

(3) 对于固定的 � 2 D，log jf�.´/j � log j´ � �j作为 ´的函数在D上调和.
2. 设D是域，若 g W D �D ! R满足

(1) g.´; �/ D g.�; ´/;8.´; �/ 2 D �D；

(2) g在 .D � @D/ [ .@D �D/上恒为零；

(3) 对于固定的 � 2 D;g.´; �/C log j´ � �j作为 ´的函数在D上调和，在D上连续，
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则称 g是域D的Green函数. 证明：异于 C的单连通域必有 Green函数，并且是唯一
的.

3. 证明：若 g是 B.0;R/的 Green函数，则

P.´;Rei�/ D �
1

2π
lim
r!1

@g.´; rRei�/

@r
; ´ 2 B.0;R/:

由此也可得到 B.0;R/的 Poisson积分公式和 Dirichlet问题的解.
4. 证明：B.0; 1/nf0g的 Dirichlet问题不可解.
5.（Weierstrass 一致逼近定理）设 f 是 @B.0;R/ 上的复连续函数. 证明：对于任意
n 2 N，必存在 ´的 n次多项式 Pn.´/和 ´的 n次多项式Qn.´/，使得 fPn.´/CQn.´/g

在 @B.0;R/上一致收敛于 f .´/.
6. 设 
1 和 
2 为 @B.0;R/上两段互余的开圆弧，试求 B.0;R/中的调和函数 u，使得当

� 2 
1时，u.�/ D 0；当 � 2 
2时，u.�/ D 1.并由此证明存在 f 2 H
�
B.0;R/

�
，使得当

� 2 
1时，jf .�/j D 1；当 � 2 
2时，jf .�/j D e.

8.3 上半平面的 Dirichlet问题

前面曾经提到过，一般域的 Dirichlet问题可以通过共形映射化为圆盘上的 Dirichlet
问题.这一节以上半平面为例，来说明这一转化过程.

设 u.t/ 是定义在实轴上的逐段连续函数，它在 t1; � � � ; tn 处有第一类间断点. 因为
1在实轴上也看作普通的点，因此要求 ˙1是 u的连续点或第一类间断点，即要假定

lim
t!1

u.t/和 lim
t!�1

u.t/都存在且有限.我们要求一上半平面中的有界调和函数，其在实

轴上 u的连续点 t 处等于 u.t/.
在上半平面中任取一点 ´0，分式线性变换

w D '.´/ D
´ � ´0

´ � ´0

把上半平面一一地映为 jwj < 1，把实轴一一地映为单位圆周 jwj D 1. 通过这一映射，
u.t/变成了 j�j D 1上的函数 u1.�/ D u

�
'�1.�/

�
，它在 j�j D 1上除了有限个第一类间断

点外处处连续.根据定理 8.2.3，可以得到 jwj < 1中唯一的有界调和函数 u1.w/，使其在

j�j D 1上 u1的连续点处取值 u1.�/.于是

u.´/ D u1

�
'.´/

�
便是要求的函数.
现在来求 u.´/的具体表达式.因为 u1 是 jwj < 1中的调和函数，且在 j�j D 1上除

去有限个点外取值 u1.�/，故有

u1.0/ D
1

2π

Z 2π

0

u1.ei'/d': (8.3.1)
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其中

u1.0/ D u.´0/; u1.ei'/ D u.t/; (8.3.2)

且

ei'
D
t � ´0

t � ´0

:

上式两边取对数后求微分，即得

d' D
2y0dt

.t � x0/2 C y2
0

; ´0 D x0 C iy0: (8.3.3)

把 (8.3.2)式和 (8.3.3)式代入 (8.3.1)式，即得 u.´/的表达式为

u.´0/ D
1

π

Z 1

�1

y0

.t � x0/2 C y2
0

u.t/dt; Im ´0 > 0: (8.3.4)

由于

Re
1

i.t � ´0/
D

y0

.t � x0/2 C y2
0

;

故 (8.3.4)式也可改写为

u.´0/ D Re
1

πi

Z 1

�1

u.t/

t � ´0

dt; Im ´0 > 0: (8.3.5)

把上面的结果写成定理的形式，有

定理 8.3.1 设 u是定义在实轴上的逐段连续函数，如果 lim
t!1

u.t/和 lim
t!�1

u.t/都

存在且有限，那么以 u.t/为边值的上半平面的 Dirichlet问题的解可以写成 (8.3.4)式或
(8.3.5)式.

作为公式 (8.3.5)的一个应用，下面我们给出 Schwarz–Christoffel公式（定理 7.4.3）
的一个简单的证明.
设 w D f .´/是把上半平面 D 一一地映为多角形域 G，且在 D 上连续的双全纯函

数.如果 G 在其顶点 wk（k D 1; � � � ; n）处的顶角为 ˛kπ（0 < ˛k < 2），实轴上与 wk 对

应的点为 ak（k D 1; � � � ; n），�1 < a1 < � � � < an < 1，我们要证明

f .´/ D C

Z ´

´0

.´ � a1/
˛1�1

� � � .´ � an/
˛n�1 d´C C1; (8.3.6)

其中，́0; C; C1是三个常数.
因为 f 0.´/ 在上半平面中处处不为零，所以 logf 0.´/ 在上半平面中能分出单值的

全纯分支.今取定一个分支，有

logf 0.´/ D log jf 0.´/j C i argf 0.´/:
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记 v.´/ D argf 0.´/，它是上半平面中的调和函数，我们看它在实轴上满足什么条件.当
´ 2 .ak; akC1/（k D 1; � � � ; n � 1）时，f .´/在线段 wkwkC1 上，根据导数辐角的几何意

义，这时有

v.´/ D argf 0.´/ D arg.wkC1 � wk/; k D 1; � � � ; n � 1:

若记 a0 D �1; anC1 D 1，则当 ´ 2 .a0a1/或 .an; anC1/时，f .´/在线段 wnw1上，所以

此时

v.´/ D argf 0.´/ D arg.w1 � wn/:

如果记

�k D

(
arg.wkC1 � wk/; k D 1; � � � ; n � 1；

arg.w1 � wn/; k D 0; n;
(8.3.7)

那么 v在实轴上应满足条件

v.t/ D �k; ak < t < akC1; k D 0; 1; � � � ; n:

根据上半平面 Dirichlet问题解的公式 (8.3.5)，有

v.´/ D Re
1

πi

Z 1

�1

v.t/

t � ´
dt D

nX
kD0

Re
1

πi

Z akC1

ak

�k

t � ´
dt

D

nX
kD0

Re
�k

πi
log

´ � akC1

´ � ak

D
1

π

nX
kD0

�k arg
´ � akC1

´ � ak

:

容易知道，当 ´在上半平面时，有

arg.´ � a0/ D 0;

arg.´ � anC1/ D π:
(8.3.8)

记

Sk D

kX
j D0

arg
´ � aj C1

´ � aj

D arg.´ � akC1/;

应用 Abel变换和 (8.3.8)式，有

v.´/ D
1

π

n�1X
kD0

.�k � �kC1/ arg.´ � akC1/C �n

D
1

π

nX
kD1

.�k�1 � �k/ arg.´ � ak/C �n:

但从 (8.3.7)式容易直接验证

�kC1 � �k D .˛k � 1/π; k D 1; � � � ; n;
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因而有

argf 0.´/ D v.´/ D

nX
kD1

.˛k � 1/ arg.´ � ak/C �n:

现在令

F.´/ D

nX
kD1

.˛k � 1/ log.´ � ak/C i�n;

它与 logf 0.´/有相同的虚部，所以

logf 0.´/ D logC 0
C i�n C

nX
kD1

log.´ � ak/
˛k�1;

由此即得

f .´/ D C

Z ´

´0

.´ � a1/
˛1�1

� � � .´ � an/
˛n�1 d´C C1:

这就是要证明的公式 (8.3.6).
习 题 8.3

1. 求出上半平面D的 Green函数 g，并证明：若

P.´; t/ D
1

2π
lim
s!0

@g.´; t C si/
@s

; ´ 2 D; t 2 R;

则

u.´/ D

Z 1

�1

P.´; t/f .t/dt

是上半平面以 f .t/为边界值的 Dirichlet问题的解.
2. 设 D 是由简单闭曲线围成的单连通域.证明：D 的 Dirichlet问题可解，并且解是唯一
的.

3. 求出解上半单位圆盘 Dirichlet问题的具体公式.

8.4 次调和函数

上面我们已经看到，平均值性质是调和函数的特征性质（定理 8.1.1和定理 8.2.4），
这一节我们要讨论具有次平均值性质的函数.

定义 8.4.1 设D是C中的域，如果D上的实值函数 u W D ! R[f�1g（u 6� �1）

满足

(1) u是上半连续的；
(2) 对任意以 a为中心、r 为半径的闭圆盘 B.a; r/ � D，有不等式

u.a/ 6
1

2π

Z 2π

0

u.aC r ei�/d�; (8.4.1)
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就称 u是D上的次调和函数..
所谓 u在D中上半连续，是指对D中的每一点 a，有

lim
´!a

u.´/ 6 u.a/:

满足不等式 (8.4.1)的函数称为具有次平均值性质.
由定义 8.4.1马上知道，每个调和函数一定是次调和的.因此，次调和函数是比调和

函数更宽的一类函数，但它仍具有调和函数的一些优良性质，下面的极值特征便是其中

之一.
定理 8.4.2 设D是 C中的域，u是D上的连续实值函数. u是D上的次调和函数

的充分必要条件是，对任意域 G �� D 及任意在 G 上连续、在 G 内调和的函数 h，如果

u.´/ 6 h.´/在 G 上成立，那么在 G 内也有 u.´/ 6 h.´/.

证 先证必要性. 如果 u.´0/ > h.´0/ 对某个 ´0 2 G 成立，令 u1 D u � h，则

u1.´0/ > 0.因为 u在 G 上连续，故在 G 上达到它的最大值M .记

E D f´ 2 G W u1.´/ D M g:

因为在 G 的边界上 u1 6 0，所以 u1 的最大值只能在 G 中取到，因此 E 是 G 中的紧子

集.今设 a是 E 的一个边界点，于是有 r > 0，使得 B.a; r/ � G.但 B.a; r/的边界上必

有某段弧不在 E 中，因而

u1.a/ D M >
1

2π

Z 2π

0

u1.aC r ei�/d�: (8.4.2)

令一方面，u和 h分别在 G 中次调和与调和，因而有

u.a/ 6
1

2π

Z 2π

0

u.aC r ei�/d�;

h.a/ D
1

2π

Z 2π

0

h.aC r ei�/d�:

由此即得

u1.a/ 6
1

2π

Z 2π

0

u1.aC r ei�/d�:

这和 (8.4.2)式矛盾.
再证充分性.任取 B.a; r/ � D，那么存在 B.a; r/中的调和函数 h，它在圆周上和 u

一致.于是由假定，u.´/ 6 h.´/在圆内成立.这样

u.a/ 6 h.a/ D
1

2π

Z 2π

0

h.aC r ei�/d� D
1

2π

Z 2π

0

u.aC r ei�/d�:

这正好说明 u是次调和函数. �
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从定理 8.4.2可以看出，次调和函数是凸函数概念在平面上的推广.事实上，如果把
d2u

dx2
D 0看作一维的 Laplace方程，那么这个方程的解 u D axCb便是一维的调和函数.

而凸函数是在任一区间的两个端点处与一线性函数有相同的值，在区间内部，它不超过

这个线性函数.把区间换成平面上的区域，线性函数换成二维调和函数，那么凸函数就
是这里定义的次调和函数.
作为这个定理的一个应用，我们有

定理 8.4.3 设 u是单位圆盘 u中的次调和函数，令

m.r/ D
1

2π

Z 2π

0

u.r ei�/d�; 0 6 r < 1;

那么 m.r/是 r 的非降函数.

证 设 0 < r1 < r2 < 1.存在圆盘 B.0; r2/上的调和函数 h，它在圆周上和 u一致.
由定理 8.4.2，在 B.0; r2/中有 u 6 h，因而

m.r1/ D
1

2π

Z 2π

0

u.r1 ei�/d� 6
1

2π

Z 2π

0

h.r1 ei�/d�

D h.0/ D
1

2π

Z 2π

0

h.r2 ei�/d� D
1

2π

Z 2π

0

u.r2 ei�/d�

D m.r2/: �

下面给出两个具体的次调和函数.为此，先证明
命题 8.4.4 设 u 是域 D 上的次调和函数，' 是 .�1;1/ 上递增的凸函数，那么

' ı u也是D上的次调和函数.

证 因为 u是次调和函数，故对任意 B.a; r/ � D，有

u.a/ 6
1

2π

Z 2π

0

u.aC r ei�/d�:

又因为 ' 是递增的凸函数，所以

'
�
u.a/

�
6 '

�
1

2π

Z 2π

0

u.aC r ei�/d�
�

6
1

2π

Z 2π

0

'
�
u.aC r ei�/

�
d�

因而 ' ı u也是次调和函数. �

命题 8.4.5 设 f 是域 D 上的全纯函数，f 6� 0，那么 log jf j和 jf j
p（0 < p < 1）

都是D上的的次调和函数.
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证 容易知道，log jf j是上半连续的. 任取圆盘 B.a; r/ � D，我们要证明

log jf .a/j 6
1

2π

Z 2π

0

log jf .aC r ei�/jd�: (8.4.3)

如果 f .a/ D 0，那么 log jf .a/j D �1，(8.4.3)式显然成立.今设 f .a/ ¤ 0，f 在 B.a; r/

中也没有其他零点，那么通过直接计算知道，log jf j是 B.a; r/中的调和函数，因而它是

次调和的.现若 f 在 B.a; r/中有零点 ´1; � � � ; ´m，重零点按重数重复计算，根据 Jensen
公式，有

log jf .a/j D �

mX
kD1

log
r

ja � ´kj
C

1

2π

Z 2π

0

log jf .aC r ei�
jd�

6
1

2π

Z 2π

0

log jf .aC r ei�
jd�:

这就是 (8.4.3)式.这就证明了 log jf j的次调和性.
因为 '.t/ D ept 是递增的凸函数，而

jf j
p

D ep log jf j
D '.log jf j/;

故由命题 8.4.4，jf j
p（0 < p < 1）是次调和的. �

利用定理 8.4.3和命题 8.4.5，立刻可得
命题 8.4.6 设 f 2 H.U /，那么对任意 0 < p < 1，积分平均

Mp.r; f / D

�
1

2π

Z 2π

0

jf .r ei�/jpd�
� 1

p

是 r 的非降函数.
证明留给读者作练习.
对于二次连续可微的函数，次调和性有更简单的特征.先证明下面的
命题 8.4.7 设 u 2 C 2.D/是一实值函数，如果对任意 ´ 2 D;�u.´/ > 0，那么对任

意域 G �� D，u在 G 上的最大值必在 @G 上取到.

证 先设对每点 ´ 2 D，有 �u.´/ > 0. 如果 u 在 G 上的最大值在 G 的内点

´0 取到，记 ´0 D x0 C iy0; g.t/ D u.x0; t /，那么 g 在 t D y0 处有极大值，因而
@2u.´0/

@y2
D g00.y0/ 6 0.同理，

@2u.´0/

@x2
6 0. 所以 �u.´0/ 6 0，这与假设 �u.´0/ > 0矛

盾.
现设 �u.´/ > 0. 令

u".´/ D u.´/C "j´j
2; " > 0;

于是，�u".´/ D �u.´/ C " > 0. 因而 u" 在 G 上的最大值必在 @G 上取到，即 u".´/ 6
sup

�2@G

u".�/. 让 " ! 0，即得 u.´/ 6 sup
�2@G

u.�/. 这就是要证明的. �
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现在很容易证明下面的

定理 8.4.8 设 u 2 C 2.D/是一实值函数，那么 u是D上的次调和函数的充分必要

条件是，对任意 ´ 2 D，有 �u.´/ > 0.

证 充分性. 设 �u > 0 在 D 内处处成立. 对于 G �� D 上的调和函数 h，如果

u 6 h在 @G 上成立，我们要证明 u 6 h在 G 内也成立.令 u1 D u � h，那么

�u1.´/ D �.u � h/.´/ D �u.´/ > 0:

而在 @G 上 u1 6 0，于是由命题 8.4.7，在 G 内也有 u1 6 0，即 u 6 h在 G 内成立. 故由
定理 8.4.2知道，u是D上的次调和函数.

必要性.设 u是 D 上的次调和函数.如果存在 a 2 D，使得 �u.a/ < 0，那么有 a

的一个邻域 B.a; "/，�u.´/ < 0对于任意 ´ 2 B.a; "/成立，即 ��u.´/ > 0在 B.a; "/

中成立.由充分性证明的结果，�u是 B.a; "/上的次调和函数，因而 u的平均值公式在

B.a; "/中的任意小圆盘上成立.故由定理 8.2.4知道，u是 B.a; "/中的调和函数，因而

�u.a/ D 0，这与假定 �u.a/ < 0矛盾. 所以，�u > 0在D中处处成立. �

次调和函数概念在多复变数空间 Cn（n > 1）中的推广——多次调和函数，在多复

变函数论中扮演着重要的角色.
习 题 8.4

1. 证明：若 u在域D上次调和，则对于任意 ´0 2 D，成立

lim
´!´0

u.´/ D u.´0/:

2. 证明：域 D 上非常数的次调和函数不能在 D 内部取得最大值.举例说明，域 D 上非

常数的次调和函数能在D内部取得极大值.
3. 证明：若 u是域D上非常数的连续次调和函数，则 u.D/是右开的区间.
4. 证明：若 u是 B.0;R/上的连续次调和函数，则

m.r/ D
1

πr2

“
B.0;r/

u.´/ dx dy

是 .0; R/上的增加函数.
5. 举例说明，存在域D上的上半连续函数 u，其不能在D内部取得最大值，但它不是D

上的次调和函数.这表明，最大值原理不是次调和函数的特征性质.
6. 证明：域D上有限个次调和函数的和仍然是D上的次调和函数.
7. 证明：若 fung是域 D 上单调减少的次调和函数列，并且 lim

n!1
un D u ¤ �1，则 u也

是D上的次调和函数.
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8. 设 un是域D上的次调和函数列.证明：若 sup
n>1

un D u ¤ 1，并且 u是D上的上半连

续函数，则 u也是D上的次调和函数.
9. 证明：若 u在域D上调和，则对于任意 p > 1; juj

p 在D上次调和.
10.（次调和函数的 Hadamard三圆定理）设 0 < r1 < r2 < 1;D D f´ 2 C W r1 < j´j <

r2g; u在 D 上次调和，在 D 上连续，A.r/ D max
j´jDr

u.´/（r1 6 r 6 r2）.证明：A.r/在

Œr1; r2�上是 log r 的凸函数，即

A.r/ 6
log r2 � log r
log r2 � log r1

A.r1/C
log r � log r1
log r2 � log r1

A.r2/:

11. 设D;G 是域，u是 G 上的次调和函数. 证明：若 ' W D ! G 全纯，则 u ı ' 是D上的

次调和函数.
12. 设 D 是凸域，f 2 H.D/.证明：若 Re ´f .´/是 D 上的次调和函数，则或者 f 是常值

函数，或者 f 是D上的双全纯映射.
13. 设 
1; 
2; � � � ; 
n是 n条可求长曲线，u是域D上的连续函数.若 u在开集Dn

� n

[
kD1


k

�
上次调和，问 u是否在D上次调和?
（提示：举例说明答案是否定的.）

14. 设 v是有界域D上的次调和函数，u是D上的调和函数.证明：若存在 ´1; ´2; � � � ; ´n 2

@D，使得

lim
´!´0

Œv.´/ � u.´/� 6 0; 8´0 2 @Dnf´1; ´2; � � � ; ´ng；

lim
´!´k

Œv.´/ � u.´/� < 1; k D 1; 2; � � � ; n;

则

v.´/ 6 u.´/; 8´ 2 D:

15.（两常数定理）设 
; � 是 @B.0; 1/ 上两段不相交的开圆弧，其长度分别为 2˛π 和
2.1 � ˛/π，f 是 B.0; 1/上的有界全纯函数.证明：若存在 m;M > 0，使得

lim
´!´0

jf .´/j 6 m; 8´0 2 
；

lim
´!´0

jf .´/j 6 M; 8´0 2 �;

则

jf .0/j 6 m˛M 1�˛:

由此可得到 jf .´/j的什么样的估计?
（提示：参考习题 8.2的第 6题.）
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第
9
章

多复变数全纯函数与全纯映射

前面八章讨论的是一个复变数全纯函数的性质及其应用，从全纯函数的积分表示

和级数表示到几何理论，它构成一个完美的体系. 我们自然要问，如果复变数增加到
两个或 n（n > 1）个，这时候全纯函数是否还具有前面所说的那些性质呢? 1906 年，
Hartogs发现在 n个复变数的空间中，存在这样一种域，这种域上的每一个全纯函数都

可全纯开拓到比它更大的域上去，这种现象在复平面的域中是不会发生的.后人把这种
现象称为 Hartogs现象.从 Hartogs现象马上可以推出，多个复变数的全纯函数的零点一
定不是孤立的，这是又一个与单复变数全纯函数根本不同的性质！当然，只有在不发生

Hartogs现象的域上研究函数论才是有意义的.我们把不发生Hartogs现象的域称为全纯
域.因此，寻找刻画全纯域的特征就是一个十分重要的问题.围绕这个问题以及其他有关
的问题，在多复变的研究中引进了一系列新概念和新方法，使多复变逐渐成为一门新的

独立的学科.时至今日，多复变已经成为当代数学研究的主流方向之一.
本章将对多复变函数的若干性质作一个十分简单的介绍，目的是使读者看到多复

变函数论和单复变函数论的一些本质区别，从而产生对多复变函数论的兴趣.

9.1 多复变数全纯函数的定义

我们用 Cn记 n个坐标都是复数的 n维向量的全体，即

Cn
D f´ D .´1; � � � ; ´n/ W ´j 2 C; j D 1; � � � ; ng:

设 ´ D .´1; � � � ; ´n/; w D .w1; � � � ; wn/是 Cn 中的两个点，� 2 C，定义它们的加法和数
乘如下：

´C w D .´1 C w1; � � � ; ´n C wn/;

�´ D .�´1; � � � ; �´n/:

在这样的定义下，Cn是复数域上的线性空间. Cn中向量 ´的长度定义为

j´j D
�
j´1j

2
C � � � C j´nj

�21
2
:
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正像 C可以看成 R2一样，Cn也可以看成 R2n.
Cn 中的连通开集 ˝ 称为域. 当 ˝ 有界时，就称 ˝ 为有界域. 下面两类简单的有界

域值得我们特别注意：

设 a D .a1; � � � ; an/ 2 Cn; r D .r1; � � � ; rn/; rj > 0; j D 1; � � � ; n. 称

P.a; r/ D f.´1; � � � ; ´n/ W j´j � aj j < rj ; j D 1; � � � ; ng

为以 a为中心、r 为半径的多圆柱. 特别地，当 a D 0; rj D 1; j D 1; � � � ; n时，称之为单

位多圆柱，记为 U n，即

U n
D f.´1; � � � ; ´n/ W j´j j < 1; j D 1; � � � ; ng:

显然，当 n D 1时，它就是单位圆盘.
以 a D .a1; � � � ; an/为中心、� > 0为半径的球是指

B.a; �/ D

�
.´1; � � � ; ´n/ W

nX
j D1

j´j � aj j
2 < �2

�
:

特别地，当 a D 0; � D 1时，称之为单位球，记为 Bn，即

Bn D

�
.´1; � � � ; ´n/ W

nX
j D1

j´j j
2 < 1

�
:

当 n D 1时，它也是单位圆盘.
U n 和 Bn 都是单位圆盘在 Cn 中的推广，但它们不是全纯等价的，即不存在双全纯

映射把 Bn映为 U n，这是著名的 Poincaré定理.它说明单复变中的 Riemann映射定理在
多复变中是不成立的.

为了引进全纯函数的概念，我们要讨论多重幂级数的性质.先从多重级数讲起.

给定依赖两个指标的数列 fajkg，称
1X

j;kD1

ajk 为二重级数，数 Sm;n D

mX
j D1

nX
kD1

ajk 称

为它的部分和. 如果 lim
m!1
n!1

Sm;n D S 存在，就说上述二重级数是收敛的，S 是它的和.

用同样的方法可以定义一般多重级数收敛的概念.
级数

1X
˛1;��� ;˛nD0

c˛1���˛n
.´1 � a1/

˛1 � � � .´n � an/
˛n

称为 n重幂级数，它在点 b D .b1; � � � ; bn/处收敛是指 n重级数

1X
˛1;��� ;˛nD0

c˛1���˛n
.b1 � a1/

˛1 � � � .bn � an/
˛n

255

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

收敛.
关于多重幂级数，也有类似与单变数中的 Abel定理. 为简单起见，我们讨论 a D 0

的情形.
命题 9.1.1 如果 n重幂级数

1X
˛1;��� ;˛nD0

c˛1���˛n
´

˛1

1 � � � ´˛n

n (9.1.1)

在点 b D .b1; � � � ; bn/处收敛，这里，bj ¤ 0; j D 1; � � � ; n. 那么他在闭多圆柱

P.0; r/ D f.´1; � � � ; ´n/ W j´j j 6 rj ; j D 1; � � � ; ng

中绝对且一致收敛，这里，rj < jbj j; j D 1; � � � ; n.

证 因为幂级数
1X

˛1;��� ;˛nD0

c˛1���˛n
b

˛1

1 � � � b˛n

n 收敛，所以存在常数 M，使得对任意

˛1; � � � ; ˛n > 0，有

jc˛1���˛n
j 6

M

jb1j˛1 � � � jbnj˛n
:

故当 j´j j 6 rj < jbj j（j D 1; � � � ; n）时，有

jc˛1���˛n
´

˛1

1 � � � ´˛n

n j 6 M

ˇ̌̌̌
´1

b1

ˇ̌̌̌˛1

� � �

ˇ̌̌̌
´n

bn

ˇ̌̌̌˛n

6 M

�
r1

jb1j

�˛1

� � �

�
rn

jbnj

�˛n

;

于是

1X
˛1;��� ;˛nD0

jc˛1���˛n
´

˛1

1 � � � ´˛n

n j 6 M

1X
˛1D0

�
r1

jb1j

�˛1

� � �

1X
˛nD0

�
rn

jbnj

�˛n

D M

�
1 �

r1

jb1j

��1

� � �

�
1 �

rn

jbnj

��1

: �

为简化记号，我们采用下面的习惯记法：对于有序数组 ˛ D .˛1; � � � ; ˛n/，其中，每个

˛j 都是非负整数，记

j˛j D ˛1 C � � � C ˛n;

˛Š D ˛1Š � � �˛nŠ;

´˛
D ´

˛1

1 � � � ´˛n

n ;

其中，́ D .´1; � � � ; ´n/. 这样，幂级数 (9.1.1)就可简记为
X

˛

c˛´
˛ 或者

X
˛>0

c˛´
˛.
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现在可以给出多复变数全纯函数的概念了.
定义 9.1.2 设 ˝ 是 Cn 中的域，f W ˝ ! C是定义在 ˝ 上的一个复值函数.如果

对每一点 a 2 ˝，存在多圆柱 P.a; �/ � ˝ 和幂级数
X

˛

c˛.´ � a/˛，使得

f .´/ D
X

˛

c˛.´ � a/˛ (9.1.2)

在 P.a; �/中成立，则称 f 为 ˝ 中的全纯函数.
与单复变中一样，我们用H.˝/记 ˝ 上全纯函数的全体.
设 f 在 a点附近全纯，那么 f 在 a点附近可以用幂级数 (9.1.2)表示.如果把幂级

数 (9.1.2)写成

f .´/ D

1X
˛1D0

� 1X
˛2D0

� � �

1X
˛nD0

c˛1���˛n
.´2 � a2/

˛2 � � � .´n � an/
˛n

�
.´1 � a1/

˛1;

那么当 ´2; � � � ; ´n 固定时，上式是 f .´1; ´2; � � � ; ´n/关于 ´1 在 a1 附近的幂级数展开式，

因此它是 ´1的全纯函数.一般来说，如果 f 在 a点附近全纯，那么当 ´1; � � � ; ´j �1; ´j C1，

� � � ; ´n固定时，f 便是单变数 ´j 的全纯函数，因而有 Cauchy–Riemann方程

@f

@´j

D 0; j D 1; � � � ; n: (9.1.3)

这 n个方程称为 f 的 Cauchy–Riemann方程组.
一个自然的问题是，如果 (9.1.3)式在 a 点附近成立，能否断言 f 在 a 点附近全纯

呢?答案是肯定的，但证明起来很困难，这里略去它的证明.
定理 9.1.3（Hartogs） 设 ˝ 是 Cn 中的域，f W ˝ ! C是定义在 ˝ 上的函数. 对

于 a 2 Cn，定义 C中的域 ˝j;a 及 ˝j;a 上的函数 fj;a 如下：

˝j;a D f´ 2 C W .a1; � � � ; aj �1; ´; aj C1; � � � ; an/ 2 ˝g;

fj;a.´/ D f .a1; � � � ; aj �1; ´; aj C1; � � � ; an/:

如果对任意的 a 2 Cn及 j D 1; � � � ; n; fj;a 2 H.˝j;a/，那么 f 2 H.˝/.
设 f 2 H.˝/，根据上面的讨论，当 ´1; � � � ; ´j �1; ´j C1; � � � ; ´n 固定时，f 是 ´j 的全

纯函数，因而对它的幂级数表达式可以逐项求导数，从幂级数 (9.1.2)可得

@˛1C���C˛nf .´/

@´
˛1

1 � � � @´
˛n
n

ˇ̌̌̌
´Da

D ˛Šc˛:

如果记

.D˛f /.a/ D
@˛1C���C˛nf .´/

@´
˛1

1 � � � @´
˛n
n

ˇ̌̌̌
´Da

;
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那么 f 在 a点的幂级数展开式 (9.1.2)可写为

f .´/ D
X

˛

.D˛f /.a/

˛Š
.´ � a/˛:

类似于第 4章定理 4.3.7的唯一性定理在多复变中是不成立的. 例如，函数f .´1´2/ D

´1´2 在双圆柱 U 2
D f´ D .´1; ´2/ W j´1j < 1; j´2j < 1g 中全纯，点列

��
0;
1

k

�
; k D

2; 3; � � �

�
以 .0; 0/为极限点，且 f

�
0;
1

k

�
D 0，但 f 在双圆柱中并不恒等于零. 在多复变

中，有下列形式的唯一性定理：

定理 9.1.4 设 ˝ 是 Cn 中的域，f 2 H.˝/. 如果 f 在非空开集 E 上恒等于零，那

么 f 在 ˝ 上恒等于零.

证 令

K D f´ 2 ˝ W .D˛f /.´/ D 0对所有 ˛ D .˛1; � � � ; ˛n/成立g;

K˛ D f´ 2 ˝ W .D˛f /.´/ D 0对某个 ˛ D .˛1; � � � ; ˛n/成立g:

由假定，E � K，所以 K 不是空集. 显然

K D \
˛
K˛:

因为D˛f 是连续函数，所以 K˛ 是闭集，因而 K 也是闭集.任取 a 2 K，因为 f 在 ˝ 中

全纯，故存在多圆柱 P.a; r/ � ˝，使得

f .´/ D
X

˛

.D˛f /.a/

˛Š
.´ � a/˛ D 0

在 P.a; r/中成立，因而 P.a; r/ � K，这说明 K 是一个开集. 由于 ˝nK 也是开集，等式

˝ D K [ .˝nK/

与 ˝ 的连通性矛盾.因为 K 不是空集，所以只能 ˝nK 是空集，即 K D ˝.由此即知 f

在 ˝ 上恒等于零. �

作为唯一性定理的应用，我们可以证明下面的开映射定理：

定理 9.1.5 设˝ 是 Cn中的域，f 是˝ 上非常数的全纯函数，那么 f 把˝ 中的开

集映成 C中的开集.

证 n D 1时定理是成立的（见定理 4.4.6）.现设 n > 1.任取开集 E � ˝，我们要

证明 f .E/是 C中的开集.为此任取 w 2 f .E/，则必存在 a 2 E，使得 f .a/ D w.令 Q
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是 a 的一个凸邻域（例如可以取 Q 为包含 a 的一个多圆柱），Q � E，由定理 9.1.4知
道，f 在Q上不能恒等于 f .a/，因而能找到 b 2 Q，使得 f .a/ ¤ f .b/.令

D D f� 2 C W aC �.b � a/ 2 Qg;

显然 � D 0; � D 1都属于 D，因而 D 不是空集. 由于Q是开集，所以 D 也是 C中的开
集.令

g.�/ D f
�
aC �.b � a/

�
; � 2 D:

容易知道它是D上的全纯函数，且

g.0/ D f .a/ ¤ f .b/ D g.1/;

即 g 不是常函数. 于是，由定理 4.4.6即知 g.D/是 C中的开集，且 w D f .a/ D g.0/ 2

g.D/.另一方面，g.D/ � f .Q/ � f .E/，因而 f .E/是 C中的开集. �

利用开映射定理又可得到下面的最大模原理：

定理 9.1.6 设 ˝ 是 Cn 中的域，f 是 ˝ 上非常数的全纯函数，那么 f 的模不可能

在 ˝ 的内点达到最大值.
这个定理的证明与定理 4.5.1的证明一样，留给读者作为练习.

习 题 9.1
1. 设 ˝ 是 Cn 中的域，f 2 H.˝/.如果存在 a 2 ˝，使得 .D˛f /.a/ D 0对所有多重指

标 ˛ D .˛1; � � � ; ˛n/成立，证明在 ˝ 上 f .´/ � 0.

2. 设 ˝ 是 Cn 中的域，f1; � � � ; fm 2 H.˝/. 如果
mX

j D1

jfj .´/j
2 在 ˝ 上为一常数，证明

f1; � � � ; fm都是常数.
3. 设 ˝ 是 Cn中的域，f; g 2 H.˝/. 如果 f .´/g.´/ � 0在 ˝ 上成立，证明 f 或 g必在

˝ 上恒等于零.
4. 证明定理 9.1.6.

9.2 多圆柱的 Cauchy积分公式

在单复变中，Cauchy积分公式起了十分重要的作用，对于不同的域，Cauchy积分公
式具有相同的形式.但在多复变中，情况要复杂得多，对于不同的域，有不同的 Cauchy
积分公式.下面先给出多圆柱上的 Cauchy积分公式.

定理 9.2.1 设˝ 是 Cn中的域，f 2 H.˝/. 如果 P.a; r/ � ˝，则对 ´ 2 P.a; r/，有

f .´/ D
1

.2πi/n

Z
j�1�a1jDr1

� � �

Z
j�n�anjDrn

f .�1; � � � ; �n/d�1 � � � d�n

.�1 � ´1/ � � � .�n � ´n/
: (9.2.1)
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证 当 n D 1 时，这是熟知的圆盘上的 Cauchy 积分公式. 今设定理对 n � 1 个变

数的全纯函数成立.分别在圆周 j�2 � a2j D r2; � � � ; j�n � anj D rn 上固定 �2; � � � ; �n，则

f .´1; �2; � � � ; �n/是圆盘 j´1 � a1j 6 r1上的全纯函数，由单复变的 Cauchy积分公式得

f .´; �2; � � � ; �n/ D
1

2πi

Z
j�1�a1jDr1

f .�1; �2; � � � ; �n/

�1 � ´1

d�1: (9.2.2)

固定 ´1，把 f .´1; ´2; � � � ; ´n/看成 ´2; � � � ; ´n的函数，用归纳法的假定，再利用 (9.2.2)式，
即得

f .´1; ´2; � � � ; ´n/ D
1

.2πi/n�1

Z
j�2�a2jDr2

� � �

Z
j�n�anjDrn

f .´; �2; � � � ; �n/d�2 � � � d�n

.�2 � ´2/ � � � .�n � ´n/

D
1

.2πi/n

Z
j�1�a1Dr1

� � �

Z
j�n�anjDrn

f .�1; � � � ; �n/d�1 � � � d�n

.�1 � ´1/ � � � .�n � ´n/
�

如果记 Dj D f´j 2 C W j´j � aj j < rj g; j D 1; 2; � � � ; n，那么多圆柱 P.a; r/是这 n

个圆盘的拓扑积．它的边界 @P 由若干部分组成，例如，@D1 �D2 � � � � �Dn; @D1 � @D2 �

D3 � � � � �Dn; � � � ; @D1 � @D2 � � � � � @Dn都是它的边界的组成部分.其中，最低维的那一
部分

@D1 � � � � � @Dn D f.´1; � � � ; ´n/ W j´j � aj j D rj :j D 1; � � � ; ng

称为 P.a; r/的特征边界，记为 @0P .
多圆柱的Cauchy积分公式 (9.2.1)的积分区域不是P.a; r/的全部边界，而只是它的

边界的一部分——特征边界.这是多复变与单复变的一个重要区别.在单复变中，Cauchy
积分公式的积分是在全部边界上进行的.

如果在 Cauchy积分公式 (9.2.1)中对 ´求导数，可得

.D˛f /.a/ D
˛Š

.2πi/n

Z
@0P

f .�/d�1 � � � d�n

.�1 � ´1/˛1C1 � � � .�n � ´n/˛nC1
: (9.2.3)

由此可以得到下面的 Cauchy不等式.
定理 9.2.2 设˝ 是 Cn中的域，P.a; r/ � ˝. 如果 f 2 H.˝/，记M D supfjf .�/j W

� 2 @0P g，那么对任意多重指标 ˛ D .˛1; � � � ; ˛n/，有

j.D˛f /.a/ 6 M
˛Š

r˛
:

证 从等式 (9.2.3)即得

j.D˛f /.a/j 6
˛Š

.2π/n

Z
@0P

jf .�/j jd�1j � � � jd�nj

j�1 � ´1j˛1C1 � � � j�n � ´nj˛nC1
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6
˛Š

.2π/n
M

r
˛1C1
1 � � � r

˛nC1
n

.2π/nr1 � � � rn

D M
˛Š

r˛
: �

当 n D 1时，这就是定理 3.5.1.
我们也有类似于引理 4.1.8的结果.
定理 9.2.3 设 ˝ 是 Cn 中的域，f 2 H.˝/. 如果紧集 K 及其邻域 G 满足条件

K � G �� ˝，那么有不等式

supfj.D˛f /.´/j W ´ 2 Kg 6 C supfjf .´/j W ´ 2 Gg;

这里，C 是与 K;G 及 ˛有关的常数.

证 因为 � D d.K; @G/ > 0，所以以 K 中任何点 a为中心、�为半径的多圆柱

P D f.´1; � � � ; ´n/ W j´j � aj j < �; j D 1; � � � ; ng

都含在 G 中.于是由 Cauchy不等式，有

j.D˛f /.a/j 6 sup
�2@0P

jf .�/j
˛Š

�j˛j
6 C supfjf .´/j W ´ 2 Gg:

由此即得所要证的不等式. �

在多复变中，也有类似于单复变中的Weierstrass定理.
定理 9.2.4 设 ˝ 是 Cn 中的域，ffkg是 ˝ 上的一列全纯函数，如果它在 ˝ 上内闭

一致收敛于 f，那么 f 2 H.˝/，而且对任意多重指标 ˛ D .˛1; � � � ; ˛n/，D˛fk 在 ˝ 上

内闭一致收敛于D˛f .

证 对任意 a 2 ˝，我们证明f 在 a附近能展开成幂级数. 适当选取 � D .�1; � � � ; �n/，

使得 P.a; �/ � ˝. 对 fk 用 Cauchy积分公式，得

fk.´/ D
1

.2πi/n

Z
@0P

fk.�/d�1 � � � d�n

.�1 � ´1/ � � � .�n � ´n/
; ´ 2 P.a; �/:

由于当 k ! 1，fk 在 @0P 上一致收敛于 f，故在上式中令 k ! 1，即得

f .´/ D
1

.2πi/n

Z
@0P

f .�/d�1 � � � d�n

.�1 � ´1/ � � � .�n � ´n/
; ´ 2 P.a; �/: (9.2.4)

利用证明定理 4.3.1时用过的方法，有

1

�j � ´j

D
1

.�j � aj / � .´j � aj /
D

1

�j � aj

�
1 �

´j � aj

�j � aj

��1
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D
1

�j � aj

1X
˛j D0

�
´j � aj

�j � aj

�˛j

;

于是
1

.�1 � ´1/ � � � .�n � ´n/
D

1X
˛1D0

� � �

1X
˛nD0

.´1 � a1/
˛1 � � � .´n � an/

˛n

.�1 � a1/˛1C1 � � � .�n � an/˛nC1
:

上述级数对于 � 2 @0P 是一致收敛的，代入 (9.2.4)式即得

f .´/ D
X
˛>0

�
1

.2πi/n

Z
@0P

f .�/d�1 � � � d�n

.�1 � a1/˛1C1 � � � .�n � an/˛nC1

�
.´ � a/˛:

把上面花括弧中的数记为 c˛，即得

f .´/ D
X
˛>0

c˛.´ � a/˛:

这就证明了 f 2 H.˝/.
对于任意紧集 K � D，取其邻域 G，使得 K � G �� ˝.因为 G 是紧的，故对任意

" > 0，存在 k0，当 k > k0时，有

supfjfk.´/ � f .´/j W ´ 2 Gg < ":

于是，由定理 9.2.3得

supfjD˛.fk � f /.´/j W ´ 2 Kg 6 C supfjfk.´/ � f .´/j W ´ 2 Gg < C":

这正好说明D˛fk 在 ˝ 上内闭一致收敛到D˛f . �

多圆柱的 Cauchy 积分公式是单位圆盘 Cauchy 积分公式的自然推广，人们很早就
知道它了.可是长期以来人们不知道球的 Cauchy积分公式是什么样子，直到本世纪 50
年代中期，华罗庚得到了四类典型域的 Cauchy积分公式，作为第一类典型域的一种特
殊情形，人们才得到了球的 Cauchy积分公式.由此可见，在多复变中，Cauchy积分公式
因域而异，寻找给定域的 Cauchy积分公式本身是一个相当困难的研究课题.

习 题 9.2
1. 设P.a; r/是一个多圆柱，试利用多圆柱上的Cauchy积分公式证明：若f 2 C

�
P.a; r/

�
\

H
�
P.a; r/

�
，则 f 的最大模必在 @0P 上取到.

2. 设 ˝ 是 Cn 中的域，P.a; r/ � ˝. 如果 f 2 H.˝/，那么对任意多重指标 ˛ D

.˛1; � � � ; ˛n/，有

j.D˛f /.a/j 6
˛Š.˛1 C 2/ � � � .˛n C 2/

.2n/nr˛C2
kf kL1.P.a;r//;
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这里

kf kL1.P.a;r// D

Z
P.a;r/

jf .´/jdm.´/;

dm.´/是 R2n中的测度.
3. 设 f 是 Cn上的有界全纯函数，证明 f 必为常数.
4. 设˝ 是 Cn中的域，ffkg是˝ 上一列处处不为零的全纯函数.如果 ffkg在˝ 上内闭

一致收敛于 f，那么 f 在 ˝ 中或者恒等于零，或者处处不等于零.

9.3 全纯函数在 Reinhardt域上的展开式

为了找出发生 Hartogs 现象的域，我们要先讨论全纯函数在 Reinhardt 域上的展开
式.

定义 9.3.1 设 ˝ 是 Cn 中的域，如果对任意 .´1; � � � ; ´n/ 2 ˝ 及 �1; � � � ; �n 2 R，必
有 .ei�1 ´1; � � � ;ei�n ´n/ 2 ˝，就称 ˝ 是 Reinhardt域.
前面提到的球和多圆柱都是 Reinhardt域.
定理 9.3.2 设˝ 是 Cn中的 Reinhardt域，f 2 H.˝/，那么 f 必有 Laurent展开式

f .´/ D
X
˛2Zn

a˛´
˛; (9.3.1)

这里，Zn
D f.˛1; � � � ; ˛n/ W ˛1; � � � ; ˛n都是整数g.上述级数在 ˝ 中内闭一致收敛，且 a˛

由 f 唯一确定.

证 我们先证，如果展开式 (9.3.1) 在 ˝ 上内闭一致收敛，那么 a˛ 由 f 唯一确

定. 事实上，取 w 2 ˝，要求 w 的每个坐标 wj ¤ 0. 对于这个固定的 w，取 ´ D

.ei�1 w1; � � � ;ei�n wn/，则 ´ 2 ˝.于是，由展开式 (9.3.1)得

f .ei�1 w1; � � � ;ei�n wn/ D
X
˛2Zn

a˛w
˛1

1 � � �w˛n

n ei.˛1�1C���C˛n�n/ :

两端乘以 e�i.ˇ1�1C���Cˇn�n/，得

f .ei�1 w1; � � � ;ei�n wn/e�i.ˇ1�1C���Cˇn�n/
D
X
˛2Zn

a˛w
˛1

1 � � �w˛n

n eiŒ.˛1�ˇ1/�1C���C.˛n�ˇn/�n�;

这里，.ˇ1; � � � ; ˇn/是任意一个多重指标.上式两端分别对 �1; � � � ; �n在 Œ0; 2π�上积分，由
于右端级数的项只有当 ˛ D ˇ时不为零，因而有

aˇ D
1

.2π/n
1

wˇ

Z 2π

0

� � �

Z 2π

0

f .ei�1 w1; � � � ;ei�n wn/e�i.ˇ1�1C���Cˇn�n/ d�1 � � � d�n:
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这就证明了展开式 (9.3.1)中的系数由 f 所唯一确定.
现在证明展开式 (9.3.1)成立.取定 w 2 ˝，由于˝是 Reinhardt域，故可取充分小的

" > 0，使得

G.w; "/ D f´ 2 Cn
W jwj j � " < j´j j < jwj j C "; j D 1; � � � ; ng

含在 ˝ 中.这是因为对于任意的 ´ 2 G.w; "/，有ˇ̌
j´j j � jwj j

ˇ̌
< "; j D 1; � � � ; n:

令 ´0
j D ei�j ´j，当然有 ˇ̌

j´0
j j � jwj j

ˇ̌
< "; j D 1; � � � ; n: (9.3.2)

适当选择 �j，可使 arg ´0
j D argwj，于是 (9.3.2)式变成

j´0
j � wj j < "; j D 1; � � � ; n:

因为 ˝ 是域，取 " > 0充分小，可使 .´0
1; � � � ; ´

0
n/ 2 ˝. 因为 ˝ 是 Reinhardt域，所以

.´1; � � � ; ´n/ D .e�i�1 ´0
1; � � � ;e

�i�n ´0
n/ 2 ˝:

由于G.w; "/是 n个圆环的拓扑积，对 f 的每个变量分别用单复变中的 Laurent定理，可
得

f .´/ D
X
˛2Zn

a˛.w/´
˛; ´ 2 G.w; "/;

它在 w的邻域中一致收敛.不难证明 a˛.w/实际上与 w无关.为此，取 w0
2 G.w; "/，同

样有

f .´/ D
X
˛2Zn

a˛.w
0/´˛; ´ 2 G.w0; "0/:

由上面证明的 a˛ 的唯一性知道，a˛.w/ D a˛.w
0/; ˛ 2 Zn.这就证明了 a˛.w/在一个局

部范围内是一个常数，利用 ˝ 的连通性，便知 a˛.w/ D a˛ 在 ˝ 上成立.因而

f .´/ D
X
˛2Zn

a˛´
˛

在 ˝ 中每一点的邻域中一致地成立，从而在 ˝ 中内闭一致地成立. �

从这个定理可得下面很有用的定理：

定理 9.3.3 设 ˝ 是 Cn 中的 Reinhardt域，如果对每个 j（j D 1; � � � ; n），̋ 中都

有 j 第个坐标为零的点，那么每个 f 2 H.˝/都有幂级数展开式

f .´/ D
X
˛>0

a˛´
˛; (9.3.3)

它在 ˝ 上内闭一致地成立.
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证 因为 ˝ 是 Reinhardt域，根据定理 9.3.2，f 有 Laurent展开式

f .´/ D
X
˛2Zn

a˛´
˛: (9.3.4)

我们要证明，如果 ˛ D .˛1; � � � ; ˛n/的某个分量出现负整数，那么相应的系数 a˛ D 0，这

样展开式 (9.3.4)就变成幂级数了.事实上，设 ˛k 是一个负整数，而相应的 a˛ ¤ 0，这时

取第 k个坐标为零的点

éD .´1; � � � ; ´k�1; 0; ´kC1; � � � ; ´n/;

于是 a˛é˛
D 1，因而 (9.3.4)式在 é处不成立，这是一个矛盾. 所以，(9.3.4)式的右端就

是幂级数 (9.3.3). �

由于单位球 Bn 和单位多圆柱 U n 都满足定理 9.3.3的条件，所以从定理 9.3.3立刻
可得

定理 9.3.4 每个 f 2 H.Bn/都有幂级数展开式

f .´/ D
X
˛>0

a˛´
˛; ´ 2 Bn:

定理 9.3.5 每个 f 2 H.U n/都有幂级数展开式

f .´/ D
X
˛>0

a˛´
˛; ´ 2 U n:

上面这个展开式也可写为

f .´/ D

1X
kD0

X
j˛jDk

a˛´
˛

D

1X
kD0

Pk.´/;

这里，Pk.´/ D
X

j˛jDk

a˛´
˛ 是 ´1; � � � ; ´n的 k 次齐次多项式.上式称为 f 的齐次展开式.

为简单起见，我们就 n D 2的情形写出 Pk.´/的具体表达式：

P0.´/ D a0;0;

P1.´/ D
X

j˛jD1

a˛´
˛

D a1;0´1 C a0;1´2;

P2.´/ D
X

j˛jD2

a˛´
˛

D a2;0´
2
1 C a1;1´1´2 C a0;2´

2
2;

P3.´/ D
X

j˛jD3

a˛´
˛

D a3;0´
3
1 C a2;1´

2
1´2 C a1;2´1´

2
2 C a0;3´

3
2;
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� � � :

从定理 9.3.3还可得到下面的全纯开拓定理：
定理 9.3.6 设˝ 是 Cn中的 Reinhardt域，如果对每个 j（j D 1; � � � ; n），̋ 中都有

第 j 个坐标为零的点，那么每个 f 2 H.˝/都能全纯开拓到域

˝ 0
D fw D .�1´; � � � ; �n´n/ W .´1; � � � ; ´n/ 2 ˝; 0 6 �j 6 1; j D 1; � � � ; ng:

证 根据定理 9.3.3，f 在 ˝ 中有幂级数展开式

f .´/ D
X
˛>0

a˛´
˛; ´ 2 ˝:

任取 w 2 ˝ 0，按定义，存在 ´ 2 ˝ 及 0 6 �j 6 1; j D 1; � � � ; n，使得 wj D �j´j ; j D

1; � � � ; n，因而 jwj j 6 j´j j. 由于
X
˛>0

a˛´
˛ 收敛，由命题 9.1.1，

X
˛>0

a˛w
˛ 收敛，且在 ˝ 0 中

内闭一致收敛. 现在定义
F.w/ D

X
˛

a˛w
˛; w 2 ˝ 0;

由Weierstrass定理，F 2 H.˝ 0/，且 F
ˇ̌
˝

D f，所以 F 是 f 在 ˝ 0上的全纯开拓. �

从这个定理马上可以举出发生 Hartogs现象的具体的域.
例 9.3.7 设 0 < r < R，若

˝ D f´ D .´1; � � � ; ´n/ W r2 < j´2
1j C � � � C j´nj

2 < R2
g;

则每个 f 2 H.˝/必能全纯开拓到

B.0;R/ D f´ D .´1; � � � ; ´n/ W j´1j
2

C � � � C j´nj
2 < R2

g:

由例 9.3.7还可得到一个与单复变有本质不同的事实：在单复变中，全纯函数的零点
一定是孤立的，可在多复变中恰好相反.

定理 9.3.8 设 ˝ 是 Cn（n > 1）中的域，f 2 H.˝/，那么 f 在 ˝ 上的零点一定不

是孤立的.

证 如果 a 2 ˝ 是 f 的一个孤立零点，这意味着存在以 a为中心、以充分小的正数

"为半径的球 B.a; "/ � ˝，f 在 B.a; "/中除 a以外不再有其他的零点.令

g.´/ D
1

f .´/
;

则 g 在 B.a; "/nB

�
a;
"

2

�
中全纯. 由例 9.3.7，g 必在 B.a; "/中全纯，因而 f .a/ ¤ 0，这

是一个矛盾. �
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Hartogs现象是多复变数空间 Cn（n > 1）中所特有的，在复平面上没有这种现象.
设D是 C中的域，在 @D上任意取一点 a，那么

f .´/ D
1

´ � a

是 D 中的全纯函数，但它不能越过 a 全纯开拓出去.这说明对 D 不会发生 Hartogs现
象．

Cn中怎样的域不会发生 Hartogs现象呢?我们把不发生 Hartogs现象的域称为全纯
域.严格说来，我们有下面的

定义 9.3.9 设˝是Cn中的域，如果不存在比˝更大的域˝ 0（˝ 0
� ˝;˝ 0

¤ ˝），

使得H.˝/中的每个函数都能全纯开拓到 ˝ 0上去，就称 ˝ 是全纯域.
如上面所说，C中所有的域都是全纯域. Cn（n > 1）中什么样的域是全纯域，这是

多复变中一个十分重要的问题.我们在这里给出一个域是全纯域的一个充分条件.
定理 9.3.10 Cn中的凸域一定是全纯域.

证 设 ˝ 是 Cn 中的凸域，故对 @˝ 上每一点 �，存在一个过 � 的超平面Q，它与 ˝

不相交.不妨设 � D 0，则过 � 的超平面可写为

a1x1 C b1y1 C � � � C anxn C bnyn D 0: (9.3.5)

记 cj D aj � ibj ; ´j D xj C iyj，则 (9.3.5)式可写为

Re
� nX

j D1

cj´j

�
D 0:

令 g.´/ D

nX
j D1

cj´j，易知 g 在 ˝ 中没有零点. 因为若有 w 2 ˝，使得 g.w/ D 0，则

Reg.w/ D 0，这等于说超平面 (9.3.5)通过 w点，与Q的取法矛盾. 因而

f .´/ D
1

g.´/

是 ˝ 中的全纯函数，但它不能通过边界点 � 全纯开拓出去. �

显然，这个定理的逆是不成立的，即全纯域不一定是凸域，这在 n D 1时就有大量的

反例.因此，全纯域是比凸域更为广泛的一类域.
习 题 9.3

1. 记 A.Bn/ D H.Bn/ \ C.Bn/; n > 1.
(1) 设 f 2 A.Bn/，如果 f 在 @Bn上处处不为零，证明 f 在 Bn中也处处不为零；

(2) 设 f 2 A.Bn/，证明 f .Bn/ D f .@Bn/；
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(3) 举例说明，上述结论在 n D 1时不成立.
2. 设 f 2 A.Bn/; n > 1.如果 jf j在球面 @Bn上恒等于常数 c，那么 f 在 Bn中也恒等于

常数 c.举例说明 n D 1时结论不成立.
3. 设 0 < ˛; ˇ < 1，记

G1 D f.´; w/ 2 C2
W j´j < 1; ˇ < jwj < 1g;

G2 D f.´; w/ 2 C2
W j´j < ˛; jwj < 1g;

令 G D G1 [G2. 证明：H.G/中的每一个函数都能全纯开拓到双圆柱域

U 2
D f.´; w/ 2 C2

W j´j < 1; jwj < 1g:

9.4 全纯映射的导数

设 ˝ 是 Cn 中的域，f W ˝ ! C是定义在 ˝ 上的复值函数，它可以看成是 ˝ 到 C
上的一个映射.从映射的角度来看，更重要的是要考虑 ˝ 到 Cn中的映射.
定理 9.4.1 设 ˝ 是 Cn 中的域，f1; � � � ; fn 是 ˝ 上的 n 个全纯函数，称 F D

.f1; � � � ; fn/是 ˝ 到 Cn的全纯映射.
在单变数的情形下，如果 f 在 ´0处可微，则有

f .´0 C h/ � f .´0/ D f 0.´0/hC o.jhj/;

这里，导数 f 0.´0/可以看成是由 f 和 ´0 确定的一个线性算子 A W h ! f 0.´0/h.下面就
用这一观点来定义全纯映射的导数.

定义 9.4.2 设 ˝ 是 Cn中的域，F W ˝ ! Cn是一个映射. 对于给定的 ´ 2 ˝，如果

存在 A 2 L.Cn;Cn/，使得

F.´C h/ � F.´/ D AhC o.jhj/; (9.4.1)

就称 F 在 ´点可微，称 A为 F 在 ´点的导数，记为 F 0.´/ D A.这里，h 2 Cn; L.Cn;Cn/

表示 Cn
! Cn的线性映射的全体，(9.4.1)式的含义是

lim
h!0

jF.´C h/ � F.´/ � Ahj

jhj
D 0:

那么什么样的映射可微呢?我们有下面的
定理 9.4.3 设˝是 Cn中的域，F D .f1; � � � ; fn/是˝上的全纯映射，那么 F 在˝

中的每一点都可微，而且对任意 ´ 2 ˝，有

F 0.´/ D

0BBB@
@f1.´/

@´1

� � �
@f1.´/

@´n

� � � � � � � � �

@fn.´/

@´1

� � � � � �
@fn.´/

@´n

1CCCA : (9.4.2)
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证 因为每个 fj 都是 ˝ 上的全纯函数，故在 ´的邻域中可以展开为幂级数：

f1.´C h/ D f1.´/C
@f1.´/

@´1

h1 C � � � C
@f1.´/

@´n

hn C o.jhj/;

� � � ;

fn.´C h/ D fn.´/C
@fn.´/

@´1

h1 C � � � C
@fn.´/

@´n

hn C o.jhj/:

写成向量的形式，就有

F.´C h/ D F.´/C AhC o.jhj/;

这里，A就是 (9.4.2)式右边的方阵. 按照定义 9.4.2，F 在 ´点可微，而且 F 0.´/ D A. �

由此可知，全纯映射 F 的导数就是它的 Jacobian矩阵.
下面我们将证明，两个全纯映射的复合映射也是全纯的，而且有类似于复合函数求

导数的求导法则.
命题 9.4.4 设 ˝1;˝2是 Cn中的两个域，如果

F W ˝1 ! ˝2;

G W ˝2 ! Cn

都是全纯映射，那么复合映射H D G ı F 也是 ˝1上的全纯映射，而且

H 0.´/ D G 0.w/F 0.´/;

其中，w D F.´/.

证 设 F D .f1; � � � ; fn/; G D .g1; � � � ; gn/;H D .h1; � � � ; hn/，其中

hj D gj .f1; � � � ; fn/; j D 1; � � � ; n:

于是

@hj

@´l

D

nX
sD1

�
@gj

@ws

@ws

@´l

C
@gj

@ws

@ws

@´l

�
; (9.4.3)

@hj

@´l

D

nX
sD1

�
@gj

@ws

@ws

@´l

C
@gj

@ws

@ws

@´l

�
: (9.4.4)

由 Cauchy–Riemann方程组，有

@ws

@´l

D 0; s D 1; � � � ; n

@gj

@ws

D 0; s D 1; � � � ; n:
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(9.4.3)式和 (9.4.4)式分别变为
@hj

@´l

D 0; j; l D 1; � � � ; n; (9.4.5)

@hj

@´l

D

nX
sD1

@gj

@ws

@ws

@´l

; j; l D 1; � � � ; n: (9.4.6)

从 (9.4.5)式即得 h 2 H.˝1/; j D 1; � � � ; n，所以H 是全纯映射.由 (9.4.6)式即得

H 0.´/ D G 0.w/F 0.´/: �

习 题 9.4
1. 设 f 是C上的一个整函数，满足 f .0/ D f 0.0/ D 1.令F.´1; ´2/ D

�
´1; ´2Cf .´1/

�
; I2

为 2阶单位方阵.证明：
F.0/ D 0; F 0.0/ D I2:

2. 设˝ D f´ D .´1; ´2/ 2 C2
W j´1´2j < 1g，任取H W U ! C为 U 中处处不为零的全纯

函数，这里，U 表示单位圆盘. 令

Fh.´1; ´2/ D

�
´1h.´1´2/;

´2

h.´1´2/

�
:

证明：

(1) Fh.0/ D 0；

(2) .Fh/
�1

D F 1
h
；

(3) 如果 h.0/ D 1，那么 F 0
h.0/ D I2.

3. 设˝是Cn中的域，F W ˝ ! Cn是全纯映射. 设F D .f1; � � � ; fn/; fj D uj Civj ; j D

1; � � � ; n. 记
.JF /.´/ D detF 0.´/;

.JRF /.´/ D det

0BB@
@.u1; � � � ; un/

@.x1; � � � ; xn/

@.u1; � � � ; un/

@.y1; � � � ; yn/
@.v1; � � � ; vn/

@.x1; � � � ; xn/

@.v1; � � � ; vn/

@.y1; � � � ; yn/

1CCA ;
前者称为 F 的复 Jacobian，后者称为 F 的实 Jacobian.证明：

.JRF /.´/ D j.JF /.´/j2:

4. 设 ˝ 是 Cn 中的域，F W ˝ ! Cn 是全纯映射.如果存在 a 2 ˝，使得 F 0.a/可逆，那

么一定存在 a和 F.a/的邻域 V 和 W，使得 F 一一地把 V 映为 W，而且 F 的逆映

射 G W W ! V 是全纯的，等式

G 0.w/ D
�
F 0.´/

��1

对 ´ 2 V 成立.
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9.5 Cartan定理

定理 4.5.5给出了单位圆盘的全纯自同构.一个自然的问题是，如何确定 Cn 中单位

球的全纯自同构?在证明定理 4.5.5时，用到了 Schwarz引理（定理 4.5.3）的第 (3)个结
论，即若 f 是单位圆盘到单位圆盘的映射，f .0/ D 0，如果 f 0.0/ D 1，那么 f .´/ D ´. H.
Cartan把这个定理推广到了多复变数.

定理 9.5.1 设 ˝ 是 Cn 中包含原点的有界域，如果 F W ˝ ! ˝ 是全纯的，且有

F.0/ D 0; F 0.0/ D In，这里，In是 n阶单位方阵，那么对任意 ´ 2 ˝，有 F.´/ D ´.

证 因为 ˝ 是有界域，故比存在 0 < r < R < 1，使得 B.0; r/ � ˝ � B.0;R/. 设
F D .f1; � � � ; fn/，由假定得

fj .0/ D 0;
@fi

@´j

.0/ D ıij ; i; j D 1; � � � ; n:

根据定理 9.3.4，fj 在 B.0; r/中有展开式

fj .´/ D ´j C P
.j /
2 .´/C � � � ; j D 1; � � � ; n;

这里，P .j /
2 ; P

.j /
3 ; � � � 分别是 ´1; � � � ; ´n的 2次、3次、� � � 齐次多项式. 因而上式可写为

F.´/ D ´C

1X
sD2

Fs.´/; (9.5.1)

这里，Fs.´/ D
�
P .1/

s .´/; � � � ; P .n/
s .´/

�
. 我们要证明

Fj .´/ � 0; s D 2; 3; � � � :

设第一个不为零的是 Fm; m > 2，则 (9.4.1)式可写为

F.´/ D ´C

1X
sDm

Fs.´/: (9.5.2)

注意到 P .j /
m D

X
j˛jDm

a˛´
˛，所以

P .j /
m

�
F.´/

�
D P .j /

m .f1; � � � ; fn/ D
X

j˛jDm

a˛f
˛1

1 � � � f ˛n

n

D
X

j˛jDm

a˛.´1 C � � � /˛1 � � � .´n C � � � /˛n

D
X

j˛jDm

a˛´
˛

C � � � D P .j /
m .´/C � � � ;
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因而

Fm

�
F.´/

�
D Fm.´/C � � � :

记 F 2
D F ı F;F k

D F ı F k�1，那么

F 2.´/ D F
�
F.´/

�
D F.´/ D Fm

�
F.´/

�
C � � �

D ´C 2Fm.´/C � � � :

一般可得

F k.´/ D ´C kFm.´/C � � � ; k D 1; 2; � � � ; ´ 2 B.0; r/:

因为 Fm.´/的每个分量都是 m次齐次多项式，所以

F k.ei� ´/ D ei� ´C k eim� Fm.´/C � � � :

两端乘以 e�im�，并对 � 从 0到 2π积分，得

kFm.´/ D
1

2π

Z 2π

0

F k.ei� ´/e�im� d�; (9.5.3)

这里，积分是对 F 的每个分量进行的.因为 F 把˝ 映入˝，所以 F k 也把˝ 映入˝，因

而

jF k.ei� ´/j < R; k D 1; 2; � � �

对所有 ´ 2 B.0; r/及 0 6 � 6 2π成立. 由 (9.5.3)式即得

kjFm.´/j < R; k D 1; 2; � � �

对每个 ´ 2 B.0; r/成立，因而在 B.0; r/上有 Fm.´/ � 0. 再由唯一性定理（定理 9.1.4），
Fm.´/ � 0在 ˝ 上成立，所以在 ˝ 上有 F.´/ � ´. �

Cartan证明的另一个定理是对圆型域上的双全纯映射来说的.
定义 9.5.2 设 ˝ 是 Cn 中的域，如果对任意 ´ 2 ˝ 及实数 �，均有 ei� ´ 2 ˝，就称

˝ 为圆型域.
显然，球和多圆柱都是圆型域，Reinhardt 域也一定是圆型域，但圆型域不一定是

Reinhardt 域. 例如，̋ D f.´1; � � � ; ´n/ W j´1 C � � � C ´nj < 1g 显然是圆型域，但它不是

Reinhardt域.
定义 9.5.3 设 ˝ 是 Cn 中的域，F W ˝ ! Cn 是全纯映射.如果 F 有全纯的逆映射

F �1，就称 F 是双全纯映射.
对于圆型域上的双全纯映射，有下面的

定理 9.5.4 设 ˝1 和 ˝2 是 Cn 中包含原点的圆型域，其中 ˝1 是有界的. 如果
F W ˝1 ! ˝2是双全纯映射，且 F.0/ D 0，那么 F 一定是线性映射.
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证 令G D F �1，因为G
�
F.´/

�
D ´，对等式两边求导数，由命题 9.4.4得G 0.0/F 0.0/

D In. 对于固定的实数 �，定义

H.´/ D G
�

e�i� F.ei� ´/
�
; ´ 2 ˝1:

因为 ˝1 和 ˝2 都是圆型域，所以 H 是 ˝1 ! ˝1 的全纯映射，而且 H.0/ D 0;H 0.0/ D

G 0.0/F 0.0/ D In. 又因为 ˝1 是有界域，于是由定理 9.5.1，H.´/ D ´对 ´ 2 ˝1 成立. 由
此可得

F.´/ D F
�
H.´/

�
D F

�
G
�

e�i� F.ei� ´/
��

D e�i� F.ei� ´/;

即

F.ei� ´/ D ei� F.´/; (9.5.4)

对任意 ´ 2 ˝1及实数 � 成立.今在原点附近作 F.´/的齐次展开式：

F.´/ D F 0.0/´C Fm.´/C � � � ; m > 2; (9.5.5)

这里，F.´/; ´; Fm.´/都写成列向量，Fm.´/的每个分量都是 m次齐次多项式.在 (9.5.5)
式中用 ei� ´代替 ´，并注意到等式 (9.5.4)，即得

F.´/ D F 0.0/´C ei.m�1/� Fm.´/C � � � : (9.5.6)

比较 (9.5.5)式与 (9.5.6)式，即得 Fm.´/ D 0，因而

F.´/ D F 0.0/´:

这就证明了 F 是一个线性映射. �

设˝ 是 Cn中的域，如果 F 是把˝ 映为自己的双全纯映射，就称 F 是˝ 的一个全

纯自同构.与单复变的情形一样，̋ 的全纯自同构的全体记为 Aut.˝/.
定义 9.5.5 设 ˝ 是 Cn 中的域，如果对 ˝ 中任意两点 a; b，必有 ' 2 Aut.˝/，使得

'.a/ D b，就称 ˝ 为可递域或齐性域.
可递域有很多良好的性质.
定理 9.5.6 设 ˝1 和 ˝2 是 Cn 中包含原点的圆型域，其中 ˝1 是有界的可递域. 如

果存在双全纯映射 F 把 ˝1映为 ˝2，那么一定存在线性映射把 ˝1映为 ˝2.

证 设 a D F �1.0/. 因为 ˝1 是可递的，故必存在 ' 2 Aut.˝1/，使得 '.0/ D a. 令
G D F ı '，于是

G.˝1/ D F
�
'.˝1/

�
D F.˝1/ D ˝2;

而且 G.0/ D F
�
'.0/

�
D F.a/ D 0. 应用定理 9.5.4，即知 G 是线性映射. �

习 题 9.5
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1. 由习题 9.4中的第 1，2两题说明，定理 9.5.1和定理 9.5.4中域˝ 和˝1有界的条件是

不能去掉的.
2. 设 F D .f1; f2/ W U 2

! B2是双全纯映射.
(1) 证明：对于任意 f´kg � U（U 是单位圆盘），j´kj ! 1，必有子列 f´kv

g，使得

lim
v!1

F.´kv
; w/ D '.w/;

其中，' 是常数映射，即 '.w/ D .c1; c2/；

(2) 由此证明 F 不存在，即不存在把 U 2一一地映为 B2的双全纯映射.
3. 设 f 2 Aut.U n/; U n是单位多圆柱.

(1) 如果 f .0/ D 0，那么一定存在实数 �1; � � � ; �n 和置换 � W .1; � � � ; n/ ! .1; � � � ; n/，

使得

f .´/ D
�

ei�1 ´�.1/; � � � ;ei�n ´�.n/

�
；

(2) 如果 f .a/ D 0; a ¤ 0，那么一定存在实数 �1; � � � ; �n 和置换 � W .1; � � � ; n/ !

.1; � � � ; n/，使得

f .´/ D

�
ei�1

´�.1/ � a1

1 � a1´�.1/

; � � � ;ei�n
´�.n/ � an

1 � an´�.n/

�
:

9.6 球的全纯自同构和 Poincaré定理

在这一节中，我们要定出单位球的全部自同构.
先定出让原点保持不变的全纯自同构.
定理 9.6.1 设 ' 2 Aut.Bn/，如果 '.0/ D 0，那么 ' 是一个酉变换，即存在酉方阵

U，使得

'.´/ D ´U; ´ 2 Bn:

证 由定理 9.5.4 知道，' 是一个线性变换. 设 '.´/ D ´T，这里，T 是一个 n 阶可

逆方阵. 对于任意 ´ 2 Bn，如果 j´j < j´T j，那么
´

j´T j
2 Bn，因而

�
´

j´T j

�
T 2 Bn，但ˇ̌̌̌�

´

j´T j

�
T

ˇ̌̌̌
D 1，这不可能. 同理可证，j´j > j´T j也别可能. 因而对所有 ´ 2 Bn，都有

j´j D j´T j，这说明 T 是酉方阵. �

在下面的讨论中，́ D .´1; � � � ; ´n/; a D .a1; � � � ; an/都表示行向量，́ 0; a0 表示它们

的转置，是一个列向量，因而 a´0表示一个数，而 a0´表示一个方阵：

a´0
D .a1; � � � ; an/

0B@´1

:::

´n

1CA D a1´1 C � � � C an´n;
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a0´ D

0B@a1

:::

an

1CA .´1; � � � ; ´n/ D

0@a1´1 � � � a1´n

� � � � � � � � �

an´1 � � � an´/n

1A :
定理 9.6.2 对于每个 a 2 Bn，记 s2

D 1 � jaj
2; A D sIn C

a0a

1C s
，那么映射

'a.´/ D
a � ´A

1 � a´0

具有下列性质：

(1) 'a.0/ D a; 'a.a/ D 0；

(2) ' 0
a.0/ D a0a � A0; ' 0

a.a/ D �
A0

s2

(3) 对 ´ 2 Bn，有

1 � j'a.´/j
2

D

�
1 � jaj2

��
1 � j´j2

�
j1 � a´0j2

；

(4) 'a

�
'a.´/

�
D ´；

(5) 'a 2 Aut.Bn/.

证 (1) 'a.0/ D 0是显然的. 由于

aA D saC
aa0a

1C s
D saC .1 � s/a D a;

所以 'a.a/ D 0.
(2)因为

'a.´/ D
�
a � ´A/.1C a´0

C o.j´j/
�

D a � ´AC ´a0aC o.j´j/

D 'a.0/C ´.a0a � A/C o.j´j/;

根据全纯映射导数的定义（定义 9.4.2），即得

' 0
a.0/ D a0a � A0:

为了计算 ' 0
a.a/，注意

'a.aC h/ � 'a.a/ D 'a.aC h/ D
a � .aC h/A

1 � a.aC h/0

D �
hA

s2

�
1 �

ah0

s2

��1

D �
hA

s2

�
1C

ah0

s2
C o.jhj/

�
D �

hA

s2
C o.jhj/;
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由此即得

' 0
a.a/ D �

A0

s2
:

(3)通过直接计算，得

1 � j'a.´/j
2

D 1 � 'a.´/'a.´/0

D 1 �
a � ´A

1 � a´0

a0 � A0´0

1 � a´0

D
1

j1 � a´0j2
.1 � a´0

� a´0 C a´0´´0

� aa0 C ´Aa0 C aA0´0 � ´AA0´0/:

(9.6.1)

注意到

aA0 D aA D a;

Aa0 D a0;

所以

aA0´0 D a´0;

´Aa0 D ´a0 D a´0:

显然 A0 D A，所以

AA0 D A2
D s2In C

2sa0a

1C s
C

a0aa0a

.1C s/2

D s2In C
2sa0a

1C s
C
1 � s

1C s
a0a

D s2In C a0a;

即

a0a � AA0 D �s2In:

于是，(9.6.1)式可写为

1 � j'a.´/j
2

D
1

j1 � a´0j2

�
1 � jaj

2
C ´a0a´0 � ´AA0´0

�
D

1

j1 � a´0j2

�
1 � jaj

2
C ´.a0a � AA0/´0

�
D

1

j1 � a´0j2

�
1 � jaj

2
� s2´´0

�
D

1

j1 � a´0j2

�
1 � jaj

2
��
1 � j´j

2/
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这就是要证明的.
(4)记H D 'a ı '1. 由 (3)知 'a是把 Bn映入 Bn的全纯映射，所以H 也是把 Bn映

入 Bn的全纯映射. 由 (1)得

H.0/ D 'a

�
'a.0/

�
D 'a.a/ D 0:

再由命题 9.4.4及 (2)，可得

H 0.0/ D ' 0
a.a/'

0
a.0/ D �

A0

s2
.a0a � A0/ D In:

于是由定理 9.5.1，即得
'a

�
'a.´/

�
D ´:

(5)由 (3)知 'a 是把 Bn 映入 Bn 的全纯映射，由 (4)知 '�1
a D 'a 是全纯的，因而

'a 2 Aut.Bn/. �

上面证明了 'a 是 Bn的一个全纯自同构，但是否 Bn的每个自同构都能写成这种样

子呢?下面的定理断言，Bn的任何自同构必是 ' 和一个酉变换的复合.
定理 9.6.3 设  2 Aut.Bn/，如果  �1.0/ D a，则必存在唯一的酉方阵 U，使得对

每个 ´ 2 Bn，有

 .´/ D 'a.´/U:

证 记 f D  ı 'a，则 f 2 Aut.Bn/，且 f .0/ D  .a/ D 0. 由定理 9.6.1知，f 是一
个酉变换，即存在酉方阵 U，使得  

�
'a.w/

�
D wU . 令 'a.w/ D ´，则 w D 'a.´/，因而

 .´/ D 'a.´/U . U 的唯一性是显然的. �

现在很容易证明下面的

定理 9.6.4 单位球 Bn是 Cn中的可递域.

证 任取 a; b 2 Bn，则有 'a 2 Aut.Bn/，使得 'a.a/ D 0，同时有 'b 2 Aut.Bn/，使得

'b.0/ D b. 令  D 'b ı 'a，则当然  2 Aut.Bn/，而  .a/ D b.所以 Bn是可递域. �

定义 9.6.5 设˝1和˝2是 Cn中的两个域，如果存在双全纯映射把˝1映为˝2，就

称 ˝1和 ˝2是全纯等价的.
在单复变中，Riemann定理断言，除了整个复平面 C以外，C上任意两个单连通域都

是全纯等价的.在多复变中，Riemann定理不再成立，即使是两个最简单的域 U n 和 Bn

也不是全纯等价的.这一事实于本世纪初首先由 Poincaré指出.
定理 9.6.6（Poincaré） 多圆柱 U n和球 Bn不全纯等价.
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证 如果 U n 和 Bn 全纯等价，那么存在双全纯映射 F，使得 F.Bn/ D U n.由于 Bn

是圆型的，而且是有界可递的，U n也是圆型的，由定理 9.5.6，一定存在线性映射把 Bn映

为 U n.但线性映射把球映为椭球，不可能是多圆柱.这个矛盾证明了 U n和 Bn不是全纯

等价的. �

习 题 9.6
1. 对于任意 ´;w 2 Bn，证明：

j'´.w/j D j'w.´/j:

2. 设 a; ´; w 2 Bn，证明：

j''a.w/.´/j D
ˇ̌
'w

�
'a.´/

�ˇ̌
:

（提示：考虑映射 ''a.w/ ı 'a ı 'w .）
3. 定义 E.a; r/ D 'a

�
B.0; r/

�
D f´ W j'a.´/j < rg. 证明：对任意 a; ´ 2 Bn; 0 < r < 1，有

'a

�
E.´; r/

�
D E

�
'a.´/; r

�
:

4. 设 F 2 H.Bn/; F D f ı '´. 证明：
(1) .rF /.0/ D .rf /.´/' 0

´.0/，这里

.rf /.´/ D

�
@f .´/

@´1

; � � � ;
@f .´/

@´n

�
；

(2) j.rF /.0/j2 D .1 � j´j
2/Œj.rF /.´/j2 � j.Rf /.´/j2�，这里，.Rf /.´/ D

nX
j D1

´j

@f .´/

@´j

是 f 的径向导数.
5. 设  2 Aut.Bn/，如果  .a/ D 0，那么对任意 ´;w 2 Bn，有等式

1 �  .´/ .w/0 D
.1 � jaj2/.1 � ´w0/

.1 � a´0/.1 � aw0/
:

6. 设  2 Aut.Bn/. 如果  在 @Bn上有三个不同的不动点，证明  在 Bn中至少有一个

不动点.

（提示：设 �1; �2; �3是  在 @Bn上的三个不动点，令 ´0 D
1

2
.�1 C �2/，先证明 'a.´0/ D

1

2

�
'a.�1/C 'a.�2/

�
，这里 a D  �1.0/，然后再证明  .´0/ D ´0.）
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名词索引

这里列出本书所涉及的名词.

A
Apollonius圆，11

B
Bessel函数，145
不等式

Carathéodory不等式，138
Cauchy不等式，4，260
长大不等式，70
变换

Mobius变换，53
保角变换，37
分式线性变换，53
整线性变换，53
边界值，26

C
Cauchy–Riemann方程组，257
Cauchy列，14
Cauchy型积分，85
Cauchy收敛准则，14
次平均值性质，249
次调和函数，249
残数，155

D
Dirichlet级数，109
Dirichlet问题，241
单位根，9
单值全纯分支，42
单值连续分支，26
单叶函数，40

多复变函数

单位多圆柱，255
单位球，255
多圆柱，255
球，255
定理

Abel定理，111
Abel第二定理，113
Arzela–Ascoli定理，212
Blaschke定理，190
Bolzano–Weierstrass定理，19
Cantor定理，16
Cartan定理，271
Cauchy–Goursat定理，74
Cauchy不等式，92
Cauchy积分定理，72
Hadamard三圆定理，137
Harnack定理，240
Hartogs定理，257
Heine–Borel定理，17
Hurwitz定理，129
Jordan引理，164
Liouville定理，92
Mittag–Leffler定理，184
Montel定理，213
Morera定理，93
Painlevé原理，195
Picard定理，149
Picard小定理，209
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Poincaré定理，255
Riemann定理，147
Riemann映射定理，214
Rouché定理，126
Schwarz–Christoffel定理，225
Schwarz–Pick引理，136
Schwarz对称原理，196
Schwarz引理，134
Vitali定理，214
Weierstrass一致逼近定理，245
Weierstrass因子分解定理，185
Weierstrass定理，106，149，261
两常数定理，253
代数学基本定理，92
全纯开拓定理，266
双全纯映射的 Schwarz对称原理，
198
唯一性定理，120
多值性定理，209
开映射定理，128，258
推广的 Liouville定理，218
推广的 Schwarz对称原理，197
插值定理，186
最大模原理，133，259
次调和函数的 Hadamard三圆定理，
253
残数定理，158
调和函数的 Hadamard三圆定理，
240
调和函数的极值原理，236
辐角原理，126
边界对应定理，219
对称点，60
等度连续，212

E
二重级数，255

F
复变函数

一致连续，25
亚纯函数，151，152，184
值域，24
共形映射，38
单值复变函数，24
多值函数，24
定义域，24
连续，25
复平面

开平面，12
扩充平面，12
无穷远点，12
闭平面，12
复数

共轭复数，2
实部，2
模，2
虚部，2
辐角，5
辐角主值，5
复数域，1
复数项级数，102
一致收敛，103
收敛，102
绝对收敛，102
非切向极限，113

G
Green函数，245
公式

Cauchy–Riemann方程，30
Cauchy积分公式，85
de Moivre公式，8
Euler公式，39
Green公式，95，98
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Jensen公式，241
Laplace公式，91
Poisson积分公式，238
Pompeiu公式，98
Schwarz积分公式，91
Stokes公式，96
多圆柱上的 Cauchy积分公式，259
平均值公式，236
无界域的 Cauchy积分公式，90
非齐次 Cauchy积分公式，98
割线，43
孤立奇点，147
可去奇点，147
本性奇点，147
极点，147

H
环绕指数，125

J
Jacobian矩阵，269
复 Jacobian，270
实 Jacobian，270
交比，55
积分

Fresnel积分，178
Poisson积分，179
集

余集，15
内点，15
内部，15
外点，15
外部，15
孤立点，15
导集，15
开覆盖，17
开集，15
开集族，17

有限覆盖性质，17
极限点，15
直径，16
紧集，17
聚点，15
补集，15
边界，15
边界点，15
连通分支，23
连通集，21
闭包，15
闭集，15

L
Lagrange等式，4
Laplace算子，32
Laurent级数，141
主要部分，142
全纯部分，142

Legendre多项式，90
邻域，14
单位圆盘，14
圆盘，14
零点孤立，120

M
m阶零点，119
幂级数，110
收敛半径，110
收敛圆，110

N
n重级数，255

P
Poisson核，239
判别法

Abel判别法，108
Dirichlet判别法，108
Raabe判别法，109
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平均值性质，237

Q
全纯函数，24，27，257
双全纯函数，129
可微，27
复可微，27
多值全纯函数，209
实可微，29
导数，27
微商，27
整函数，43
解析函数，27
全纯开拓，195
沿曲线全纯开拓，208
全纯映射，268
双全纯映射，129，272
可微，268
导数，268
全纯等价，211，277
全纯自同构，63，135，273
全纯自同构群，135
奇点，203
曲线

Jordan曲线，21
Jordan闭曲线，21
光滑曲线，21
可求长曲线，21
围道，21
简单曲线，21
简单闭曲线，21
终点，21
起点，21
连续曲线，21
闭曲线，21
齐次展开式，265

R

Rokovsky函数，51

S
伸缩率，37
数

Bernoulli数，123
Euler数，123
Fibonacci数，123

T
Taylor级数，117
特征边界，260
调和函数，32，236
共轭调和函数，33

W
完备，14
微分形式

一次微分形式，94
二次微分形式，94
零次微分形式，94

X
相对紧集，106

Y
一致收敛

Cauchy收敛准则，103
Weierstrass判别法，104
内闭一致收敛，106
一致有界，211
内闭一致有界，211
原函数，81
域，21，23
Reinhardt域，263
全纯域，267
单叶性域，40
单连通域，23
可递域，273
圆型域，272
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多连通域，23
有序域，2
齐性域，273
映射，24
一一连续映射，26
像，24
像点，24
原像，24
同胚映射，26
映射半径，218

Z

主支，43

支点，42

支集，99

正则曲线列，188

正则点，203

正规族，211

自然边界，206

逐段连续函数，241
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