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第 1章 实数集与函数

1.1 实数

1.1.1 有理数与无理数1

例1.1证明: n
p
2为无理数

解当 n D 2时,
p
2显然为无理数. 下面讨论 n ⩾ 3.

采用反证法. 若 n
p
2为有理数，于是存在两个互素（或互质）的正整数 p; q使得

n
p
2 D

q

p
() 2 D

qn

pn
() qn D pn C pn

最后的等式与费马大定理 (Fermat’s Last Theorem)矛盾,证毕

定理 1.1. Fermat’s Last Theorem
~当 n ⩾ 3时, xn C yn D zn无整数解

例1.2若 x为无理数,则存在无穷多个有理数 p
q
.q > 0/,使得

ˇ̌
x �

p
q

ˇ̌
< 1

q2 .

解反证法2. 假定只有有限个有理数满足上述不等式,即ˇ̌̌̌
x �

pi

qi

ˇ̌̌̌
<

1

q2i
.i D 1; 2; � � � ; m/:

令 ı D min
˚
jx �

pi

qi
j W i D 1; 2; � � � ; m

	
,取 N W N > 1

ı
,且作整数 p; q.0 < q < N/,使得

jqx � pj <
1

N
;

ˇ̌̌̌
x �

p

q

ˇ̌̌̌
<

1

qN
<

1

q2

但因 q 是正整数,故又有
ˇ̌
x �

p
q

ˇ̌
< 1

qN
< ı

q
< ı. 根据 ı 之定义, p

q
¤

pi

qi
.i D 1; 2; � � � ; m/,这与源

假设矛盾,证毕.

1.1.2 实数基本定理

实数基本定理分别是确界原理、单调有界定理、有限覆盖定理、聚点定理、致密性定理、闭

区间套定理和柯西收敛准则 7个定理
例1.3若数列 fang满足 jan � amj >

1

n
; .n < m/,求证: fang为无界数列.

解法 1(by ytdwdw)反证法. 若 fang为有界数列,则它有收敛子列,不妨设它的收敛子列 famk
g收

敛到 0,于是 jan � amk
j >

1

n
; mk ¤ n. 令 k ! C1得到 janj ⩾ 1

n
.

任取 n > 1. 将 a1; a2; � � � ; an从小到大排列,设为 ak1
; ak2

; � � � ; akn
,则

jak1
� akn

j D

n�1X
jD1

jakj
� akj C1

j ⩾
n�1X
jD1

1

kj
D

nX
jD1

1

j
�
1

kn
⩾

nX
jD2

1

j

立即得到矛盾

法 2(by ytdwdw)由假设,可得 jan � amj >
1

2n
C

1

2m
.m ¤ n/. 因此,区间列

˚
Œan �

1
2n
; an C

1
2n
�
	

两两不交. 这表明
1[
nD1

�
an �

1

2n
; an C

1

2n

�
是无界集,从而 fxj9n ⩾ 1; s.t. jan � xj ⩽ 1g是无界集.

1无理数的发现导致了第一次数学危机
2周明强《数学分析习题演练》第一册 P5
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因此, fang为无界数列.

法 3(by楚坛)由题设可得 jan � amj >
1

2

�
1

n
C
1

m

�
. 任取 n > 1,将 a1; a2; � � � ; an 从小到大排列,

设为 ak1
; ak2

; � � � ; akn
,则

jak1
� akn

j D

n�1X
jD1

jakj
� akj C1

j ⩾
n�1X
jD1

1

2

�
1

kj
C

1

kjC1

�

D

nX
jD1

1

kj
�
1

2

�
1

kj
C

1

k1

�
D

nX
jD1

1

j
�
1

2

�
1

kj
C

1

k1

�
⩾

nX
jD2

1

j

由此知

sup
i¤m

jai � amj ⩾
nX
jD2

1

j
; 8n 2 NC:

令 n ! 1即知 sup
i¤m

jai � amj D C1,即数列 fang无界

定理 1.2. Dedekind确界原理
~非空有上 (下)界的数集必有上 (下)确界

例1.4确界定理)单调有界定理．

证明 不妨设数列 fang是单调增有上界, 由确界定理知具有上确界, 记为 ˛ D supfang, 显然 ˛ 就是其极限.
事实上, 8" > 0,由上确界定义知, 9aN ,使 an > a � ",由单增性知,当 n ⩾ N 时,有

˛ � " < aN ⩽ an ⩽ ˛

另一方面,由于 ˛是 fang的上界,故对 8an 都有 an ⩽ ˛ < ˛ C ". 所以当 n ⩾ N 时,

˛ � " < an < ˛ C " ; jan � aj < "

即 lim
n!1

an D ˛

例1.5设 A, B 为非空有界数集, S D A [ B ,证明:

supS D maxfsupA; supBg

解由于 S D A [ B 显然是非空有界数集,因此 S 的上,下确界都存在
一方面, 8x 2 S ,有 x 2 A或 x 2 B H) x ⩽ supA或 x ⩽ supB
从而有 x ⩽ maxfsupA; supBg,故得

supS ⩽ maxfsupA; supBg

另一方面,因为 A � S H) supA ⩽ supS ,同理又有 B � S H) supB ⩽ supS . 所以

supS ⩾ maxfsupA; supBg

综上，即所得

supS D maxfsupA; supBg

定理 1.3.闭区间套定理,Cartor

~

设 fŒan; bn�g是一个闭区间套序列,即

Œan; bn� � ŒanC1; bnC1�; n D 1; 2; � � �

且有 lim
n!1

.bn � an/ D 0,则存在唯一的 �,使得 � 2 Œan; bn�; n D 1; 2; � � � .
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例1.6设 f .x/在 Œa; b�上递增,且有 f .a/ > a; f .b/ < b,则存在 x0 2 .a; b/,使得 f .x0/ D x0.

解将 Œa; b�二等分. 若 f

�
aC b

2

�
D
aC b

2
,取 x0 D

aC b

2
. 否则作 Œa1; b1�:8̂̂<̂

:̂
f

�
aC b

2

�
>
aC b

2
时 ; Œa1; b1� D

�
aC b

2
; b

�
I

f

�
aC b

2

�
<
aC b

2
时 ; Œa1; b1� D

�
a;
aC b

2

�
:

显然, f .a1/ > a1; f .b1/ < b1. 再对 Œa1; b1�二等分,用类似的方法取定 Œa2; b2�; � � � ,从而可得二等
分区间套序列 Œan; bn�.n D 1; 2; � � � /,其中 f .an/ > an; f .bn/ < bn.n D 1; 2; � � � /. 根据闭区间套定
理我们有 x0 2 Œan; bn�.n D 1; 2; � � � /,以及 an < f .an/ ⩽ f .x0/ ⩽ f .bn/ < bn. 令 n ! 1,立即导
出 x0 D f .x0/.

定理 1.4. Weierstrass聚点定理
~有界无穷点集至少有一个聚点．

定理 1.5. Cantor区间套定理
~任何闭区间套必有唯一的公共点．

定理 1.6. Heine-Borel有限覆盖定理
~闭区间上的任一开覆盖，必存在有限子覆盖．

1.1.3 常用公式

1. an � bn D .a � b/.an�1
C an�2b C � � � C abn�2

C bn�1/

2. an C bn D .aC b/.an�1
� an�2b C an�3b2 � � � � � abn�2

C bn�1/

3.
nX
kD1

k2 D
1

6
n.nC 1/.2nC 1/

4.
nX
kD1

k3 D .1C 2C � � � C n/2 D
1

4
n2.nC 1/2

5. cosn� D .�1/n

例1.7证明:
nX
kD1

k2 D
1

6
n.nC 1/.2nC 1/

解由恒等式

k3 � .k � 1/3 D 3k2 � 3k C 1

可得
nX
kD1

�
k3 � .k � 1/3

�
D 3

nX
kD1

k2 � 3

nX
kD1

k C

nX
kD1

1

n3 D 3

nX
kD1

k2 � 3 �
n.nC 1/

2
C n

整理可得
nX
kD1

k2 D
1

6
n.nC 1/.2nC 1/

例1.8证明: sin3 � D
3

4
sin � �

1

4
sin 3�



1.1 实数 –4/572–

证明 利用棣莫弗 (De Moivre)公式

.cos � C i sin �/n D cosn� C i sinn�

令 n D 3,将左端展开得到

.cos � C i sin �/3 D cos3 � C 3i cos2 � sin � � 3 cos � sin2 � � i sin3 �

D cos 3� C i sin 3�

分别比较等式两边的实部与虚部得到

cos3 � D
1

4
.cos 3� C 3 cos �/

sin3 � D
3

4
sin � �

1

4
sin 3�

例1.9证明:
sin.2nC 1/x

sin x
D 1C

nX
kD1

cos 2kx

解法 1. 考虑积化和差公式

cos˛ sinˇ D
1

2
Œsin.˛ C ˇ/ � sin.˛ � ˇ/�

我们有

1C 2

nX
kD1

cos.nx/ D 1C
1

sin.x=2/

nX
kD1

2 cos.nx/ sin.x=2/

D 1C
1

sin.x=2/

nX
kD1

�
sin.nx C x=2/ � sin.nx � x=2/

�
D 1C

1

sin.x=2/
.sin.nx C x=2/ � sin.x=2//

D 1C
sin.nx C x=2/

sin.x=2/
� 1 D

sin.nC 1=2/x

sin.x=2/
法 2. 利用欧拉公式,我们有

1C 2

nX
kD1

cos.nx/ D ei0x
C

nX
kD1

.einx
C e�inx/ D

nX
kD�n

einx

D
e�inx.ei.2nC1/x � 1/

eix � 1
D
ei.nC1/x � e�inx

eix � 1

D
ei.nC1=2/x � e�i.nC1=2/x

eix=2 � e�ix=2 D
2i sin.nC 1=2/x

2i sin.x=2/
D

sin.nC 1=2/x

sin.x=2/

例1.10证明: sin4 x � cos4 x D � cos 2x

解

sin4 x � cos4 x D .sin2 x C cos2 x/.sin2 x � cos2 x/ D � cos 2x

例1.11证明: sin4 x C cos4 x D
3

4
C
1

4
cos 4x

解

sin4 x C cos4 x D
�

sin2 x C cos2 x
�2

� 2 sin2 x cos2 x

D 1 �
1

2
sin2 2x D 1 �

1

4
.1 � cos 4x/ D

3

4
C
1

4
cos 4x



1.1 实数 –5/572–

例1.12证明: sin �

2n
sin 2�

2n
� � � sin n�

2n
D

p
n

2n�1
.n 2 N/.

解注意到方程 x2n � 1 D 0的根为

xk D cos k�
n

C i sin k�
n
; k D 1; 2; � � � ; 2n:

其中 xn D �1; x2n D 1; x2n�k D Nxk ; k D 1; 2; � � � ; n � 1. 于是
x2n � 1

x2 � 1
D 1C x2 C � � � C x2n�2

D

n�1Y
kD1

.x � xk/.x � Nxk/ D

n�1Y
kD1

�
x2 C 1 � 2x cos k�

n

�
:

令 x D 1即得

n D

n�1Y
kD1

�
2 � 2 cos k�

n

�
D

n�1Y
kD1

�
4 sin2 k�

2n

�
;

整理后即得

sin �

2n
sin 2�

2n
� � � sin n�

2n
D

p
n

2n�1
; n 2 N

例1.13证明:
nX
kD1

C kn .�1/
k

D �1

解
nX
kD1

C kn .�1/
k

D

nX
kD0

C kn .�1/
k

� 1n�k
� 1 D .�1C 1/n � 1 D �1

� 练习 1.1证明:
nX
kD1

cot2
�

k�

2nC 1

�
D
n.2n � 1/

3

证明 Let � 2 R. By taking imaginary part of the identity ei.2nC1/�
D .ei� /2nC1, it follows that

sin.2nC 1/� D

nX
kD0

 
2nC 1

2k C 1

!
.�1/k cos2n�2k � sin2kC1 �:

Dividing both sides by .�1/n cos2n � sin � , for t D tan2 � we have

.�1/n
sin.2nC 1/�

sin � cos2n �
D

nX
kD0

.�1/n�k

 
2nC 1

2k C 1

!
tk : (*)

We know that the LHS vanishes for � D
�

2nC 1
; � � � ;

n�

2nC 1
, which gives n different zeros

tk D tan2
�

�k

2nC 1

�
; k D 1; � � � ; n:

Since the RHS of .�/ is a monic polynomial of degree n, it follows that

.t � t1/ � � � .t � tn/ D

nX
kD0

.�1/n�k

 
2nC 1

2k C 1

!
tk :

So if we write ak D .�1/n�k

 
2nC 1

2k C 1

!
so that .t � t1/ � � � .t � tn/ D a0 C a1t C � � � C an�1t

n�1
C tn; then

1

t1
C � � � C

1

tn
D �

a1

a0
D

�2nC1
3

��2nC1
1

� D
n.2n � 1/

3
:



1.1 实数 –6/572–

例1.14证明:
nX
kD1

sin
�k�
n

�
D cot �

2n

证明 由欧拉公式 eix D cos x C i sin x,所以有

cos k�
n

C i sin k�
n

D e
k�
n i

从而可得

nX
kD1

cos k�
n

C i

nX
kD1

sin k�
n

D

nX
kD1

e
k�
n i

等比
HHHH

e
�
n i
�
1 � .e�i=n/n

�
1 � e

�
n i

D
1 � e�i

e� �
n i � 1

D
2

cos �n � 1 � i sin �
n

D �1C i cot �
2n

分离实部与虚部
nX
kD1

sin
�k�
n

�
D cot �

2n

定理 1.7.三角形不等式

~设 a, b为任意实数，则 jjaj � jbjj ⩽ ja˙ bj ⩽ jaj C jbj

证明 因为 �jaj ⩽ a ⩽ jaj, �jbj ⩽ b ⩽ jbj,所以有 �.jaj C jbj/ ⩽ a C b ⩽ jaj C jbj,即得 ja C bj ⩽ jaj C jbj.
将式中的 b改为 �b,上式仍然成立,所以

ja˙ bj ⩽ jaj C jbj

由于 jaj D j.a C b/ � bj ⩽ ja C bj C jbj, 所以 jaj � jbj ⩽ ja C bj. 同理可得 jbj � jaj ⩽ ja C bj, 从而得到
jjaj � jbjj ⩽ jaC bj. 将式中的 b改为 �b上式仍然成立,所以

jjaj � jbjj ⩽ ja˙ bj

定理 1.8. Jordan不等式

~
设 0 ⩽ x ⩽ �

2
,则成立不等式 sin x ⩾ 2

�
x.

定理 1.9.伯努利 (Bernoulli)不等式

~设 x > �1, n 2 NC, n ⩾ 2,则 .1C x/n � 1C nx

例1.15证明: .cos x/p ⩽ cos.px/ , x 2

h
0;
�

2

i
, 0 < p < 1.

证明 方法 1对 x 2

h
0;
�

2

i
，有

cos.px/ D cos
�
px C .1 � p/ � 0

�
⩾ p cos x C .1 � p/ cos 0 D 1 � p.1 � cos x/

又由伯努利不等式 .1C y/1=p ⩾ 1C
1

p
y; y ⩾ �1可得

�
cos.px/

�1=p ⩾
�
1 � p.1 � cos x/

�1=p ⩾ 1 �
p.1 � cos x/

p
D cos x;



1.1 实数 –7/572–

从而 .cos x/p ⩽ cos.px/ , x 2

h
0;
�

2

i
, 0 < p < 1

例1.16设 0 < x; y < 1,证明: xy C yx > 1.

解由 Bernoulli不等式得
1

. 1
x
/y

D
1

.1C
1
x

� 1/y
>

1

1C . 1
x

� 1/y
D

x

x C y � xy
>

x

x C y

同理可得
1

. 1
y
/x
>

y

x C y

从而

xy C yx D
1

. 1
x
/y

C
1

. 1
y
/x
>

x

x C y
C

y

x C y
D 1

定理 1.10.柯西 (Cauchy)不等式

~

设 x1; x2; � � � ; xn, y1; y2; � � � ; yn为两组实数，则� nX
iD1

xiyi

�2
�

� nX
iD1

.xi /
2
�� nX

iD1

.yi /
2
�

例1.17设 an D arctan 1

n2 C nC 1
证明:

1X
kD1

a
1=2

k

k2
⩽
r
�

3

解 (by向禹)由 Cauchy不等式可得
1X
kD1

a
1=2

k

k2
⩽
s� 1P

kD1

ak

�� 1P
kD1

1
k4

�
其中

1X
nD1

arctan 1

n2 C nC 1
D

1X
nD1

arctan nC 1 � n

1C .nC 1/n

D

1X
nD1

.arctan.nC 1/ � arctann/ D
�

4

由例15.7知
1X
kD1

1

k4
D
�4

90

因此,
1X
kD1

a
1=2

k

k2
⩽
r
�

4
�
�4

90
⩽
r
�

3

定理 1.11.均值不等式
Hn < Gn < An < Qn被称为均值不等式。简记为“调几算方”。

其中：Hn D
1

nP
iD1

1
xi

D
n

1
x1

C
1
x2

C � � � C
1
xn

，被称为调和平均数

Gn D n

vuut nY
iD1

xi D n
p
x1x2 � � � xn，被称为几何平均数。

An D

nP
iD1

xi

n
D
x1 C x2 C � � � C xn

n
，被称为算术平均数。



1.1 实数 –8/572–

~

Qn D

vuuut nP
iD1

x2i

n
D

s
x21 C x22 C � � � C x2n

n
，被称为平方平均数。

例1.18设 x; y; z 2 RC,求方程组
�
x2 C y2 C z2 D 1

7x3 C 14y3 C 21z3 D 6
的解

解 (by曾熊)由三元均值不等式8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
:̂

7

2
x3 C

7

2
x3 C

108

49
⩾ 3

3

r
7

2
x3 �

7

2
x3 �

108

49
D 9x2 (1.1a)

7y3 C 7y3 C
27

49
⩾ 3

3

r
7y3 � 7y3 �

27

49
D 9y2 (1.1b)

21

2
z3 C

21

2
z3 C

12

49
⩾ 3

3

r
21

2
z3 C

21

2
z3 C

12

49
D 9z2 (1.1c)

(1.1a) C (1.1b) C (1.1c)可得

7x3 C 14y3 C 21z3 C 3 ⩾ 9.x2 C y2 C z2/ () 7x3 C 14y3 C 21z3 ⩾ 6 (1.2)

式(1.2)取等条件 8̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

7

2
x3 D

108

49
H) x D

6

7

7y3 D
27

49
H) y D

3

7

21

2
z3 D

12

49
H) z D

2

7

例1.19证明:
1

2
�
3

4
� � �
2n � 1

2n
<

1
p
2nC 1

解注意到
1

2
�
3

4
�
5

6
� � �
2n � 1

2n
<
2

3
�
4

5
�
6

7
� � �

2n

2nC 1

故

1

2
�
3

4
�
5

6
� � �
2n � 1

2n
D

r
1

2
�
1

2
�
3

4
�
3

4
�
5

6
�
5

6
� � �
2n � 1

2n
�
2n � 1

2n

<

r
1

2
�
2

3
�
3

4
�
4

5
�
5

6
�
6

7
� � �
2n � 1

2n
�

2n

2nC 1

D
1

p
2nC 1

例1.20对任意正实根 a及任意大于 1的整数 n,下面的不等式成立:�
1C

nC 1

2n
a

�n
>

na.1C a/n

.1C a/n � 1

且系数 nC1
2n
是不可改进的,即对任一小于 nC1

2n
的正实数 c,可取 a使得 .1C ca/n小于不等式的右

边.

解 (by西西)令 b D 1C a > 1

,

�
n � 1

2n
C
nC 1

2n
b

�n
>

nabn

bn � 1
D

nbn

1C b C � � � C bn�1

,
�
.n � 1/C .nC 1/b

�n
.1C b C � � � C bn�1/ > 2n � nnC1bn



1.1 实数 –9/572–

因此

n � 1C .nC 1/b ⩾ 2nb
nC1
2n )

�
.n � 1/C .nC 1/b

�n ⩾ 2nnnb
nC1

2 (1.3)

1C b C � � � C bn�1 ⩾ nb
n�1

2 (1.4)

(1.3) � (1.4)即可.

� 练习 1.2已知 0 < a � 1,求证 jx C yj
a

� jxj
a

C jyj
a.

证明

jx C yj
a ⩽ .jxj C jyj/a D jxj.jxj C jyj/a�1

C jyj.jxj C jyj/a�1 ⩽ jxj
a

C jyj
a:

� 练习 1.3求证不等式
1.
ˇ̌
x � y

ˇ̌
⩾
ˇ̌
jxj � jyj

ˇ̌
2.
ˇ̌
x C x1 C � � � C xn

ˇ̌
⩾ jxj �

�
jx1j C � � � C jxnj

�
证明 1)由

jx � yj D jx C .�y/j ⩾ jxj � j � yj D jxj � jyj

及

jx � yj D jy � xj ⩾ jyj � jxj D �.jxj � jyj/

即得

jx � yj ⩾
ˇ̌
jxj � jyj

ˇ̌
也可如下证明：由 jxyj ⩾ xy 知

x2 � 2xy C y2 ⩾ x2 � 2jxyj C y2

即 .x � y/2 ⩾
�
jxj � jyj

�2,开方即得
jx � yj ⩾

ˇ̌
jxj � jyj

ˇ̌
2) ˇ̌

x C x1 C � � � C xn
ˇ̌
⩾ jxj � jx1 C � � � C xnj

而

ˇ̌
x C x1 C � � � C xn

ˇ̌
⩽ jx1j C jx2 C � � � C xnj

⩽ � � �

⩽ jx1j C jx2j C � � � C jxnj

所以 ˇ̌
x C x1 C � � � C xn

ˇ̌
⩾ jxj �

�
jx1j C � � � C jxnj

�



1.2 函数 –10/572–

1.2 函数

双曲函数 1

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−6

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

o

y = sinhx

y = coshx

y = tanhx

x

ysinh.x/ D
ex � e�x

2

cosh.x/ D
ex C e�x

2

tanh.x/ D
sinh.x/
cosh.x/

D
ex � e�x

ex C e�x
D
e2x � 1

e2x C 1

coth.x/ D
cosh.x/
sinh.x/

D
ex C e�x

ex � e�x
D
e2x C 1

e2x � 1

sech.x/ D
1

cosh.x/
D

2

ex C e�x

csch.x/ D
1

sinh.x/
D

2

ex � e�x

cosh2.x/ � sinh2.x/ D 1

1 � tanh2.x/ D sech2.x/

coth2.x/ � 1 D csch2.x/

sinh.x C y/ D sinh.x/ cosh.y/C cosh.x/ sinh.y/

cosh.x C y/ D cosh.x/ cosh.y/C sinh.x/ sinh.y/

tanh.x C y/ D
tanh.x/C tan.y/
1C tanh.x/ tanh.y/

1

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

−3

−2

−1

1

2

3

o

y = cothx

y = sechx y = cschx

x

ysinh.2x/ D 2 sinh.x/ cosh.x/

cosh.2x/ D cosh2.x/C sinh2.x/ D 2 cosh2.x/ � 1

tanh.2x/ D
2 tanh.x/

1C tanh2.x/

sinh2
�x
2

�
D

cosh.x/ � 1

2

cosh2
�x
2

�
D

cosh.x/C 1

2

cosh.x C y/ D cosh.x/ cosh.y/C sinh.x/ sinh.y/

例1.21设 f .x/ D
x

p
1C x2

则 n次复合函数为�
f ���f ���f ��� � � � ���f

�
.x/ D

x
p
1C nx2

解现假定 n D k 时, k次复合函数满足
�
f ���f ���f ��� � � � ���f

�
.x/ D

x
p
1C kx2

,

则对 n D k C 1时,其 k C 1次复合函数为�
f ���f ���f ��� � � � ���f

�
.x/ D

x
p
1C x2

,s
1C k

�
x2

1C x2

�

D
x

p
1C x2

,s
1C x2 C kx2

1C x2
D

xp
1C .k C 1/x2



1.2 函数 –11/572–

根据数学归纳法即得所证

例1.22证明: 定义在 .�1;C1/上的函数 f .x/ D sin x C sin
p
2x为非周期函数

解 (反证法)假定 f .x/以 T 为周期,则 0 D f .x C T / � f .x/即

0 D

�
sin.x C T /C sin

�p
2.x C T /

��
�
�

sin x C sin
p
2x
�

和差化积公式
HHHHHHHHH 2 sin T

2
cos

�
x C

T

2

�
� 2 sin T

p
2

cos
�

p
2x C

T
p
2

�
由此知 sin T

2
D 0 D sin T

p
2

. 从而 2n� D
p
2m� ,

m

n
D

p
2但 m; n是正整数

例1.23已知函数 f .x/满足关系式

af .x/C f

�
1

x

�
D
b

x
.jaj ¤ 1 ; a ; b; ; 为常数/

确定 f .x/的奇偶性

解将 x D
1

t
代入关系式得 af

�
1

t

�
C f .t/ D bt ,又将 t 改为 x与关系式联立方程组8̂̂<̂
:̂
af .x/C f

�
1

x

�
D
b

x

af .x/C f .x/ D
b

x

可解得

f .x/ D
1

a2 � 1

�
ab

x
� bx

�
D
ab � bx2

.a2 � 1/x
.a ¤ 1/ :

显然

f .�x/ D
ab � b.�x/2

.a2 � 1/.�x/
D �f .x/

所以 f .x/是奇函数

例1.24设函数 f .x/在 .0;C1/内有定义, a > 0; b > 0. 证明: 若
f .x/

x
在 .0;C1/内单调递减,则

f .aC b/ ⩽ f .a/C f .b/

解令 g.x/ D
f .x/

x
,则 g.x/在 .0;C1/内单调递减

f .aC b/ D .aC b/g.aC b/ D ag.aC b/C bg.aC b/

⩽ ag.a/C bg.b/ D f .a/C f .b/

反函数

性质 单调函数一定存在反函数

y D f .x/ �! x D f .y/
x$y

���!反函数

例1.25求 y D sin x 在 Œ0; �
2
�; Œ�

2
; 3�
2
�; Œ3�

2
; 2��的反函数.

解当 x 2 Œ0; �
2
� � Œ��

2
; �
2
�.

x D arcsiny ; x 2 Œ0; �=2�

当 x 2 Œ�
2
; 3�
2
� ) x � � 2 Œ��=2; �=2�. 又 y D sin x D � sin.x � �/

y D � sin.x � �/ ) x � � D arcsin.�y/ ) x D � � arcsiny
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x D � � arcsiny ; x 2 Œ�=2; 3�=2�

当 x 2 Œ3�
2
; 2�� ) x � 2� 2 Œ��=2; 0� � Œ��

2
; �
2
�. 又 y D sin x D sin.x � 2�/

y D sin.x � 2�/ ) x � 2� D arcsiny ) x D 2� C arcsiny

x D 2� C arcsiny ; x 2 Œ3�=2; 2��

例1.26设可导函数 f .x/的原函数是 F.x/,可导函数 g.x/的原函数是 G.x/, g.x/是 f .x/在区间

I 上的反函数,则 ( )

F 0.x/G0.x/ D 1(A) f 0.x/g0
�
f .x/

�
D 1(B)

dG
�
f .x/

�
dx

D �1(C)
dF
�
g.x/

�
dx

D 1(D)

证明注意到 (反函数与原函数的公式)

g
�
f .x/

�
D x ; f

�
g.x/

�
D x

于是 �
g
�
f .x/

��0

D x0
D 1 D g0

�
f .x/

�
f 0.x/ H) g0

�
f .x/

�
D

1

f 0.x/
H) B

p

例1.27求函数 f .x/ D

p
x2 � x C 1 �

p
x2 C x C 1的反函数及反函数的定义域

解两边同时平方

f 2.x/ D y2 D 2C 2x2 � 2
p
x4 C x2 C 1

移项

.y2 � 2 � 2x2/ D �2
p
x4 C x2 C 1

两边同时平方

.y2 � 2 � 2x2/2 D 4.x4 C x2 C 1/ H) x2 D
y4 � 4y2

4y2 � 4

于是

x D ˙

s
y4 � 4y2

4y2 � 4

函数 f .x/ D

p
x2 � x C 1 �

p
x2 C x C 1的反函数为 f .x/ D ˙

r
x4 � 4x2

4x2 � 4

符号函数

定义 1.1.符号函数

|

y D sgn x D

8̂̂<̂
:̂

�1; x < 0;

0; x D 0;

1; x > 0

8x 2 R,有 x D jxj sgn x.

引理 1.1
我们有如下不定积分公式: Z

jxj
˛ dx D

jxj˛ sgn x
˛ C 1

C C
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~

Z
jxj

˛ sgn x dx D
jxj˛

˛ C 1
C C

其中 ˛ > 0为常数, C 为任意常数.

例1.28求定积分 Z 1

0

xjx � aj dx

解 (by Hansschwarzkopf)根据Z
.x � a/jx � aj dx D

Z
jx � aj

2 sgn.x � a/dx D
jx � aj3

3
C C:Z

jx � aj dx D
jx � aj2 sgn.x � a/

2
C C

得到 Z 1

0

xjx � aj dx D
j1 � aj3 � jaj3

3
C a

j1 � aj2 sgn.1 � a/C a2 sgn a
2

例1.29计算重积分
“
D

j3x � 4yj dx dy,其中D D Œ0; 1� � Œ0; 1�.

解 (by Hansschwarzkopf)“
D

j3x � 4yj dx dy D

Z 1

0

dx
Z 1

0

j4y � 3xj dy

D
1

8

Z 1

0

j4y � 3xj
2 sgn.4y � 3x/

ˇ̌̌1
0

dx

D
1

8

Z 1

0

�
.4 � 3x/2 C 9x2

�
dx

D
1

8

�
.3x � 4/3

9
C 3x3

� ˇ̌̌̌1
0

D
5

4

例1.30计算重积分
“
D

qˇ̌
x � jyj

ˇ̌
dx dy,其中D D Œ0; 2� � Œ�1; 1�.

解 (by Hansschwarzkopf)根据对称性,“
D

qˇ̌
x � jyj

ˇ̌
dx dy D 2

Z 1

0

dy
Z 2

0

p
jx � yj dx

D
4

3

Z 1

0

jx � yj
3
2 sgn.x � y/

ˇ̌̌2
0

dy

D
4

3

Z 1

0

�
.2 � y/

3
2 C y

3
2

�
dx

D
32

p
2

15

例1.31计算重积分
“

jxj⩽1
2⩽y⩽2

p
jy � xj dx dy,其中D D Œ0; 2� � Œ�1; 1�.
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解 (by Hansschwarzkopf)根据对称性,“
jxj⩽1

2⩽y⩽2

p
jy � xj dx dy D 2

Z 1

0

jy � x2j
3
2 sgn.y � x2/

ˇ̌̌2
0

dx

D
4

3

Z 1

0

�
.2 � x2/

3
2 C x3

�
dx

D
16

3

Z �
4

0

cos4 t dt C
1

3

D
�

2
C
5

3

例1.32计算重积分 I D

“
D

minf2; x2yg dx dy,其中D D Œ0; 4� � Œ0; 3�.

解 (by Hansschwarzkopf)容易算出

I1 D

“
D

x2y C 2

2
dx dy D 60

另一方面,

I2 D

“
D

jx2y � 2j

2
dx dy

D

Z 4

0

dx
Z 3

0

jx2y � 2j

2
dy D

Z 4

0

.x2y � 2/2 sgn.x2y � 2/

4x2

ˇ̌̌3
0

dx

D

Z 4

0

.3x2 � 2/2 sgn.3x2 � 2/C 4

4x2
dx

D

Z q
2
3

0

�
3 �

9x2

4

�
dx C

Z 4q
2
3

�
9x2

4
� 3C

2

x2

�
dx

D
5
p
6

6
C
71

2
C
11

p
6

6
D
71

2
C
8
p
6

3

从而

I D I1 � I2 D
49

2
�
8
p
6

3

例1.33计算重积分
“

Œ0;1��Œ0:1�

jx2 C y2 � 1jdxdy.

解 “
Œ0;1��Œ0:1�

jx2 C y2 � 1jdxdy D

Z 1

0

dx
Z 1

0

jx2 C y2 � 1jdy

D

Z 1

0

dx
Z 1

0

.x2 C y2 � 1/sgn.x2 C y2 � 1/dy

D

Z 1

0

�
x2y C

y3

3
� y C

2

3
.1 � x2/

2
3

�
sgn.x2 C y2 � 1/

ˇ̌̌1
0
dx

D

Z 1

0

�
x2 �

2

3
C
4

3
.1 � x2/

3
2

�
dx

D �
1

3
C
4

3

Z �
2

0

cos4 tdt

D
�

4
�
1

3
:



第 2章 极限论

2.1 数列的极限

定义 2.1. lim
n!1

xn D a

|
lim
n!1

xn D a () 8 " > 0, 9正整数 N ,当 n > N 时,有 jxn � aj < "

例2.1利用定义证明 lim
n!1

.�1/n

n
D 0.

证明 首先有

jxn � 0j D

ˇ̌̌ .�1/n
n

� 0
ˇ̌̌

D
1

n
:

因此 8" > 0,要使 jxn � 0j < ",只需要
1

n
< ",即 n >

1

"
. 故取正整数 N D

h1
"

i
C 1,

则当 n > N 时,就有 ˇ̌̌ .�1/n
n

� 0
ˇ̌̌
< ";

即 lim
n!1

.�1/n

n
D 0. 证毕.

例2.2利用定义证明 lim
n!1

c D c

证明 8" > 0,因为
jxn � cj D jc � cj D 0;

所以对任意的自然数 n,都有 jxn � cj < ";即 lim
n!1

c D c.

例2.3利用定义证明 lim
n!1

qn�1
D 0.

证明 由于

jxn � 0j D jqn�1
� 0j D jqj

n�1;

因此 8" > 0;要使 jxn � 0j < ",只要
jqj
n�1 < ":

两边取自然对数,得
.n � 1/ ln jqj < ln ":

因 jqj < 1; ln jqj < 0;故

n >
ln "

ln jqj
C 1:

当 " > 1时,
ln "

ln jqj
是负数,这时可取 N D 1. 当 " < 1时,取

N D

h ln "
ln jqj

C 1
i
;

则当 n > N 时,就有
jqn�1

� 0j < ";

即 lim
n!1

qn�1
D 0. 证毕.

例2.4证明： lim
n!1

0: 999 � � � 9„ ƒ‚ …
n个9

D 1.

证明 因为 j0: 999 � � � 9„ ƒ‚ …
n个9

j D
1

10n
,要使 j0: 999 � � � 9„ ƒ‚ …

n个9

�1j < ",只要
1

10n
< ",即 n > ln 1

"
.
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所以 8" > 0(不妨取 " < 1),取 N D

h
ln 1
"

i
,则当 n > N 时有 j0: 999 � � � 9„ ƒ‚ …

n个9

�1j < ",

即 lim
n!1

0: 999 � � � 9„ ƒ‚ …
n个9

D 1

�
注意 [1]在非标准分析中，有无穷多个不同的元素，大于等于任何（有限的）00:999 � � � 而小于等

于 1

例2.5设 xn D

r
1C

1

nk
.k 2 NC/,用定义证明 lim

n!1
xn D 1.

证明 首先,

jxn � 1j D

ˇ̌̌̌
ˇ
r
1C

1

nk
� 1

ˇ̌̌̌
ˇ D

r
1C

1

nk
� 1 D

1

nkq
1C

1
nk

C 1
<

1

2nk
<
1

n
:

因此 80 < " < 1;要使 jxn � 1j < ",只要
1

n
< ",即 n >

1

"
. 故取正整数 N D

h1
"

i
,

则当 n > N 时,就有
1

n
< ",从而有 ˇ̌̌̌

ˇ
r
1C

1

nk
� 1

ˇ̌̌̌
ˇ < ";

即 lim
n!1

xn D 1. 证毕.

例2.6利用定义证明 lim
n!1

3n � 1

2nC 1
D
3

2
.

证明 首先有 ˇ̌̌̌
3n � 1

2nC 1
�
3

2

ˇ̌̌̌
D

5

2.2nC 1/
<

5

4n
:

因此 8" > 0,要使
ˇ̌̌̌
3n � 1

2nC 1
�
3

2

ˇ̌̌̌
< ",只需要

5

4n
< ",即 n >

5

4"
. 故取正整数 N D

j 5
4"

k
,

则当 n > N 时,就有 ˇ̌̌̌
3n � 1

2nC 1
�
3

2

ˇ̌̌̌
< ";

即 lim
n!1

3n � 1

2nC 1
D
3

2
.

例2.7用定义证明: lim
n!1

nC 2

n2 � 2
sinn D 0

解首先有 ˇ̌̌̌
nC 2

n2 � 2
sinn � 0

ˇ̌̌̌
⩽
ˇ̌̌̌
nC 2

n2 � 2

ˇ̌̌̌
<
nC 2

n2 � 4
D

1

n � 2
; n ⩾ 3

因此, 8" > 0,要使
ˇ̌̌̌
nC 2

n2 � 2
sinn � 0

ˇ̌̌̌
< ",只需要

1

n � 2
< ",即 n >

1

"
C 2.

故取正整数 N D
�
1
"

C 2
˘

C 1,则当 n > N 时,就有ˇ̌̌̌
nC 2

n2 � 2
sinn � 0

ˇ̌̌̌
< ";

即 lim
n!1

nC 2

n2 � 2
sinn D 0.

例2.8指出下列证明 lim
n!1

n
p
n D 1中的错误

证明: 要使 n
p
n < 1C ",只要使

lnn
n

< ln.1C "/. 从而由

1

n
<

ln.1C "/

lnn
<

ln.1C "/

ln 2
:

得 8" > 0. 取 N D

� ln 2
ln.1C "/

�
C 1. 当 n > N 时,必有 0 < n

p
n < 1C "成立.

因此 lim
n!1

n
p
n D 1

解 (by雪糕、世家)不正确.
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取 N D

� ln 2
ln.1C "/

�
C 1, n > N 时能推出

1

n
<

ln.1C "/

ln 2
.

但由于
ln.1C "/

lnn
<

ln.1C "/

ln 2
,故不能推出

1

n
<

ln.1C "/

lnn
,

即不能推出
1

n
<

ln.1C "/

ln 2
,即不能推出 n

p
n < 1C ".

例2.9证明 lim
n!1

n
p
n D 1

解应用几何--算术平均不等式得

1 ⩽ n
p
n D n

1
n D

�
1 � � � 1 �

p
n �

p
n
� 1

n

⩽ .n � 2/C 2
p
n

n
D 1C

2.
p
n � 1/

n
< 1C

2
p
n

故要使
ˇ̌

n
p
n � 1

ˇ̌
⩽ 2

p
n
< ",只要 n >

4

"2
即可.

对于任意的正数 " ,取N D

�
4

"2

�
,当 n > N 时,有

ˇ̌
n
p
n � 1

ˇ̌
< "

即得

lim
n!1

n
p
n D 1

法 2. 注意到 n > 1时,有 n
p
n > 1. 因此,令 hn D

p
n � 1 > 0 .n > 1/. 从而当 n > 1时,有

n D .1C hn/
n ⩾ nhn C

n.n � 1/

2
h2n >

n.n � 1/

2
h2n;

故

0 < n
p
n � 1 D hn <

r
2

n � 1
; n > 1

故对任给 " > 0,取 N D

h
1C

2

"2

i
,当 n > N 时,有

j
n
p
n � 1j D

n
p
n � 1 <

r
2

n � 1
< ":

例2.10用定义证明: lim
n!1

an

nŠ
D 0

解对固定 a,存在 N0 > 0,当 n > N0 时,有 n > jaj,即
jaj

n
< 1. 考察ˇ̌̌̌

an

nŠ
� 0

ˇ̌̌̌
D

jajn

nŠ
D

jaj

1
�

jaj

2
� � �

jaj

N0
�

jaj

N0 C 1
� � �

jaj

n

D
jajN0

N0Š
�

jaj

N0 C 1
� � �

jaj

n � 1„ ƒ‚ …
每一项都<1

�
jaj

n

<
jajN0C1

N0Š
�
1

n
D
M

n
.其中M D

jajN0C1

N0Š
/

故要使

ˇ̌̌̌
an

nŠ
� 0

ˇ̌̌̌
⩽ M

n
< ",只要 n >

M

"
即可.

对于任意的正数 " ,取N D max
�
N0;

jM
"

k
C 1

�
,当 n > N 时,有

ˇ̌̌̌
an

nŠ
� 0

ˇ̌̌̌
< "

即得

lim
n!1

an

nŠ
D 0

例2.11用定义验证

lim
n!1

n2

3n2 � n � 7
D
1

3
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解任给 " > 0,由 ˇ̌̌̌
n2

3n2n � 7
�
1

3

ˇ̌̌̌
D

nC 7

3.3n2 � n � 7/

当 n ⩾ 7时, nC 7 ⩽ 2n, 3n2 � n � 7 ⩾ 3n2 � 2n ⩾ 2n2

故要使 ˇ̌̌̌
n2

3n2n � 7
�
1

3

ˇ̌̌̌
⩽ 2n

6n2
D

1

3n
< "

只要 n >
1

3"
即可.

对于任意的正数 " ,取N D max
n
7;
�
1
3"

�o
,当 n > N 时,有ˇ̌̌̌
n2

3n2 � n � 7
�
1

3

ˇ̌̌̌
< "

即得

lim
n!1

n2

3n2 � n � 7
D
1

3

例2.12证明: lim
n!1

n
p

j sinnj D 1.

解 1设 m; n是正整数,使得 m > 1, jn �m�j <
�

2
,那么, m < n,注意到 (美国数学月刊,1983,648)

jn �m�j > m�41;

因此,
1 > j sinnj > j sin.n �m�/j >

2

�
jn �m�j >

2

�
m�41

由此, lim
n!C1

n
p

j sinnj D 1,而 lim
n!C1

n
p

j sinnj D 1是显然的,故 lim
n!1

n
p

j sinnj D 1.

例2.13证明:

lim
n!1

tann
n8

D 0

引理 2.1

~

设集合 S � R满足，对于每个 s 2 S，至多存在有限个约分数
p

q
满足

0 <

ˇ̌̌̌
x �

p

q

ˇ̌̌̌
<

1

q3
，则 x 的无理数测度 (irrationality measure)定义为 �.x/ D inf

�2S
�，即集

合 S 的下确界

目前已知 �.�/ ⩽ 7:6063

证明 假设 lim
n!1

tann
n8

¤ 0。不失一般性还假设 lim
n!1

tann
n8

D A > 0，

先假设 A为有限，则存在正整数的子列 fang，使得

8A > " > 0 ; 9N ; n > N H)

ˇ̌̌̌
tan an
a
an
n

ˇ̌̌̌
< " H) a

an
n .�"C A/ < tan an

取 " D
1

a
a1

1

，选择一个 b1 2 fang使得

�1C A < �1C Aa
a1

1 < tan b1

1《高等数学中的若干问题解析》P6
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再取 " D
1

a
a1

2

，选择一个 b2 2 fang > b1 使得

�1C A � 28 < �1C Aa
a1

1 < tan b1

然后再取 " D
1

a
a1

3

，选择一个 b3 2 fang > b2 使得

�1C A � 38 < �1C Aa
a1

1 < tan b1

归纳可得一个单调递增的数列 fbng，使得 fbng � fang，

且对于每个 bn 有
tan bn C 1

A
> n8，可见我们可以要求所有的 tan bn 都 > 0.

而且还可以假设 ftan bng也是递增的，否则从中抽出递增的子列即可

现在再构造一个新数列 fcng，且 0 < cn <
�

2
，而且 bn D cn .mod �/

因为 tan x 为周期 � 的函数，则 tan bn D tan cn.
此时有 0 < cn <

�

2
， lim
n!1

cn D
�

2
，

tan bn C 1

A
> n8，fcng单调递增

又有 bn D cn .mod �/而 bn 为整数 H) cn D Mn � �Nn，其中M;N 2 N

利用 arctan x C arctan 1
x

D
�

2
.x > 0/以及不等式 arctan x < � 有

tan cn > An8 � 1 H) cn >
�

2
� arctan

�
1

An8 � 1

�
>
�

2
�

1

An8 � 1

H) 0 <
�

2
� cn <

1

An8 � 1
�

将 cM D MM � �Nn 代入，有

0 < � �
2Mn

2Nn C 1
<

1

2NN C 1
�

1

An8 � 1
<

C

n7:7
其中C为一常数

由此可见所有

�
2MN

2NN C 1

�
均满足无理数测度的定义，

所以 �.�/ ⩾ 7:7，但这和已知上界 �.�/ ⩽ 7:6063矛盾。

若 A为无限，则随便取一个有限的D > 0，仿照上面的方法，

同样有数列 fbng满足
tan bn C 1

D
> n8

综上，即知 lim
n!1

tann
n8

D 0

例2.14若 lim
n!1

.2an � an�1/ D 0,则 lim
n!1

an D 0

证明 对任给 " > 0,存在 N ,使得当 n > N 时有

j2an C an�1j < " () janj <
1

2
jan�1j C

"

2

从而得

janj <
1

2
jan�1j C

"

2

<
1

2

�
1

2
jan�2j C

"

2

�
C
"

2
D
"

2
C

"

22
C

1

22
jan�2j

< � � � ⩽ "

2
C

"

22
C � � � C

"

2n�N
C

1

2n�N
jan�N j .n > N/

由此知

janj < "C
1

2n�N
jan�N j .n > N/

易知存在 N1 > N ,使得
jaN j

2n�N
< " .n > N1/. 最后我们有 janj < 2" .n > N1/. 即得所证

例2.15 (Cauchy命题)设 lim
n!1

an D a,证明: lim
n!1

a1 C a2 C � � � C an

n
D a
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证明 [2][3]当 a 2 R时,
由 lim

n!1
an D a知, 8 " > 0, 9N1 2 N,当 n > N1 时,有 jan � aj <

"

2
. 于是用 N1 作分项指标,得

ˇ̌̌̌
a1 C a2 C � � � C an

n
� a

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
.a1 � a/C .a2 � a/C � � � C .an � a/

n

ˇ̌̌̌
⩽

ja1 � aj C ja2 � aj C � � � C jaN1
� aj

n
C

jaN1C1 � aj C jaN1C2 � aj C � � � C jan � aj

n

⩽
ja1 � aj C ja2 � aj C � � � C jaN1

� aj

n
C
n �N1

n
�
"

2

其次,记M D ja1 � aj C ja2 � aj C � � � C jaN1
� aj,且取 N2,使得当 n > N2 时,有

M

n
<
"

2
.

从而令 N D maxfN1; N2g ,则当 n > N 时,有ˇ̌̌̌
a1 C a2 C � � � C an

n
� a

ˇ̌̌̌
<
"

2
C
n �N1

n
�
"

2
< "

当 a ! C1时,
8M > 0,由于 lim

n!1
an D C1,故 9N1 2 N,当 n > N1 时, an > 2M C 2. 固定 N1,因为

lim
n!1

n �N1

n
D 1 >

1

2
; lim

n!1

a1 C a2 C � � � C aN1

n
D 0 > �1 ;

由定理 2:1:1知 9N 2 N, N > N1,当 n > N 时,

n �N1

n
>
1

2
;

a1 C a2 C � � � C aN1

n
> �1:

于是

a1 C a2 C � � � C an

n
D
a1 C a2 C � � � C aN1

n
C
aN1C1 C aN1C2 C � � � C an

n

> �1C
n �N1

n
.2M C 2/ > �1C

2AC 2

2
D M

这就证明了 lim
n!1

a1 C a2 C � � � C an

n
D C1

当 a ! �1时,
8M > 0,由于 lim

n!1
an D �1,故 9N1 2 N,当 n > N1 时, an < �2M � 2. 固定 N1,因为

lim
n!1

n �N1

n
D 1 >

1

2
; lim

n!1

a1 C a2 C � � � C aN1

n
D 0 < 1 ;

由定理 2:1:1知 9N 2 N, N > N1,当 n > N 时,

n �N1

n
>
1

2
;

a1 C a2 C � � � C aN1

n
> �1:

于是

a1 C a2 C � � � C an

n
D
a1 C a2 C � � � C aN1

n
C
aN1C1 C aN1C2 C � � � C an

n

< 1C
n �N1

n
.�2M � 2/ > 1C

�2A � 2

2
D �M

这就证明了 lim
n!1

a1 C a2 C � � � C an

n
D �1�

注意当 a D 1时,结论不一定成立,反例: an D .�1/n�1n

例2.16若 an > 0 .n D 1; 2; � � � /,且 lim
n!1

anC1

an
D a,则 lim

n!1

n
p
an D a
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解当 a D 0时,应用几何--算术平均不等式得

0 ⩽ n
p
an D n

r
a1

1

a2

a1
� � �

an

an�1

⩽
a1

1
C

a2

a1
C � � � C

an

an�1

n

由 lim
n!1

anC1

an
D a知, 8 " > 0, 9N1 2 N,当 n > N1时,有

ˇ̌̌anC1

an
� a

ˇ̌̌
<
"

2
.

于是用 N1 作分项指标,得ˇ̌
n
p
an � a

ˇ̌
⩽
ˇ̌̌̌
ˇ
a1

1
C

a2

a1
C � � � C

an

an�1

n
� a

ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
ˇ
�
a1

1
� a

�
C
�
a2

a1
� a

�
C � � � C

�
an

an�1
� a

�
n

ˇ̌̌̌
ˇ

⩽
ˇ̌
a1

1
� a

ˇ̌
C
ˇ̌
a2

a1
� a

ˇ̌
C � � � C

ˇ̌
an

an�1
� a

ˇ̌
n

D

ˇ̌
a1

1
� a

ˇ̌
C � � � C

ˇ̌aN1C1

aN1

� a
ˇ̌

n
C

ˇ̌aN1C2

aN1C1
� a

ˇ̌
C � � � C

ˇ̌
an

an�1
� a

ˇ̌
n

⩽

ˇ̌
a1

1
� a

ˇ̌
C � � � C

ˇ̌aN1C1

aN1

� a
ˇ̌

n
C
.n �N1 C 1/

n
�
"

2

其次,记M D

ˇ̌̌a1
1

� a
ˇ̌̌
C � � � C

ˇ̌̌aN1C1

aN1

� a
ˇ̌̌
,且取 N2,使得当 n > N2时,有

M

n
<
"

2
.

从而令 N D maxfN1; N2g ,则当 n > N 时,有ˇ̌
n
p
an � a

ˇ̌
⩽
ˇ̌̌̌
ˇ
a1

1
C

a2

a1
C � � � C

an

an�1

n
� a

ˇ̌̌̌
ˇ < "

2
C
n �N1 C 1

n
�
"

2
< "

当 a > 0时,应用均值不等式得

1

,
1
a1

C
a1

a2
C � � � C

an�1

an

n
⩽ n

p
an D n

r
a1

1

a2

a1
� � �

an

an�1

⩽
a1

1
C

a2

a1
C � � � C

an

an�1

n

不等式左边,由 lim
n!1

anC1

an
D a () lim

n!1

an

anC1

D
1

a
知,由极限的定义 8 " > 0, 9N1 2 N,

当 n > N1时,有
ˇ̌̌ an
anC1

�
1

a

ˇ̌̌
<
"

2
. 于是用 N1 作分项指标,得ˇ̌̌̌

ˇ
1
a1

C
a1

a2
C � � � C

an�1

an

n
�
1

a

ˇ̌̌̌
ˇ

⩽

ˇ̌̌
1
a1

�
1
a

ˇ̌̌
C

ˇ̌̌
a1

a2
�
1
a

ˇ̌̌
C � � � C

ˇ̌̌
an�1

an
�
1
a

ˇ̌̌
n

D

ˇ̌̌
1
a1

�
1
a

ˇ̌̌
C � � � C

ˇ̌̌
aN1

aN1C1
�
1
a

ˇ̌̌
n

C

ˇ̌̌
aN1C1

aN1C2
�
1
a

ˇ̌̌
C � � � C

ˇ̌̌
an�1

an
�
1
a

ˇ̌̌
n

⩽

ˇ̌̌
1
a1

�
1
a

ˇ̌̌
C � � � C

ˇ̌̌
aN1

aN1C1
�
1
a

ˇ̌̌
n

C
.n �N1 C 1/

n
�
"

2

其次,记M D

ˇ̌̌̌
1

a1
�
1

a

ˇ̌̌̌
C � � � C

ˇ̌̌̌
aN1

aN1C1

�
1

a

ˇ̌̌̌
,且取 N2,使得当 n > N2时,有

M

n
<
"

2
.

从而令 N D maxfN1; N2g ,则当 n > N 时,有ˇ̌̌̌
ˇ
1
a1

C
a1

a2
C � � � C

an�1

an

n
�
1

a

ˇ̌̌̌
ˇ < "

2
C
n �N1 C 1

n
�
"

2
< "

这就证明了 lim
n!1

1
a1

C
a1

a2
C � � � C

an�1

an

n
D
1

a
,右边不等式同 a D 0时

于是由夹逼准则可得 lim
n!1

n
p
an D a

例2.17设 lim
n!1

xn D a. 求证: lim
n!1

x1 C 2x2 C � � � C nxn

n2
D
a2

2
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解我们有

xn D aC an

这里 fang是无穷小数列. 于是
x1 C 2x2 C � � � C nxn

n2
D
.aC a1/C 2.aC a2/C � � � C n.aC an/

n2

D
nC 1

2n
aC

1
n
a1 C

2
n
a2 C � � � C

n
n
an

n

因为 ˇ̌̌̌
ˇ 1na1 C

2
n
a2 C � � � C

n
n
an

n

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽ ja1j C ja2j C � � � C janj

n

所以

lim
n!1

x1 C 2x2 C � � � C nxn

n2
D
nC 1

2n
aC

1
n
a1 C

2
n
a2 C � � � C

n
n
an

n

D
a

2
C 0 D

a

2

例2.18设 fang为一个数列, p为固定的正整数. 若 lim
n!1

�
anCp � an

�
D �,证明: lim

n!1

an

n
D
�

p

解对于 i D 0; 1; 2; � � � ; p � 1,记 A.i/n D a.nC1/pCi � anpCi . 由题设 lim
n!1

A.i/n D �,从而

lim
n!1

A
.i/
1 C A

.i/
2 C � � � C A

.i/
n

n
D �

而

A
.i/
1 C A

.i/
2 C � � � C A.i/n D a.nC1/pCi � apCi

由题设知

lim
n!1

a.nC1/pCi

.nC 1/p C i
D lim
n!1

a.nC1/pCi

n

n

.nC 1/p C i
D
�

p

对正整数 m,设 m D np C i ,其中 i D 0; 1; 2; � � � ; p � 1,从而可以把正整数依照 i 分为 p 个子列

类。考虑任何这样的子列，下面极限

lim
n!1

a.nC1/pCi

.nC 1/p C i
D
�

p
; 故 lim

m!1

am

m
D
�

p

例2.19设 lim
n!1

an D a. 求证:

lim
n!1

�0a0 C �1a1 C � � � C �na1

�0 C �1 C � � � C �n
D a:

其中 �k > 0. 且 lim
n!1

nX
kD0

� D C1

解由 lim
n!1

an D a 知, 8 " > 0, 9N1 2 N,当 n > N1 时,有 jan � aj <
"

2
.且 9M1 > 0, 8n 2 M s.t.

jan � aj ⩽M1 用 N1作分项指标,得ˇ̌̌̌
�0a0 C �1a1 C � � � C �nan

�0 C �1 C � � � C �n
� a

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
�0.a0 � a/C �1.a1 � a/C � � � C �n.an � a/

�0 C �1 C � � � C �n

ˇ̌̌̌
⩽�0ja0 � aj C �1ja1 � aj C � � � C �N�1jaN�1 � aj

�0 C �1 C � � � C �n
C
�N jaN � aj C � � � C �njan � aj

�0 C �1 C � � � C �n

⩽M1.�0 C �1 C � � � C �N�1/

�0 C �1 C � � � C �n
C
"

2

�
�N C � � � C �n

�0 C �1 C � � � C �n

�
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⩽ M2

�0 C �1 C � � � C �n
C
"

2

由于 lim
n!1

nX
kD0

� D C1, 故 8" > 0, 9N2 2 N, s.t. 8n ⩾ N2, �0 C �1 C � � � C �n >
2M2

"
从而令

N D maxfN1; N2g ,则当 n > N 时,有ˇ̌̌̌
�0a0 C �1a1 C � � � C �nan

�0 C �1 C � � � C �n
� a

ˇ̌̌̌
<
M2

M2

"

2
C
"

2
D "

这就证明了 lim
n!1

�0a0 C �1a1 C � � � C �na1

�0 C �1 C � � � C �n
D a:

例2.20设 lim
n!1

an D a, lim
n!1

bn D b. 用 " �N 法证明:

lim
n!1

a0bn C a1bn�1 C � � � C an�1bn C anb0

n
D ab

解因为 lim
n!1

an D a, lim
n!1

bn D b,故数列 fang; fbng都有界,
即 9数M > 0,使得 janj < M; jbnj < M; jaj < M .
对任意 8" > 0,由条件知 9N1 2 N,使当 n > N1 时,有

jan � aj <
"

4M
; jbn � bj <

"

4M

其次,记 K D ja0 � aj C � � � C jaN1
� aj C jb0 � bj C � � � C jbN1

� bj C jbj,显然 lim
n!1

MK

n
D 0

且取 N2 D
2MK

"
,使得当 n > N2时,有

MK

n
<
"

2
.

固定 N1,取自然数 N > max fN1; N2g,则当 n > N 时有ˇ̌̌̌
a0bn C a1bn�1 C � � � C an�1bn C anb0

n
� ab

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
1

n

�
.a0bn � ab/C .a1bn�1 � ab/C � � � C .an�1b1 � ab/C .anb0 � ab/C

ab

n

�ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
1

n

�
bn.a0�a/Ca.bn � b/C � � � C b0.an�a/Ca.b0 � b/

�
C
ab

n

ˇ̌̌̌
⩽M
n

�
ja0 � aj C � � � C jan � aj C jb0 � bj C � C jbn � bj C jbj

�
⩽M
n

�
ja0 � aj C � � � C jaN1

� aj C jb0 � bj C � C jbN1
� bj C jbj

�
C
M

n

�
jaN1C1 � aj C � � � C jan � aj C jbN1C1 � bj C � C jbn � bj

�
D
"

2
C
2M

n
.n �N1/ �

"

4M
< "

这就证明了

lim
n!1

a0bn C a1bn�1 C � � � C an�1bn C anb0

n
D ab

例2.21对正项级数
1X
nD1

an,如果 lim
n!1

n

�
an

anC1

� 1

�
D ˛,则

lim
n!1

.1 � n
p
an/

n

lnn
D ˛

解 2由 lim
n!1

n

�
an

anC1

� 1

�
D ˛可得

an

anC1

D 1C
˛

n
C o

�
1

n

�
2赵显曾《数学分析拾遗》
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因为 �
1C

1

n

�t
D 1C

t

n
C o

�
1

n

�
;

所以任给 ",存在正整数 N ,使当 n > N 时,有
1

n
˛� "

2

1

.nC1/
˛� "

2

D

�
1C

1

n

�˛� "
2

<
an

anC1

<

�
1C

1

n

�˛C "
2

D

1

n
˛C "

2

1

.nC1/
˛C "

2

于是,当 n > N 时,将
aN

aNC1

;
aNC1

aNC2

; � � � ;
an�1

an
的不等式同序相乘,得

1

N
˛� "

2

1

n
˛� "

2

<
aN

an
<

1

N
˛C "

2

1

n
˛C "

2

即
aN �N ˛C "

2

n˛C "
2

< an <
aN �N ˛� "

2

n˛� "
2

从而 0@1 �
n

s
aN �N ˛� "

2

n˛� "
2

1A n

lnn
< .1 � n

p
an/

n

lnn
<

0@1 �
n

s
aN �N ˛C "

2

n˛C "
2

1A n

lnn

考虑到

n

r
c

nt
D e

ln c�t ln n
n D 1 �

t lnn
n

C o

� lnn
n

�
;

所以当 n ! C1时,上述不等式左右两端分别收敛于 ˛ �
"

2
和 ˛ �

"

2
. 因此,存在 N1 > N ,使得当

n > N1 时,有
˛ � " < .1 � n

p
an/

n

lnn
< ˛ C "

即

lim
n!1

.1 � n
p
an/

n

lnn
D ˛:

� 练习 2.1设

an D Ln �
4 lnn
�2

; Ln D
1

2�

Z �

��

ˇ̌̌̌
ˇ sin.nC

1
2
/x

sin x
2

ˇ̌̌̌
ˇdx; n D 1; 2 : : : :

证明 fang为有界数列.

解法 1. 令

f .x/ D

8̂<̂
:

1

sin x
2

�
2

x
; 0 < x � �;

0; x D 0;

则 f 在 Œ0; ��上连续,且 0 � f .x/ � 1 �
2

�
, 0 � x � � . 从而

Ln D
1

�

Z �

0

f .x/

ˇ̌̌̌
sin.nC

1

2
/x

ˇ̌̌̌
dx C

2

�

Z �

0

ˇ̌
sin.nC

1
2
/x
ˇ̌

x
dx D Ln1 C Ln2:

其中

0 � Ln1 D
1

�

Z �

0

f .x/

ˇ̌̌̌
sin.nC

1

2
/x

ˇ̌̌̌
dx �

1

�
� � � .1 �

2

�
/ D 1 �

2

�
:

Ln2 D
2

�

Z �

0

ˇ̌
sin.nC

1
2
/x
ˇ̌

x
dx D

2

�

Z .nC 1
2 /�

0

jsinuj

u
du
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D
2

�

2nX
iD0

Z .iC1/�
2

i�
2

jsinuj

u
du �

4

�2

2nX
iD0

1

i C 1

Z .iC1/�
2

i�
2

jsinuj du

�
4

�2

2nX
iD0

1

i C 1
�

4

�2

2nX
iD0

Z iC2

iC1

dx
x

D
4

�2

Z 2nC2

1

dx
x

D
4

�2
ln.2nC 2/

�
4

�2
.lnnC ln 2/

类似可得到估计

Ln2 � 1C
2

�
C

4

�2
.lnnC ln 2/:

从而
4

�2
.lnnC ln 2/ � Ln �

4

�2
.lnnC ln 2/C 2:

4 ln 2
�2

� an �
4 ln 2
�2

C 2; n D 1; 2; : : : :

故 fang有界.
法 2. 事实上,由于被积函数为偶函数,故

Ln D
1

�

Z �

0

ˇ̌
sin.nC

1
2
/x
ˇ̌

sin x
2

dx

先估计 fang的下界. 根据 sinu � u; u 2 Œ0; �=2�,得到

Ln �
2

�

Z �

0

ˇ̌
sin.nC

1
2
/x
ˇ̌

x
dx D

2

�

Z .nC 1
2 /�

0

j sinuj

u
du

D
2

�

2nX
iD0

Z .iC1/�
2

i�
2

j sinuj

u
du

�
2

�

2nX
iD0

2

.i C 1/�

Z .iC1/�
2

i�
2

j sinujdu D
4

�2

2nX
iD0

1

i C 1

�
4

�2

 
1C

2nX
iD1

Z iC1

i

dx
x

!
D

4

�2
.1C ln.2nC 1//

�
4

�2
.lnnC 1C ln 2/ :

从而

an � �
4C 4 ln 2
�2

:

即 fang有下界. 现在估计 fang的上界. 以下设 n � 4.

Ln D
1

�

Z 2�
2nC1

0

sin.nC
1
2
/x

sin x
2

dx C

Z �

2�
2nC1

ˇ̌
sin.nC

1
2
/x
ˇ̌

sin x
2

dx D Ln1 C Ln2:

其中

Ln1 D
1

�

Z 2�
2nC1

0

sin.nC
1
2
/x

sin x
2

dx �
1

�
�

2�

2nC 1
� .nC

1

2
/ �
�

4
D
1

4
:

Ln2 D
1

�

Z �

2�
2nC1

ˇ̌
sin.nC

1
2
/x
ˇ̌

sin x
2

dx

D
1

�

n�1X
iD1

Z .2iC2/�
2nC1

2i�
2nC1

ˇ̌
sin.nC

1
2
/x
ˇ̌

sin x
2

dx C
1

�

Z �

2n�
2nC1

ˇ̌
sin.nC

1
2
/x
ˇ̌

sin x
2

dx
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�
1

�

n�1X
iD1

1

sin i�
2nC1

Z .2iC2/�
2nC1

2i�
2nC1

ˇ̌̌̌
sin.nC

1

2
/x

ˇ̌̌̌
dx C

1

� sin n�
2nC1

Z �

2n�
2nC1

ˇ̌̌̌
sin.nC

1

2
/x

ˇ̌̌̌
dx

D
4

�.2nC 1/

n�1X
iD1

1

sin i�
2nC1

C
2

�.2nC 1/ sin n�
2nC1

D
4

�.2nC 1/

n�1X
iD2

1

sin i�
2nC1

C
4

�.2nC 1/ sin �
2nC1

C
2

�.2nC 1/ sin n�
2nC1

�
4

�.2nC 1/

n�1X
iD2

Z i

i�1

dx
sin �x

2nC1

C
4

�.2nC 1/ sin �
2nC1

C
2

�.2nC 1/ sin n�
2nC1

D
4

�.2nC 1/

Z n�1

1

dx
sin �x

2nC1

C
4

�.2nC 1/ sin �
2nC1

C
2

�.2nC 1/ sin n�
2nC1

D
4

�2

�
ln tan �.n � 1/

4nC 2
� ln tan �

4nC 2

�
C

4

�.2nC 1/ sin �
2nC1

C
2

�.2nC 1/ sin n�
2nC1

�
4

�2
.lnnC ln 5 � ln�/C

2

�
:

从而

Ln �
4

�2
.lnnC ln 5 � ln�/C

2

�
C
1

4
; n � 4:

an �
4

�2
ln 5
�

C
2

�
C
1

4
; n � 4:

即 fang有上界.

上极限和下极限

定义 2.2.上、下极限

|

以数列极限为例,对于数列 fang,其上下极限依次定义为

lim
n!C1

an ≜ lim
n!C1

sup
k⩾n

ak ; lim
n!C1

an ≜ lim
n!C1

inf
k⩾n

ak

例2.22设 fxng为正数数列, lim inf
n!1

xnC2 C xnC1

xn
> 2. 证明: fxng无界.

证明 令 ˇ D lim inf
n!1

xnC2 C xnC1

xn
. 取 ˛ 2 .2; ˇ/,则存在正整数 N ,使得

xnC2 C xnC1

xn
> ˛;8n � N:

记 �1 D

p
4˛ C 1 � 1

2
, �2 D

p
4˛ C 1C 1

2
. 则 �2 > �1 > 1. 以上不等式可以等价地写成

xnC2 C �2xnC1 > �1.xnC1 C �2xn/;8n � N:

从而

xnC2 C �2xnC1 > �1.xnC1 C �2xn/

> �21.xn C �2xn�1/

> � � ��n�NC1
1 .xNC1 C �2xN /;8n � N:

注意到 �1 > 1,我们有 lim
n!1

�
xnC2 C �2xnC1

�
D C1. 故 fxng无界.

例2.23设数列 an满足级数 ja1j C ja2j C � � � C janj C � � � 收敛,
证明： lim

p!1
.ja1j

p
C ja2j

p
C � � � C janj

p
C � � � /

1
p 的极限存在,并求之.
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证明 记

jjajjp D
�
ja1j

p
C ja2j

p
C � � � C janj

p
C � � �

� 1
p ; .p > 0/

由于 ja1j C ja2j C � � � C janj C � � � 收敛,所以 lim
n!1

janj D 0; sup janj存在

易证 janj � jjajjq .q > 1; n D 1; 2; 3; � � � /,于是 sup janj � jjajjq ,对 1 < q < p

jjajjp D .ja1j
p

C ja2j
p

C � � � C janj
p

C � � � /
1
p

D .ja1j
p�q

ja1j
q

C ja2j
p�q

ja2j
q

C � � � C janj
p�q

janj
q

C � � � /
1
p

� jjajj

p�q
p

q .ja1j
q

C ja2j
q

C � � � C janj
q

C � � � /
1
p

� jjajj

p�q
p

q jjajj

q
p
q D jjajjq

故 jjajjp � jjajjq ,所以 jjajjp 关于 p单调递减且有下界. 于是有

an � jjajjp � .sup an/1�
q
p jjajj

q
p
q

当 p ! C1时,有夹逼定理, lim
p!C1

jjajjp D sup janj

例2.24设正数序列 fxng满足

xnC2 ⩽
xnC1 C xn

2
; n D 1; 2; � � �

求证 lim
n!C1

xn 存在

解 [4]易见 0 < xn ⩽ maxfx1; x2g .n D 1; 2; � � � /. 于是

L ≜ lim
n!C1

xn 2 Œ0;C1/:

从而对于任意 " > 0,存在 N > 0时,使得当 n ⩾ N 时. xn ⩽ LC ". 可以断言

xn ⩾ L � 3" ; 8n ⩾ N C 1:

否则,存在 m ⩾ N C 1满足 xm < L � 3". 这样就有

xmC1 ⩽
xm C xm�1

2
⩽ L � 3"C LC "

2
D LC ":

由此立即可得

xm ⩽ maxfxm; xm�1g ⩽ L � " ; 8n ⩾ mC 1:

这与 L为 fxng的上极限矛盾. 从而

L � 3" ⩽ xn ⩽ LC " ; 8n ⩾ N C 1

所以 lim
n!C1

xn D L

例2.25设 0 < q < 1,设 fang, fbng满足

an D bn � qanC1 ; n D 1; 2; � � � ;

且 fang, fbng有界. 求证: lim
n!C1

bn存在的充要条件是 lim
n!C1

an存在.

解 [4]充分性显然. 下证必要性. 假设 fbng收敛. 由于 fang有界,所以

L ≜ lim
n!C1

an ; ` ≜ lim
n!C1

an

有限. 另外,对题中递推公式两边分别取上极限和下极限可得

L D lim
n!C1

bn � q`;

` D lim
n!C1

bn � qL:

两式相减 L � ` D q.L � `/. 由于 q 2 .0; 1/,所以 L D `. 即 fang收敛.
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例2.26设 fxng满足

0 ⩽ xmCn ⩽ xm � xn ; 8m; n ⩾ 1:

证明 f n
p
xng的极限存在.

解 [4]容易得到 0 ⩽ xn ⩽ xn1 ;8n ⩾ 1. 从而

0 ⩽ L ≜ lim
n!C1

n
p
xn < C1:

可以断言
n
p
xn ⩾ L ; 8n ⩾ 1: (2.1)

不妨设 x1 > 0. 固定m ⩾ 1,对于任何 n有分解 n D knmC`n,其中 kn; `n均为整数, 0 ⩽ ` ⩽ m�1.
则 kn; `n由 n(及 m)唯一确定,且当 n ! C1时,

kn

n
!

1

m
;

`n

n
! 0:

由假设条件,可得 xn ⩽ xkn
m x

`n

1 . 从而

L D lim
n!C1

n
p
xn ⩽ lim

n!C1
xkn
m x

`n

1 D x
1
m
m :

这样 (2.1)时成立. 从而又有 lim
n!C1

n
p
xn ⩾ L. 这就证明了

lim
n!C1

n
p
xn D lim

n!C1

n
p
xn;

即 f n
p
xng收敛.

例2.27设数列 fang满足

0 ⩽ amCn ⩽ am C an ; 8m; n 2 NC:

证明: 数列 fan=ng的极限存在.

解 任意固定 k 2 NC,则一切不小于 k 的正整数 n都可以表示成

n D mk C l .l 2 f0; 1; 2; � � � ; k � 1g/;

这里 m为正整数. 因此,由题设条件,可知
an

n
D
amkCl

n
⩽ amk C al

n
⩽ mak C al

n

D
mak

mk C l
C
al

n
D

ak

k C l=m
C
al

n

因为 k 是固定的,所以当 n ! 1时, m ! 1. 由此可知

lim
n!1

an

n
⩽ ak

k
.k D 1; 2; 3; � � � /:

在上式中,令 k ! 1,取下极限,得

lim
n!1

an

n
⩽ lim
n!1

ak

k

这只能有

lim
n!1

an

n
D lim
n!1

an

n

因为 0 ⩽ an=n ⩽ a1.n 2 NC/,所以 fan=ng有界. 这说明 lim
n!1

.an=n/存在.

例2.28设 a > 0,求
lim

n!C1
n ln.1C ln.1C .� � � ln.1C a=n/ � � � ///

式中包含 n重括号.
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解 [5]可以证明,当 0 < x < 1时,
2x

2C x
< ln.1C x/ <

2x

2C x � x2

令 t0 D a=n, tiC1 D ln.1C ti / .i ⩾ 0/. 那么非负数列 ti .i ⩾ 0/单调减少. 由上述不等式得知

tiC1 ⩾
2ti

2C ti
;

1

tiC1
⩽ 1

ti
C
1

2
;

于是
1

tn
⩽ n

2
C
1

t0
D
n.aC 2/

2a
H) ntn ⩾ 2a

aC 2
:

因此 lim
n!C1

ntn ⩾ 2a

aC 2
.

类似地,
tiC1 ⩽

2ti

2C ti � t2i
;

1

tiC1
⩾ 1

ti
C
1

2
�
ti

2
⩾ 1

ti
C
1

2
�
t0

2
;

于是
1

tn
⩽ n.1 � t0/

2
C
1

t0
D
na � a2 C 2n

2a
H) ntn ⩾ 2a

aC 2 � a2=n
:

因此, lim
n!C1

ntn ⩽ 2a

aC 2
.

综上, lim
n!C1

n ln.1C ln.1C .� � � ln.1C a=n/ � � � /// D
2a

aC 2
.

例2.29计算 lim
n!C1

R �
2

0 x
� sinnx

sinx
�4 dx � n2 ln 2
lnn

解 (by ytdwdw) (i)易见

lim
n!C1

x2
�

1

sin4 x
�
1

x4

�
D
2

3

记

U.˛/ D sup
x2.0;˛/

x2
�

1

sin4 x
�
1

x4

�
L.˛/ D inf

x2.0;˛/
x2
�

1

sin4 x
�
1

x4

�
则

lim
˛!0C

U.˛/ D lim
˛!0C

L.˛/ D
2

3

而

L.˛/
sin4 nx
x

⩽ x sin4 nx
sin4 x

�
sin4 nx
x3

⩽ U.˛/
sin4 nx
x

(2.2)

对任何 ˛ > 0,注意到
Z C1

1

cos x
x

dx收敛.

lim
n!C1

1

lnn

Z ˛

0

sin4 nx
x

dx D lim
n!C1

1

lnn

Z n˛

0

sin4 x
x

dx D lim
n!C1

1

lnn

Z n˛

1

sin4 x
x

dx

D lim
n!C1

1

lnn

Z n˛

1

3C cos 4x � 4 cos 2x
8x

dx

D lim
n!C1

1

lnn

Z n˛

1

3

8x
dx D

3

8

这表明对任何 ˇ > ˛ > 0,成立

lim
n!C1

1

lnn

Z ˇ

˛

sin4 nx
x

dx D 0:

结合(2.2)得到
3L.˛/

8
⩽ lim
n!C1

1

lnn

Z ˛

0

�
x sin4 nx

sin4 x
�

sin4 nx
x3

�
dx
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D lim
n!C1

1

lnn

Z �
2

0

�
x sin4 nx

sin4 x
�

sin4 nx
x3

�
dx

⩽ lim
n!C1

1

lnn

Z �
2

0

�
x sin4 nx

sin4 x
�

sin4 nx
x3

�
dx

D lim
n!C1

1

lnn

Z ˛

0

�
x sin4 nx

sin4 x
�

sin4 nx
x3

�
dx

⩽ 3U.˛/

8
; 8˛ 2

�
0;
�

2

�
:

令 ˛ ! 0C 可得

lim
n!C1

1

lnn

Z �
2

0

�
x sin4 nx

sin4 x
�

sin4 nx
x3

�
dx D

1

4
:

(ii)由于
Z C1

0

sin4 x
x3

dx D ln 2,所以

lim
n!C1

R ˛
0

sin4 nx
x3 dx � n2 ln 2

lnn
D lim
n!C1

n2
R n˛
0

sin4 x
x3 dx � n2 ln 2

lnn

D lim
y!C1

R y˛
0

sin4 x
x3 dx � ln 2
y�2 lny

D lim
y!C1

˛ sin4.y˛/

.y˛/3

y�3.1 � 2 lny/
D 0

结合 (i)-(ii)得

lim
n!C1

R �
2

0 x
� sinnx

sinx
�4 dx � n2 ln 2
lnn

D
1

4

2.1.1 收敛数列的性质

定理 2.1.极限的唯一性

~如果数列 fxng收敛,那么它的极限唯一.

证明 法 1. 用反证法. 设 lim
n!1

xn D a; lim
n!1

xn D b;且 a < b. 根据数列极限的定义有

令 "0 D
b � a

2
> 0;

8<:9N1 2 NC;8n > N1;有 jxn � aj < "0:

9N2 2 NC;8n > N2;有 jxn � bj < "0:

取 N D maxfN1; N2g;则 8n > N ,同时有

jxn � aj < "0 与 jxn � bj < "0;

即同时有 xn < aC "0 D
aC b

2
与 xn > b � "0 D

aC b

2
,这是不可能的.

所以假设 a < b不成立. 同理可证假设 a > b也不成立,
从而 a D b,即极限是唯一的. 证毕.
法 2. 设 lim

n!1
xn D a; lim

n!1
xn D b,只需证明 lim

n!1
.a � b/ D 0,根据数列极限的定义有

lim
n!1

xn D a () 8" > 0; 9N1 2 N; 当 n > N1时; 有 jxn � aj < "
2

lim
n!1

xn D b () 8" > 0; 9N2 2 N; 当 n > N2时; 有 jxn � bj < "
2

8" > 0,取 N D maxfN1; N2g,当 n > N 时,有

ja � b � 0j D j.xn � a/ � .xn � b/j ⩽ jxn � aj C jxn � bj <
"

2
C
"

2
D "
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故 lim
n!1

.a � b/ D 0 ) a D b. 因此,极限是唯一的.

定理 2.2.收敛数列的有界性

~如果数列 fxng收敛,那么数列 fxng一定有界.

证明 设 lim
n!1

xn D a,根据数列极限的定义,取 "0 D 1,则 9N 2 N,当 n > N 时,有不等式

jxn � aj < 1:

于是,当 n > N 时,
jxnj D j.xn � a/C aj ⩽ jxn � aj C jaj < 1C jaj:

取M D maxfjx1j; jx2j; � � � ; jxN j; 1C jajg,则对一切 xn,都有

jxnj ⩽M:

即数列 fxng有界. 证毕.

定理 2.3. Bolzano-Weierstrass致密性定理
~有界数列必有收敛子列．

证明 将数列的所有项作成一个有界数集，如果该数集是有限集，则表明数列中有无穷多个项取相同的数

值，那么取这些项作成的子列就是收敛的，如果此数集是无限集，由聚点定理知它至少有一个聚点 x，那么

任意取定一个正实数 "1，则数集中有无穷多个数落在 .x � "1; x C "1/内并且不等于 x，任取其中一个记为

an1
，即它在原数列中的下标是 n1，则再取 "2 D minf

1
2"1; jx � an1

jg，又可以选落在区间 .x � "2; x C "/中

并且不等于 x 的项 an2
，这里 n2 的选法要保证 n2 > n1，因为是有无穷多个数落在区间内，所以这总是可

以办到的。依次类推，得出一个子列 an1
; an2

; : : :，显然这个子列是收敛到 x 的。

定理 2.4.收敛数列的保号性

~

如果 lim
n!1

xn D a, 且 a > 0 (或 a < 0), 那么存在正整数 N;当 n > N 时, 都有 xn > 0 (或
xn < 0).

证明 当 a > 0时,根据数列极限的定义,取 "0 D
a

2
,则存在正整数 N ,当 n > N 时,有

jxn � aj <
a

2
;

从而

xn > a �
a

2
D
a

2
> 0:

同理可证 a < 0的情形. 证毕.

定理 2.5

~
设 lim

n!1
an D a > b (或 < b),则 9N0 2 N,当 n > N0 时,有 an > b (或 < b)

推论 2.1

~

如果数列 fxng从某项起有 xn ⩾ 0(或 xn ⩽ 0 )，且 lim
n!1

xn D a，那么 a ⩾ 0

(或 a ⩽ 0 )

定理 2.6.收敛数列与子列的关系

~如果数列 fxng收敛于 a,那么它的任一子列也收敛,且极限也是 a.
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证明 设数列 fxnk
g是数列 fxng的子列, lim

n!1
xn D a.

根据数列极限的定义, 8" > 0,存在正整数 N ,当 n > N 时,有不等式

jxn � aj < ":

由于 nk ⩾ k,故当 k > N 时,有 nk ⩾ k > N;从而有

jxnk
� aj < ";

即 lim
k!1

xnk
D a. 证毕.

定理 2.7

~数列 fang无上界,必有子列 fank
g ! C1 .k ! C1/

证明 (()设 fang有子列 fank
g ! C1 .k ! C1/,则 8A > 0; 9K D K.A/ 2 N, s.t. 当 k > K 时, ank

> A,
所以 A不为数列 fang的上界. 从 A任取知,数列 fang无上界.

())设 fang无上界,则 1不是数列 fang的上界,故 9an1
> 1. 又因 maxf2; a1; � � � ; an1

g不是数列 fang

的上界,故 9an2
> maxf2; a1; � � � ; an1

g,显然 n1 < n2. 依此类推就得到 ank
> maxfk; a1; � � � ; ank�1

g,显然,
nk�1 < nk . 所以 fank

g为 fang的一个子列,且 ank
> k. 由极限定义知, lim

k!C1
ank

D C1

2.2 函数的极限

定义 2.3. lim
x!x0

f .x/ D A

|
lim
x!x0

f .x/ D A () 8" > 0; 9ı > 0;当 0 < jx � x0j < ı 时; jf .x/ � Aj < ":

例2.30证明 lim
x!x0

c D c:

证明 首先 jf .x/ � Aj D jc � cj D 0.
故 8" > 0,任取 ı > 0;当 0 < jx � x0j < ı时,有 jf .x/ � Aj < ";所以 lim

x!x0

c D c:

例2.31证明 lim
x!x0

x D x0:

证明 首先 jf .x/ � Aj D jx � x0j.
故 8" > 0,取 ı D ",当 0 < jx � x0j < ı时,有 jf .x/ � Aj < ";即 lim

x!x0

x D x0.

例2.32利用定义证明 lim
x!1

.3x � 2/ D 1:

证明 jf .x/ � Aj D j.3x � 2/ � 1j D 3jx � 1j.

8" > 0,要使 jf .x/ � Aj < ";只要 3jx � 1j < ";即 jx � 1j <
1

3
".

故取 ı D
"

3
,则当 0 < jx � 1j < ı时,有

j.3x � 2/ � 1j < 3 �
"

3
D ":

即 lim
x!1

.3x � 2/ D 1:证毕.

例2.33证明: 当 x0 > 0时, lim
x!x0

p
x D

p
x0.

证明 jf .x/ � Aj D j
p
x �

p
x0j D

ˇ̌̌ x � x0
p
x C

p
x0

ˇ̌̌
⩽ 1

p
x0

jx � x0j.

8" > 0,要使 jf .x/ � Aj < ";只要
1

p
x0

jx � x0j < ";
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即 jx � x0j <
p
x0". 同时由于

p
x的定义域是 x ⩾ 0,这可用 jx � x0j ⩽ x0 保证.

故取 ı D minfx0;
p
x0"g,则当 0 < jx � x0j < ı时,有 x ⩾ 0,且

j
p
x �

p
x0j < ":

从而 lim
x!x0

p
x D

p
x0:证毕.

例2.34证明: lim
x!�1

x2 D 1.

证明 因为 x ! �1,我们可以设 jx � .�1/j D jx C 1j < 1,也就是 �2 < x < 0,
从而有, jx � 1j < 3,于是

jx2 � 1j D jx � 1j � jx C 1j < 3jx C 1j < "

因此, 8 " > 0,要使 jx2 � 1j < ",只要 jx C 1j < 1
3",又 jx � 1j < 3,

即只要取 ı D minf1; "3 g,当 0 < jx C 1j < ı时, jx2 � 1j < "成立,
故 lim

x!�1
x2 D 1.�

注意我们也可以设 jx � .�1/j D jx C 1j <
1

2
,也就是 �

3

2
< x < �

1

2
,

得到

jx2 � 1j D jx � 1j � jx C 1j <
5

2
jx C 1j < " ; jx C 1j <

2

5
"

令：ı D minf
1
2 ;
2
5"g�

注意我们也可以设 jx � .�1/j D jx C 1j < 2,也就是 �3 < x < 1,
得到

jx2 � 1j D jx � 1j � jx C 1j < 4jx C 1j < " ; jx C 1j <
1

4
"

令：ı D minf2; 14"g�
注意我们也可以设 jx � .�1/j D jx C 1j <

1

3
,也就是 �

4

3
< x < �

2

3
,

得到

jx2 � 1j D jx � 1j � jx C 1j <
7

2
jx C 1j < " ; jx C 1j <

2

7
"

令：ı D minf
1
3 ;

2
57"g

例2.35证明: lim
x!1

x2 � 1

2x2 � 3x C 1
D 2.

证明 当 x ¤ 1时,因为 x ! 1,我们可以设 jx � 1j <
1

4
,也就是

3

4
< x <

5

4
,

从而有, j2x � 1j >
1

2
,于是

ˇ̌̌̌
ˇ x2 � 1

2x2 � 3x C 1
� 2

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
3.x � 1/

2x � 1

ˇ̌̌̌
< 6jx � 1j < "

因此, 8 " > 0,要使

ˇ̌̌̌
ˇ x2 � 1

2x2 � 3x C 1
� 2

ˇ̌̌̌
ˇ < ",只要 jx � 1j <

"

6
,又 jx � 1j <

1

4
,

即只要取 ı D min
�
1

4
;
"

6

�
,当 0 < jx � 1j < ı时,

ˇ̌̌̌
ˇ x2 � 1

2x2 � 3x C 1
� 2

ˇ̌̌̌
ˇ < "成立.

故 lim
x!1

x2 � 1

2x2 � 3x C 1
D 2.

例2.36证明: lim
x!1

r
7

16x2 � 9
D 1

证明 因为 ˇ̌̌̌
ˇ
r

7

16x2 � 9
� 1

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ 7=.16x2 � 9/ � 1p
7=.16x2 � 9/C 1

ˇ̌̌̌
ˇ

⩽
ˇ̌̌̌

7

16x2 � 9
� 1

ˇ̌̌̌
D

16j1C xjj1 � xj

j.4x C 3/.4x � 3/j
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设 jx � 1j < 1,即 0 < x < 2,则上式右边大于
16 � 3j1 � xj

3 � 4jx �
3
4 j

.

再设 jx � 1j <
1

8
,即 1 �

1

8
< x < 1C

1

8
,于是上式右边不等式大于 32j1 � xj.

故 8 " > 0,取 ı D minf
1
8 ;

"
32 g,则当 0 < jx � 1j < ı时,

ˇ̌̌̌
ˇ
r

7

16x2 � 9
� 1

ˇ̌̌̌
ˇ < "成立,

故 lim
x!1

r
7

16x2 � 9
D 1.

例2.37证明 lim
x!� 1

6

1

5x C 1
D 6

解因为 ˇ̌̌̌
1

5x C 1
� 6

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
1 � 30x � 6

5x C 1

ˇ̌̌̌
D
30
ˇ̌
x �

�
�
1
6

�ˇ̌
j5x C 1j

为使 0 < jx � .�1
6
/j < ı1 中不含 x D �

1
5
,只需 ı1 < j �

1
6

�
�

�
1
5

�
j D

1
30

. 由于 0 < ı1 <
1
30
是任

意的,不妨取 ı1 D
1
60

. 则ˇ̌̌̌
x �

�
�
1

6

�ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
x C

1

6

ˇ̌̌̌
<
1

60
H) �

11

60
< x < �

9

60
;

�
x ¤ �

1

6

�
j5x C 1j >

ˇ̌̌̌
5
�

�
11

60

�
C 1

ˇ̌̌̌
D

1

12
; x 2

�
�
11

60
;�

9

60

�
从而当 jx � .�1

6
/j < 1

60
时,

30
ˇ̌
x �

�
�
1
6

�ˇ̌
j5x C 1j

<
30
1
12

ˇ̌̌̌
x �

�
�
1

6

�ˇ̌̌̌
D 360

ˇ̌̌̌
x �

�
�
1

6

�ˇ̌̌̌
因此, 对 8" > 0, 要使 j

1
5xC1

� 6j < " 成立, 只需 jx � .�1
6
/j < "

360
, 又 jx � .�1

6
/j < 1

60
. 故取

ı D minf
1
60
; "
360

g,当 0 < jx � .�1
6
/j < ı时,就有 j

1
5xC1

� 6j < "成立.

定义 2.4. lim
x!1

f .x/ D A

|
lim
x!1

f .x/ D A () 8" > 0; 9X > 0;当 jxj > X 时;有 jf .x/ � Aj < ":

例2.38利用定义证明 lim
x!1

1

x
D 0:

证明 jf .x/ � Aj D

ˇ̌̌ 1
x

� 0
ˇ̌̌

D
1

jxj
.

8" > 0,要使 jf .x/ � Aj < ";只要
1

jxj
< ";即 jxj >

1

"
:

故取 X D
1

"
,则当 jxj > X 时,有

1

jxj
< ";于是有

ˇ̌̌ 1
x

� 0
ˇ̌̌
< ":

从而 lim
x!1

1

x
D 0:证毕.

例2.39利用定义证明 lim
x!1

2x2 C 1

x2 � 3
D 2

证明 因为 8" > 0,要找到M > 0,使 jxj > M 时,有ˇ̌̌̌
ˇ2x2 C 1

x2 � 3
� 2

ˇ̌̌̌
ˇ D

7

jx2 � 3j
< "

而当 jxj > 3时, jx2 � 3j > jxj,故要
7

jx2 � 3j
<

7

jxj
< "
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只需 jxj >
7

"
. 故 8" > 0,取M D max

n
3; 7"

o
,当 jxj > M 时,有

ˇ̌̌̌
ˇ2x2 C 1

x2 � 3
� 2

ˇ̌̌̌
ˇ < "

于是 lim
x!1

2x2 C 1

x2 � 3
D 2

例2.40证明: lim
x!C1

2x3 � 5x C 1

5x2 � 4x � 4
D 1.

证明 ˇ̌̌̌
ˇ2x3 � 5x C 1

5x2 � 4x � 4

ˇ̌̌̌
ˇ ⩾ x3

6x2
D
x

6
; x > 100

因此, 8M > 0,要使

ˇ̌̌̌
ˇ2x3 � 5x C 1

5x2 � 4x � 4

ˇ̌̌̌
ˇ > M ,只要

x

6
> M ,即 x > 6M ,

即只要取 X D maxf100; 6M g,当 x > X 时,有

ˇ̌̌̌
ˇ2x3 � 5x C 1

5x2 � 4x � 4

ˇ̌̌̌
ˇ > M 成立,

即 lim
x!C1

2x3 � 5x C 1

5x2 � 4x � 4
D 1.

2.2.1 函数极限的性质

定理 2.8.函数极限唯一性

~
如果 lim

x!x0

f .x/存在,那么这极限唯一.

定理 2.9.函数极限的局部有界性

~

如果 lim
x!x0

f .x/ D A, 那么存在常数 M > 0 和 ı > 0, 使得当 0 < jx � x0j < ı 时, 有

jf .x/j ⩽M:

证明 因为 lim
x!x0

f .x/ D A,所以取 " D 1,则 9ı > 0;当 0 < jx � x0j < ı时,有

jf .x/ � Aj < 1 ) jf .x/j D jf .x/ � AC Aj ⩽ jf .x/ � Aj C jAj < 1C jAj:

记M D AC 1;于是有 jf .x/j ⩽M . 证毕.

定理 2.10.函数极限的局部保号性

~

如果 lim
x!x0

f .x/ D A,而 A > 0 (或 A < 0),那么存在常数 ı > 0;使当 0 < jx � x0j < ı时有

f .x/ > 0 (或 f .x/ < 0).

证明 仅就 A > 0的情形证明.
因为 lim

x!x0

f .x/ D A,所以给定 " D
A

2
> 0; 9ı > 0;当0 < jx � x0j < ı时,有

jf .x/ � Aj <
A

2
) f .x/ > �

A

2
C A D

A

2
> 0:

类似地可以证明 A < 0的情形.

推论 2.2

~

如果 lim
x!x0

D A .A ¤ 0/, 那么就存在着 x0 的某一去心领域 VU.x0/, 当 x 2 VU.x0/时, 就有

jf .x/j >
A

2
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推论 2.3

~

如果在 x0 的某去心领域内 f .x/ ⩾ 0(或 f .x/ ⩽ 0), 而且 lim
x!x0

f .x/ D A, 那么 A ⩾ 0(或
A ⩽ 0)

定理 2.11.如
~f .x/ ⩾ g.x/,而 limf .x/ D A, limg.x/ D B . 那么 A ⩾ B

例2.41设 lim
x!x0

f .x/ D A， lim
x!x0

g.x/ D B，且 A < B。

证明：在点 x0的某去心领域内 f .x/ < g.x/

证明 因为 lim
x!x0

f .x/ D A，所以 8" > 0, 9ı1 > 0, s.t x 2
ı

U.x0; ı1/时有 jf .x/�Aj < "因为 lim
x!x0

g.x/ D B，

所以 8" > 0, 9ı2 > 0, s.t x 2
ı

U.x0; ı2/时有 jg.x/ � Bj < "

所以

A � " < f .x/ < AC " B � " < g.x/ < B C "

所以

B � A � 2" < g.x/ � f .x/

因为 " > 0任意，所以取 " <
B � A

2
就有 g.x/ � f .x/ > 0.

所以 g.x/ � f .x/ > 0

定理 2.12.海涅定理

~

如果极限 lim
x!x0

f .x/ 存在, fxng 是函数 f .x/ 的定义域内任一收敛于 x0 的数列, 且满足:

xn ¤ x0 .n 2 NC/,那么相应的函数值数列 f .xn/必收敛,且

lim
n!1

f .xn/ D lim
x!x0

f .x/:

例2.42证明 lim
x!0

sin 1
x
不存在.

证明 取两个数列 fx0
ng; fx00

ng,其中

x0
n D

1

2n�
; x00

n D
1

2n� C
�
2

:

则有

x0
n ¤ 0; x00

n ¤ 0.8n/; lim
n!1

x0
n D lim

n!1
x00
n D 0:

因为

lim
n!1

f .x0
n/ D lim

n!1
sin 1

x0
n

D lim
n!1

sin 2n� D 0;

lim
n!1

f .x00
n/ D lim

n!1
sin 1

x00
n

D lim
n!1

sin
�
2n� C

�

2

�
D 1;

这说明当 fxng取不同数列趋于 0时,对应的函数值数列趋于不同的值,

所以应用海涅定理知 lim
x!0

sin 1
x
不存在

2.3 极限的运算法则

例2.43证明

3 D

s
1C 2

r
1C 3

q
1C 4

p
1C � � �
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证明

3 D
p
9 D

p
1C 8 D

p
1C 2 � 4

D

q
1C 2

p
16 D

q
1C 2

p
1C 15 D

q
1C 2

p
1C 3 � 5

D

r
1C 2

q
1C 3

p
25 D

r
1C 2

q
1C 3

p
1C 4 � 6

D

s
1C 2

r
1C 3

q
1C 4

p
36

:::

D

s
1C 2

r
1C 3

q
1C 4

p
1C � � �

例2.44求极限 lim
n!1

�
1

n3
C
1C 2

n3
C � � � C

1C 2C � � � C n

n3

�
解

lim
n!1

nP
jD1

jP
iD1

i

n3
D lim
n!1

�
1

n3
C
1C 2

n3
C � � � C

1C 2C � � � C n

n3

�
D lim
n!1

1 � 2C 2 � 3C � � � C n.nC 1/

2n3

D lim
n!1

.12 C 1/C .22 C 2/C � � � C .n2 C n/

2n3

D lim
n!1

.1C 2C � � � C n/C .12 C 22 C � � � C n2/

2n3

D lim
n!1

1
2
n.nC 1/C

1
6
n.nC 1/.2nC 1/

2n3

D
1

6

例2.45求极限: lim
n!1

23 C 1

23 � 1
�
33 C 1

33 � 1
� � �
n3 C 1

n3 � 1

解

lim
n!1

nY
kD2

k3 � 1

k3 C 1
D lim
n!1

nY
kD2

k � 1

k C 1

k2 C k C 1

k2 � k C 1

D lim
n!1

1 � 2

.n � 1/n

nY
kD2

.k C 1/k C 1

k.k � 1/C 1

D lim
n!1

2

.n � 1/n

.nC 1/nC 1

2.2 � 1/C 1

D lim
n!1

2.nC 1/nC 2

2.n � 1/n
D
2

3

例2.46求极限: lim
n!1

nX
kD1

1

12 C 22 C � � � C k2

解注意到
nX
kD1

k2 D
1

6
n.nC 1/.2nC 1/



2.3 极限的运算法则 –38/572–

因此,

lim
n!1

nX
kD1

1

12 C 22 C � � � C k2
D lim
n!1

nX
kD1

1
1
6
k.k C 1/.2k C 1/

D lim
n!1

nX
kD1

24

2k.2k C 1/.2k C 2/

D 12 lim
n!1

nX
kD1

�
1

2k.2k C 1/
�

1

.2k C 1/.2k C 2/

�
D 12

�
.1 � ln 2/ �

�
ln 2 �

1

2

��
D 18 � 24 ln 2

例2.47求极限 lim
n!1

2n

s
2 �

r
2C

q
2C � � �

p
2

解因为 a1 D
p
2 D 2 cos �

4
,所以有

a2 D
p
2C a1 D

r
2C 2 cos �

4
D 2 cos �

8
;

依次类推

an D

r
2C 2 cos �

2nC1
D

r
4 cos2 �

2nC2
D 2 cos �

2nC2
D 2 cos �

2nC2

因此,

lim
n!1

2n

s
2 �

r
2C

q
2C � � �

p
2 D lim

n!1
2n
r
2 � 2 cos �

2nC2
D lim
n!1

2n � 2
�

2nC3
D
�

4

例2.48设 �1 < a0 < 1, anC1 D

r
1C an

2
(1) 求极限 lim

n!C1
4n.1 � an/

(2) 求极限 lim
n!C1

a1a2 � � � an

证明 (1). 设 a0 D cos � . 则 a1 D cos �
2
; a2 D cos �

4
; � � � ; an D cos �

2n
. 因此

lim
n!C1

4n.1 � an/ D lim
n!C1

4n
�
1 � cos �

2n

�
D
�2

2
D

arccos2 a0
2

(2). 由 (1)可得

lim
n!C1

a1a2 � � � an D lim
n!C1

cos �
2

cos �
4

� � � cos �
2n

D lim
n!C1

2 cos �2 cos �4 � � � cos �
2n sin �

2n

2 sin �
2n

D � � � D lim
n!C1

sin �
2n sin �

2n

D
sin �
�

D

q
1 � a20

arccos a0

例2.49求极限: lim
n!1

�
1

2
C
3

4
C
5

8
C � � � C

2n � 1

2n

�
.

解由于
2n � 1

2n
D
2nC 1

2n�1
�
2nC 3

2n
,故

lim
n!1

nX
kD1

2k � 1

2k
D lim
n!1

nX
kD1

�
2nC 1

2n�1
�
2nC 3

2n

�
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D lim
n!1

��
3 �

5

2

�
C

�
5

2
�
7

4

�
C � � � C

�
2nC 1

2n�1
�
2nC 3

2n

��
D lim
n!1

�
3 �

2nC 3

2n

�
D 3

显然,
2n � 1

2n
D
anC b

2n�1
�
cnC d

2n
D
.2a � c/n � .d � 2b/

2n

2.n � 1/ � 1

2n�1
D
a.n � 1/C b

2n�2
�
c.n � 1/C d

2n�1
D
a.n � 1/C b

2n�2
�
cnC d � c

2n�1

若通项能裂项,则需满足 8<:a D c

b D d � c
及

8<:2 D 2a � c

1 D d � 2b

解之得, a D c D 2; d D 3; b D 1,因此
2n � 1

2n
D
2nC 1

2n�1
�
2nC 3

2n

同时可以看出 a D c 是一般的. 若通项为
3n � 2

5n
. 同样的算法

3n � 2

5n
D
anC b

5n�1
�
cnC d

5n
D
.5a � c/n � .d � 5b/

5n

3.n � 1/ � 2

5n�1
D
a.n � 1/C b

5n�2
�
c.n � 1/C d

5n�1
D
a.n � 1/C b

2n�2
�
cnC d � c

5n�1

若通项能裂项,则需满足 8<:a D c

b D d � c
及

8<:3 D 5a � c

2 D d � 5b

解之得, a D c D
3

4
; d D

7

16
; b D �

5

16
,因此

3n � 2

5n
D

3
4
n �

5
16

5n�1
�

3
4
nC

7
16

5n
D

1

16

�
12n � 5

5n�1
�
12nC 7

5n

�

例2.50设 x1 D a, x2 D b, xn D
1

2
.xn�1 � xn�2/ .n ⩾ 2/.

证明: 数列 fxng收敛,并求 lim
n!1

xn

解因为

xn � xn�1 D �
1

2
.xn�1 � xn�2/; .n ⩾ 3/

求积得
nY
iD3

.xi � xi�1/ D

nY
iD3

�
�
1

2
.xi�1 � xi�2/

�
D

n�1Y
iD2

�
�
1

2

�
.xi � xi�1/

化简得

xn � xn�1 D

�
�
1

2

�n�2

.x2 � x1/ D

�
�
1

2

�n�2

.b � a/

求和得

xn � x1 D .b � a/ �
1 �

�
�
1
2

�n�1

1 �
�
�
1
2

�



2.3 极限的运算法则 –40/572–

即

xn D
2

3
.b � a/

"
1 �

�
�
1

2

�n�1
#

C a

故

lim
n!1

xn D
1

3
.aC 2b/

例2.51 设 x1; x2; � � � 是将方程 tan x D x 的全部正根按由小到大的次序编号而成的, 求极限
lim
n!1

.xn � xn�1/.

解易知 xn 2 .n�; n� C �=2/ .n 2 N/,故 xn ! C1 .n ! 1/. 从而有

lim
n!1

tan
��
2

C n� � xn

�
D lim
n!1

1

tan xn
D lim
n!1

1

xn
D 0:

而由 tan x的连续性可知,
�

2
C n� � xn ! 0 .n ! 1/. 因此可得

lim
n!1

.xnC1 � xn � �/ D lim
n!1

���
2

C n� � xn

�
�

��
2

C .nC 1/� � xnC1

��
D 0

我们有 lim
n!1

.xn � xn�1/ D �

例2.52把方程 tan x D x 的正根按从小到大顺序排成数列 fxng. 求极限

lim
n!C1

x2n sin.xnC1 � xn/

证明 (by向禹)首先容易得到 xn 2
�
.n � 1/�; .n � 1/� C

�
2

�
,于是 xn � .n � 1/� 2 .0; �2 /,故

xn D tan xn D tan
�
xn � .n � 1/�

�
所以 arctan xn D xn � .n � 1/� ,且 xn � .n � 1/� !

�
2 , n ! C1

lim
n!C1

x2n sin.xnC1 � xn/ D lim
n!C1

x2n sin.arctan xnC1 � arctan xn C �/

D � lim
n!C1

n2�2 sin arctan xnC1 � xn

1 � xnC1xn

D � lim
n!C1

n2�2
xnC1 � xn

1 � xnC1xn
D � lim

n!C1
.xnC1 � xn/

D � lim
n!C1

�
xnC1 � n� � .xn � .n � 1/�/

�
� � D ��

例2.53记 bxc为不超过 x的最大整数,记 fxg D x � bxc.
求极限 lim

n!1

˚
.2C

p
3/n
	

证明 利用二项式定理

.2C
p
3/n D

nX
kD0

C kn .
p
3/k2n�k

分成 k为偶数项的和 An 及 k为奇数项的和 Bn 两部分,即

.2C
p
3/n D An C Bn

显而易见 .2 �
p
3/n D An � Bn,由于 0 < 2 �

p
3 < 1,则 An > Bn

0 < 2 �
p
3 < 1 H) lim

n!1
.2 �

p
3/n D 0 H) An � Bn ! 0



2.3 极限的运算法则 –41/572–

注意到 C kn 为整数,故 An > 1且为整数,

Bn

An
D

1
2

�
.2C

p
3/n � .2 �

p
3/n

�
1
2

�
.2C

p
3/n C .2 �

p
3/n

� ! 1 ; n ! 1

因为 An 为整数,所以 Bn 随着 n的增大也与整数相差很小,即 fBng D Bn � bBnc ! 1. 由此得

fAn C Bng D .An C Bn/ � bAn C Bnc D Bn � bBnc ! 1

例2.54设 .1C
p
3/n D an C bn

p
3,其中 an; bn为正整数,求极限 lim

n!1

an

bn
.

解法 1由题意

.1C
p
3/nC1

D .1C
p
3/n.1C

p
3/ D .an C bn

p
3/.1C

p
3/

D an C 3bn„ ƒ‚ …
anC1

C .bn C an/„ ƒ‚ …
bnC1

p
3

于是得到 8<:anC1 D an C 3bn

bnC1 D an C bn

H)
anC1

bnC1

D
an C 3bn

an C bn
D

an

bn
C 3

an

bn
C 1

设 lim
n!1

an

bn
D a,上式两端取极限得

a D
aC 3

aC 1
H) lim

n!1

an

bn
D a D

p
3

法 2类似上题

� 练习 2.2设 y0 ⩾ 2; yn D y2n�1 � 2.n 2 N/; Sn D
1

y0
C

1

y0y1
C � � � C

1

y0y1 � � �yn
,

证明: lim
n!C1

Sn D

y0 �

q
y20 � 4

2

证明 若 y0 D 2;则yn D 2; n 2 N:此时

lim
n!C1

Sn D

1X
nD1

1

2n
D 1 D

y0 �

q
y20 � 4

2

若 y0 > 2 ,这时记 ˛ D

y0 �

q
y20 � 4

2
,此时 y0 D ˛ C

1

˛
. 一般地，

yn D ˛2
n

C ˛�2n

; n 2 N

因此

y0y1y2 � � �yn D .˛ C ˛�1/.˛2 C ˛�2/.˛2
2

C ˛�22

/ � � � .˛2
n

C ˛�2n

/

D
˛2

nC1
� ˛�2nC1

˛ � ˛�1
D

˛

˛2 � 1
�
˛2

nC2
� 1

˛2
nC1

故

1

y0y1y2 � � �yn
D
˛2 � 1

˛
�

˛2
nC1

˛2
nC2

� 1
D
˛2 � 1

˛
�
˛2

nC1
C 1 � 1

˛2
nC2

� 1

D
˛2 � 1

˛
.

1

˛2
nC1

� 1
�

1

˛2
nC2

� 1
/
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因此

Sn D

nX
kD0

1

y0y1y2 � � �yk
D

nX
kD0

˛2 � 1

˛

�
1

˛2
kC1

� 1
�

1

˛2
kC2

� 1

�

D
˛2 � 1

˛

�
1

˛2 � 1
�

1

˛2
nC2

� 1

�
注意到 ˛ < 1,最终

lim
n!1

Sn D
˛2 � 1

˛

�
1

˛2 � 1
C 1

�
D ˛ D

y0 �

q
y20 � 4

2

定理 2.13.复合函数的极限运算法则

~

设函数 y D f Œg.x/�是由函数 y D f .u/与函数 u D g.x/复合而成, f Œg.x/�在点 x0的某去

心邻域内有定义. 若 lim
x!x0

g.x/ D u0; lim
u!u0

f .u/ D A;且在 x0 的某去心邻域内 g.x/ ¤ u0;

则

lim
x!x0

f Œg.x/� D lim
u!u0

f .u/ D A:

例2.55计算: lim
x!0

ln sin 3x
ln sin 2x

解

lim
x!0

ln sin 3x
ln sin 2x

D lim
x!0

ln sin3x
3x

C ln 3C ln x
ln sin2x

2x
C ln 2C ln x

D lim
x!0

ln sin 3x
3x

lnx C
ln3
lnx C 1

ln sin 2x
2x

lnx C
ln2
lnx C 1

D 1

�
注意 (抓大头) x ! C1, ln˛ x < xˇ < ax < xx ,其中 ˛; ˇ > 0 ; a > 1

2.3.0.1 拆项法求极限

例2.56求极限: lim
x!0

.1C x/
1
x � .1C 2x/

1
2x

sin x
解

lim
x!0

.1C x/
1
x � .1C 2x/

1
2x

sin x
D lim
x!0

.1C 2x/
1

2x
e

ln.1Cx/
x �

ln.1C2x/
2x � 1

x

ex�1�x
HHHHHHH e lim

x!0

2 ln.1C x/ � ln.1C 2x/

2x

拆项
HHHH e lim

x!0

2 ln.1C x/ � 2x C 2x � ln.1C 2x/

2x

D 2e lim
x!0

ln.1C x/ � x

2x
C e lim

x!0

2x � ln.1C 2x/

2x

x�ln.1Cx/� 1
2x

2

HHHHHHHHHHHH 2e lim
x!0

1
2
x2

2x
C e lim

x!0

1
2
.2x/2

2x
D
e

2

例2.57求极限 lim
x!0

ln.1C sin2 x/ � 6.
3
p
2 � cos x � 1/

x4

解

.1C x/
1
3 D 1C

x

3
�
x2

9
C o.x2/



2.4 极限存在准则 两个重要极限 –43/572–

lim
x!0

ln.1C sin2 x/ � 6.
3
p
2 � cos x � 1/

x4

D lim
x!0

ln.1C sin2 x/ � sin2 x C sin2 x � 2.1 � cos x/C 4 sin2 x
2

� 6
�

3

q
1C 2 sin2 x

2
� 1

�
x4

D lim
x!0

ln.1C sin2 x/ � sin2 x
x4

C lim
x!0

sin2 x � 2.1 � cos x/
x4

C lim
x!0

4 sin2 x
2

� 6
�

3

q
1C 2 sin2 x

2
� 1

�
x4

D lim
x!0

�
1
2

sin4 x
x4

C lim
x!0

2 sin x cos x � 2 sin x
4x3

C lim
x!0

4 sin2 x
2

� 6
�
2 sin2 x

2

3
�
.2 sin2 x

2 /
2

9
C o.x2/

�
x4

D �
1

2
C lim
x!0

2 sin x.cos x � 1/

4x3
C lim
x!0

6 �
.2 sin2 x

2 /
2

9
C o.x4/

x4

D �
1

2
C

�
�
1

4

�
C
1

6
D �

7

12

例2.58求极限: lim
x!0C

.1C sin x/ ln x
x

x2 ln x
.

解

lim
x!0C

.1C sin x/ ln x
x

x2 ln x
D lim
x!0

e
ln x

x ln.1Csinx/ � x

x2 ln x

D lim
x!0C

e
ln x

x ln.1Csinx/ �elnx C elnx � x

x2 ln x
拆项

HHHH lim
x!0C

e
ln x

x ln.1Csinx/ � elnx

x2 ln x
C lim
x!0C

elnx � x

x2 ln x

D lim
x!0C

elnx�e ln x
x ln.1Csinx/�lnx � 1

�
x2 ln x

C 0

等价
HHHH lim

x!0C

x
� lnx
x

ln.1C sin x/ � ln x
�

x2 ln x
整理

HHHH lim
x!0C

ln.1C sin x/ � x

x2

D lim
x!0C

ln.1C sin x/ � sin x C sin x � x

x2

拆项
HHHH lim

x!0C

ln.1C sin x/ � sin x
x2

C lim
x!0C

sin x � x

x2

等价
HHHH lim

x!0C

�
1
2

sin2 x
x2

C lim
x!0C

�
1
6
x3

x2
D �

1

2

2.4 极限存在准则 两个重要极限

2.4.1 lim
x!0

sin x
x

D 1

定理 2.14

~
lim
x!0

sin x
x

D 1:

证明 当 x ¤ 0时,函数
sin x
x
有定义. 因为

j sin xj < jxj < j tan xj

�
�
�

2
< x <

�

2

�



2.4 极限存在准则 两个重要极限 –44/572–

不等式两边同除以 j sin xj,得到

1 <
ˇ̌̌ x

sin x

ˇ̌̌
<

1

j cos xj
;

由于当 �
�

2
< x <

�

2
时,

x

sin x > 0;
1

cos x > 0,从而有

1 <
x

sin x <
1

cos x 或 1 >
sin x
x

> cos x:

于是有

0 < 1 �
sin x
x

< 1 � cos x D 2 sin2 x
2
⩽ 2

�x
2

�2
D
1

2
x2; .1-2/

而 lim
x!0

1

2
x2 D 0,所以由夹逼定理得到

lim
x!0

�
1 �

sin x
x

�
D 0 () lim

x!0

sin x
x

D 1

例2.59设 a1; a2; � � � ; an为非负实数,试证ˇ̌̌̌ nX
kD1

ak sin kx
ˇ̌̌̌
⩽ j sin xj

的充分必要条件为

nX
kD1

kak ⩽ 1

解 (必要性)由于
ˇ̌̌̌ nX
kD1

ak sin kx
ˇ̌̌̌
⩽ j sin xj,则

ˇ̌̌̌ nX
kD1

ak
sin kx
x

ˇ̌̌̌
⩽
ˇ̌̌̌
sin x
x

ˇ̌̌̌
; x ¤ 0

由此可得

lim
x!0

ˇ̌̌̌ nX
kD1

ak
sin kx
x

ˇ̌̌̌
D

nX
kD1

kak ⩽ lim
x!0

ˇ̌̌̌
sin x
x

ˇ̌̌̌
D 1:

(充分性)要证明
ˇ̌̌̌ nX
kD1

ak sin kx
ˇ̌̌̌
⩽ j sin xj,只需证明

ˇ̌̌̌
nP
kD1

ak sin kx
ˇ̌̌̌

j sin xj
< 1 ; j sin xj ¤ 0:

若 j sin xj D 0,不等式显然成立. 也即只需证明
ˇ̌̌̌ nX
kD1

ak
sin kx
sin x

ˇ̌̌̌
⩽ 1,而

ˇ̌̌̌ nX
kD1

ak
sin kx
sin x

ˇ̌̌̌
⩽

nX
kD1

ak

ˇ̌̌̌
sin kx
sin x

ˇ̌̌̌
;

nX
kD1

kak ⩽ 1:

故只要证明

ˇ̌̌̌
sin kx
sin x

ˇ̌̌̌
⩽ k,即 j sin kxj < kj sin xj即可. 下面用数学归纳法证明:

当 k D 1时,显然成立;
假设当 k D n时,有 j sinnxj ⩽ nj sin xj;当 k D nC 1时,

j sin.nC 1/xj D j sin.nx C x/j D j sinnx cos x C sin x cosnxj

⩽ j sinnxj C j sin xj ⩽ .nC 1/j sin xj

综上可知结论成立

例2.60求极限： lim
n!1

cos x
2

cos x
22

� � � cos x
2n
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解当 x D 0时，

lim
n!1

cos x
2

cos x
22

� � � cos x
2n

D 1

当 x ¤ 0时，

原式 D lim
n!1

2n � cos x
2

cos x
22 � � � cos x

2n � sin x
2n

sin x
2n � 2n

D lim
n!1

sin x
sin x

2n � 2n
D lim
n!1

sin x
x

D
sin x
x

例2.61设 an D
1

2
tan x

2
C

1

22
tan x

22
C � � � C

1

2n
tan x

2n
. 求 lim

n!1
an

证明 当 � ¤ 0时,

lim
n!1

nY
kD1

cos �
2k

D 1 H) lim
n!1

an D �
d

d�

�
lim
n!1

ln
nY
kD1

cos �
2k

�
D 0

当 � ¤ 0时,

lim
n!1

an D lim
n!1

nX
kD1

d
d�

�
� ln cos �

2k

�
D �

d
d�

�
lim
n!1

nX
kD1

ln cos �
2k

�

D �
d

d�

�
lim
n!1

ln
nY
kD1

cos �
2k

�
D �

d
d� .ln sin � � ln �/ D

1

�
� cot �

因此,

lim
n!1

an D lim
n!1

nX
kD1

1

2k
tan x

2k
D

8<:0; � D 0;

1

�
� cot �; � ¤ 0:

例2.62计算极限: lim
n!1

�
sin 1

n2
C sin 3

n2
C � � � C sin 2n � 1

n2

�
.

解因为 lim
x!0

sin x
x

D 1,所以8" > 0; 9ı > 0, s.t. 当 0 < jxj < ı时,
ˇ̌̌̌
sin x
x

�1

ˇ̌̌̌
< ",即 j sin x�xj < "x.

因此,取 N D Œ2
ı
�C 1,则当 n > N 时,由于

0 <
1

n2
<

3

n2
< � � � <

2n � 1

n2
<
2

n
< ı;

我们有, ˇ̌̌̌
sin 2k � 1

n2
�
2k � 1

n2

ˇ̌̌̌
<
2k � 1

n2
"; .k D 1; 2; � � � ; n/

从而 ˇ̌̌̌ nX
kD1

�
sin 2k � 1

n2
�
2k � 1

n2

�ˇ̌̌̌
⩽

nX
kD1

ˇ̌̌
sin 2k � 1

n2
�
2k � 1

n2

ˇ̌̌
<

nX
kD1

2k � 1

n2
" D ":

即

ˇ̌̌̌ nX
kD1

sin 2k � 1

n2
� 1

ˇ̌̌̌
< ". 于是

lim
n!1

�
sin 1

n2
C sin 3

n2
C � � � C sin 2n � 1

n2

�
D 1:
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2.4.2 lim
x!0

.1C x/
1
x D e

例2.63求极限 lim
n!1

�
sin 1

x
C cos 1

x

�x
解

lim
n!1

�
sin 1

x
C cos 1

x

�x
D lim
n!1

�r�
sin 1

x
C cos 1

x

�2�x
D lim
n!1

�
1C sin 2

x

�x
2

D e

例2.64求极限 lim
x!C1

�p
4x2 C x ln

�
2C

1

x

�
� 2x ln 2

�
解

lim
x!C1

�p
4x2 C x ln

�
2C

1

x

�
� 2x ln 2

�

D lim
x!C1

 
ln
�
2C

1

x

�p
4x2Cx

� ln 22x
!

D ln lim
x!C1

�
2C

1
x

�p4x2Cx

22x

D ln lim
x!C1

�
2C

1
x

�p4x2Cx�2x
�
�
2C

1
x

�2x
22x

D ln lim
x!C1

�
2C

1

x

� xp
4x2CxC2x �

�
1C

1

2x

�2x
D ln

�
2

1
4 � e

�
D
1

4
ln 2C 1

例2.65证明 � 0.1/ D

Z C1

0

ln x
ex

dx D �

证明

� 0.1/ D

Z C1

0

ln x
ex

dx D

Z 1

0

ln x
ex

dx C

Z C1

1

ln x
ex

dx

分部积分
HHHHHHH

Z 1

0

e�x � 1

x
dx C

Z C1

1

e�x

x
dx

D

Z 1

0

lim
n!1

�
1 �

x
n

�n
� 1

x
dx C

Z C1

1

lim
n!1

�
1 �

x
n

�n
x

dx

D lim
n!1

 Z n

1

dx
x

�

Z n

0

1 �
�
1 �

x
n

�n
x

dx
!

D lim
n!1

0@lnn �

nX
kD1

1

k

1A D �

例2.66设 n 2 N,证明 �
1C

1

n � 1

�n
>

�
1C

1

n

�
/nC1 ; n ⩾ 2

证明 利用伯努利 (Bernoulli)不等式 .1C x/n � 1C nx,有�
1C

1

n � 1

�n
⩾ 1C

n

n � 1

�
1C

1

n

�
/nC1 ⩾ 1C

nC 1

n

因为
n

n � 1
�
nC 1

n
D
n2 � n2 � 1

n.n � 1/
D

1

n.n � 1/
> 0 ; n ⩾ 2:



2.4 极限存在准则 两个重要极限 –47/572–

所以 �
1C

1

n � 1

�n
>

�
1C

1

n

�
/nC1

例2.67利用平均值不等式证明�
1C

1

n

�n
<

�
1C

1

nC 1

�nC1

; n D 1; 2; � � �

证明 利用平均值不等式

nC1
p
x1x2 � � � xnxnC1 ⩽ 1

nC 1
.x1 C x2 C � � � C xn C xnC1/

中 x1 D x2 D � � � D xn D 1C
1

n
, xnC1 D 1,则上式成为

nC1

s�
1C

1

n

�n
� 1 <

1

nC 1

�
n

�
1C

1

n

�
C 1

�
D 1C

1

nC 1

两边 nC 1次方,得到 �
1C

1

n

�n
<

�
1C

1

nC 1

�nC1

例2.68证明不等式 �n
e

�n
< nŠ < e

�n
2

�n
证明 由

p
i.n � i/ ⩽ n

2
,则

1

2

�
ln i C ln.n � i/

�
⩽ ln n

2
从而

n�1X
iD1

ln i ⩽ .n � 1/ ln n
2
; .n � 1/Š ⩽

�n
2

�n�1

两边同乘以
n

2
,得

1

2
nŠ ⩽

�n
2

�n
,于是

nŠ ⩽ 2
�n
2

�n
< e

�n
2

�n
即

nŠ < e
�n
2

�n
再证

�n
e

�n
< nŠ . 设 xn D

�n
e

�n
,则有

xn

xn�1
D

nn

.n � 1/n�1e
D

�
1C

1
n�1

�n�1
n

e
< n

所以 (注意到 x1 D
1

e
< 1)

xn D x1 �
x2

x1
� � �

xn

xn�1
< nŠ

从而证得 �n
e

�n
< nŠ

例2.69证明不等式

nŠ <

�
nC 1

2

�n
; n > 1

证明 当 n D 2时,因为
�
2C 1

2

�2
D
9

4
> 2 D 2Š,故不等式成立

当 n D k时,不等式成立,即

kŠ <

�
k C 1

2

�k
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则对于 n D k C 1时,有

.k C 1/Š <

�
k C 1

2

�kC1

.k C 1/ D 2

�
k C 1

2

�kC1

由于 �
k C 2

k C 1

�kC1

D

�
1C

1

k C 1

�kC1

> 2 .k D 1; 2; � � � /

从而有

.k C 1/Š <

�
.k C 1/C 1

2

�kC1

即对于 n D k C 1时,不等式也成立.
于是,对于任何自然数 n > 1,有

nŠ <

�
nC 1

2

�n
例2.70证明 �

1C
1

n

�n
<

�
1C

1

nC 1

�nC1

� e �

�
1C

1

nC 1

�nC2

<

�
1C

1

n

�nC1

证明

例2.71证明不等式：
�
nC 1

e

�n
< nŠ < e

�
nC 1

e

�nC1

证明 法 1. 对 k D 1; 2; 3; � � � ; n,有 �
1C

1

k

�k
< e <

�
1C

1

k

�kC1

因此有 �
2

1

�1
< e <

�
2

1

�2
�
3

2

�2
< e <

�
3

2

�3
:::�

nC 1

n

�n
< e <

�
nC 1

n

�nC1

连乘得到
.nC 1/n

nŠ
< en <

.nC 1/nC1

nŠ
,再变形 : : :

.nC 1/n

en
< nŠ <

.nC 1/nC1

en
)

�
nC 1

e

�n
< nŠ < e

�
nC 1

e

�nC1

:

法 2(数学归纳法). 注意到对任意正整数 m有
�
1C

1

m

�m
� e �

�
1C

1

m

�mC1
。回到原问题，即是证明

.nC 1/n < en � nŠ < .nC 1/nC1

当 n D 1时，显然成立

设 n D k时成立，即是说

.k C 1/k < ek � kŠ < .k C 1/kC1

则 n D k C 1有

ekC1
� .k C 1/Š D ek � kŠ � e.k C 1/ > .k C 1/k � e.k C 1/ D e.k C 1/kC1

� .1C
1

k C 1
/kC1.k C 1/kC1

D .k C 2/kC1
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另一方面

ekC1
� .k C 1/Š D ek � kŠ � e.k C 1/ < .k C 1/kC1

� e.k C 1/ D e.k C 1/kC2

� .1C
1

k C 1
/kC2.k C 1/kC2

D .k C 2/kC2

于是，由归纳法，对所有正整数 n成立。

例2.72求极限 lim
n!C1

��
.nC 1/Š

� 1
nC1 �

�
nŠ
� 1

n

�
解由不等式 �

nC 1

e

�n
< nŠ <

�
nC 1

e

�n
� .nC 1/

得
nC 1

e
<

p
nŠ <

nC 1

e
.nC 1/

1
n

令

an D

��
.nC 1/Š

� 1
nC1 �

�
nŠ
� 1

n

�
D .nŠ/

1
n

 �
..nC 1/Š/n

.nŠ/nC1

� 1
n.nC1/

� 1

!
则有

nC 1

e

 �
en

nC 1

� 1
n.nC1/

� 1

!
< an <

nC 1

e
.nC 1/

1
n

�
.en/

1
n.nC1/ � 1

�
一方面,有

nC 1

e
.nC 1/

1
n

�
.en/

1
n.nC1/ � 1

�
D

�
.nC 1/.e

1
nC1 � 1/

�
�
.nC 1/

1
n

e
! ln e �

1

e
D
1

e
.n ! 1/

另一方面,令 tn D .nC 1/
1
n � 1 > 0;则 lim

n!C1
tn D 0;于是

an D

 
e

.nC 1/
1
n

! 1
nC1

� 1 D

�
e

1C tn

� 1
nC1

� 1 H) nC 1 D
ln e

1Ctn

ln 1C an

nC 1

e

 �
en

nC 1

� 1
n.nC1/

� 1

!
D
1

e
lim

n!C1

 
ln e

1Ctn

ln 1C an
an

!

D
1

e
lim

n!C1

ln e
1Ctn

ln .1C an/
1

an

D
1

e

ln e
1C0

ln e
D
1

e

或者 (另一方面)

lim
n!C1

.nC 1/
1

n.nC1/ D lim
n!C1

�
.nC 1/

1
nC1

� 1
n

D 10 D 1

lim
n!0

ex � 1

x
D 1; lim

n!C1

ln.nC 1/

n
D 0

得到

lim
n!C1

nC 1

e

 �
en

nC 1

� 1
n.nC1/

� 1

!

D lim
n!C1

nC 1

e.nC 1/
1

n.nC1/

�
e

1
nC1 � e

1
n.nC1/

ln.nC1/
�

D
1

e
lim

n!C1
.nC 1/

�
e

1
nC1 � e

1
n.nC1/

ln.nC1/
�

D
1

e
lim

n!C1

 
e

1
nC1 � 1
1
nC1

�
e

1
n.nC1/

ln.nC1/
� 1

1
n.nC1/

ln.nC 1/
�

ln.nC 1/

n

!
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D
1

e
.1 � 1 � 0/ D

1

e

根据夹逼定理就得

lim
n!C1

an D lim
n!C1

��
.nC 1/Š

� 1
nC1 �

�
nŠ
� 1

n

�
D
1

e

2.4.3 夹逼准则

定理 2.15.夹逼准则

~

如果数列 fxng、fyng及 fzng满足下列条件:
1. 从某项起,即 9N0 2 NC;当 n > N0时,有 yn ⩽ xn ⩽ zn;

2. lim
n!1

yn D a; lim
n!1

zn D a;

那么数列 fxng的极限存在,且 lim
n!1

xn D a.

证明 因为 lim
n!1

yn D a; lim
n!1

zn D a,所以根据数列极限的定义,

8" > 0;

8<:9N1 2 NC;8n > N1;有 jyn � aj < ":

9N2 2 NC;8n > N2;有 jzn � aj < ":

取 N D maxfN0; N1; N2g;则 8n > N ,有

jyn � aj < "; jzn � aj < "

同时成立,即
a � " < yn < aC "; a � " < zn < aC "

同时成立. 由 yn ⩽ xn ⩽ zn .n > N0/;所以当 n > N 时,有

a � " < yn ⩽ xn ⩽ zn < aC ";

即 jxn � aj < ";,故 lim
n!1

xn D a. 证毕.

例2.73证明 lim
n!1

n
p
a D 1 .a > 0为常数).

证明 (1)当 a ⩾ 1时,设 n
p
a D 1C hn .hn ⩾ 0/;下面先证 lim

n!1
hn D 0.

由牛顿二项式展开公式得

a D .1C hn/
n

D 1C nhn C
n.n � 1/

2Š
h2n C � � � C hnn;

所以 a ⩾ 1C nhn,从而
0 ⩽ hn ⩽ a � 1

n
:

而 lim
n!1

a � 1

n
D 0,故由夹逼定理知 lim

n!1
hn D 0. 于是 lim

n!1

n
p
a D lim

n!1
.1C hn/ D 1C 0 D 1.

(2)当 0 < a < 1时,
1

a
> 1,根据 (1)有 lim

n!1

n

r
1

a
D 1,故

lim
n!1

n
p
a D lim

n!1

1

n

q
1
a

D
1

lim
n!1

n

q
1
a

D 1:

证毕.

例2.74证明 lim
n!1

nk

an
D 0 (a > 1, k 是正整数)
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证明 令 a D 1C h; h > 0,则

an D .1C h/n D C 0n C C 1nhC � � � C C kn h
k

C C kC1
n hkC1

C � � � C Cnn h
n

⩾ C kC1
n hkC1

D
n.n � 1/ � � � .n � k/

.k C 1/Š
hkC1

从而, 8n > k,有

0 <
nk

an
<
n.n � 1/ � � � .n � k/

.k C 1/Š
hkC1

! 0

由夹逼准则知 lim
n!1

nk

an
D 0.

例2.75设数列
˚
an
	
恒满足不等式

p
njanj � 3�n D 1; 2; :::试证明

lim
n!1

1

n3

24 nX
1

ai

!2
C

 
nX
2

ai

!2
C � � � C

 
nX
n

ai

!235 D 0

证明 利用 Cauchy不等式当 1 � k � n � 10@ nX
k

ai

1A2 � .n � k C 1/

0@ nX
k

a2i

1A � 9.n � k C 1/

nX
k

1

i
� 9n

nX
1

1

i

所以
nX
kD1

0@ nX
k

ai

1A2 � 9.n � 1/n

nX
1

1

i
C
9

n

易得

lim
n!1

1

n3

"
9.n � 1/n

nX
1

1

i
C
9

n

#
D 0

利用夹逼准则即得结论.

例2.76求极限 lim
n!1

�
tan

�
�

q
n2 C

�
6n
11

��
C 4 sin

�
�

q
4n2 C

�
8n
11

���
解

tan�
�q

n2 C
�
6n
11

��
D tan

�
�

q
n2 C

�
6n
11

�
� n�

�
�

q
n2 C

�
6n
11

�
� n� D

�
6
11
n
�q

n2 C
�
6
11
n
�

C
p
n2
�

考虑下列不等式
6
11
n � 1q

n2 C
6
11
nC

p
n2

⩽
�
6
11
n
�q

n2 C
�
6
11
n
�

C
p
n2

⩽
�
6
11
n
�

2n
⩽ 3

11

当 n ! 1,左边等于
3

11
故

lim
n!1

tan
�
�

q
n2 C

�
6n
11

��
D tan 3

11
�

同样的方法，可以计算出

lim
n!1

sin
�
�

q
4n2 C

�
8n
11

��
D sin 2

11
�

对于 tan 3

11
� C 4 sin 2

11
� D

p
11的计算,这里不再给出。

例2.77求极限 lim
n!1

nX
kD1

.nC 1 � k/
�
nC kn

��1
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解注意到

C kn D
n.n � 1/ � � � .n � k C 1/

kŠ

当 n > k 时有

.nC 1 � k/
�
nC kn

��1
D .nC 1 � k/

�
n �
n.n � 1/ � � � .n � k C 1/

kŠ

��1

D
kŠ

n.n � 1/ � � � .n � k C 2/
n�2 ⩽ 2n�2

所以原式有

0 ⩽
nX
kD1

.nC 1 � k/
�
nC kn

��1 ⩽ nX
kD1

2n�2
D
2

n
! 0

由夹逼准则知

lim
n!1

nX
kD1

.nC 1 � k/
�
nC kn

��1
D 0

例2.78求极限: lim
n!1

nC n
1
2 C � � � C n

1
n

n

解将和式分段

nC n
1
2 C � � � C n

1
n

n
≜ 1

n

nX
kD1

n
1
k D

�
1C

1
p
n

�
C

有限项‚ …„ ƒ
1

n

NX
kD3

n
1
k C

1

n

nX
kDNC1

n
1
k ≜ I1 C I2 C I3

一方面, lim
n!1

I1 D lim
n!1

�
1C

1
p
n

�
D 1;另一方面,我们取 N D Œ

p
n�,

I2 ⩽
.N � 2/ 3

p
n

n
⩽

p
n 3

p
n

n
D

1

n
1
6

! 0

再着,由于
.n �N/n

1
n

n
⩽ I3 ⩽

.n �N/n
1
N

n
,故而由夹逼准则可知 lim

n!1
I3 D 1. 综上,

lim
n!1

nC n
1
2 C � � � C n

1
n

n
D lim
n!1

.I1 C I2 C I3/ D 2:

例2.79求极限

lim
n!1

��1
n

�n
C

�2
n

�n
C � � � C

�n
n

�n�
解利用不等式 �

n � i

n

�n
� e�i

可得
nX
iD1

� i
n

�n
D

n�1X
kD0

�n � k

n

�n
�

n�1X
kD0

e�k
�

1X
kD0

e�k
D

e

e � 1

另一方面，对于固定的正整数 k，截取题目数列的后 k C 1项，由于是有限项，所以可以逐项求

极限，可得原极限大于等于

lim
n!1

n�1X
kD0

�n � i

n

�n
D

kX
iD0

lim
n!1

�n � i

n

�n
D

kX
iD0

e�i
D
1 � e�k�1

1 � e�1

再令 k ! 1即得

lim
n!1

��1
n

�n
C

�2
n

�n
C � � � C

�n
n

�n�
D

e

e � 1
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推广3：设 f W .0; 1� 2 RC 可微,且 f 0.1/ > 0,
f 0

f
递减则,

lim
n!1

nX
kD1

�
f

�
k

n

��n
D

8̂̂<̂
:̂
0 iff .1/ < 1;

1

1 � e�f 0.1/
iff .1/ D 1;

C1 iff .1/ > 1:

例2.80 (IMC,1994)求极限: lim
N!1

log2N
N

N�2X
kD2

1

log k � log.N � k/
.

解 4显然

AN D
log2N
N

N�2X
kD2

1

log k � log.N � k/
⩾ log2N

N
�
N � 3

log2N
D 1 �

3

N
(2.3)

取M 满足 2 ⩽M ⩽ N
2

,则由 1
logk�log.N�k/

在 .2; N
2
/单调递减,以及表达式关于 N

2
的对称性可得

AN D
log2N
N

8<:
MX
kD2

C

N�M�1X
kDMC1

C

N�2X
kDN�M

1

9=; 1

log k � log.N � k/

⩽ log2N
N

�
2

M � 1

log 2 � log.N � 2/
C

N � 2M � 1

logM � log.N �M/

�
⩽ 2

log 2
�
M logN
N

C

�
1 �

2M

N

� logN
logM

CO

�
1

logN

�
取M D Œ N

log2N
�C 1得到

AN ⩽
�
1 �

2

N log2N

� logN
logN � 2 log.logN/

CO

�
1

logN

�
⩽ 1CO

� log.logN/
logN

� (2.4)

由 (2.3)和 (2.4)得到

lim
N!1

log2N
N

N�2X
kD2

1

log k � log.N � k/
D 1

例2.81设 fang是正序列，且 lim
n!1

n
p
an D 1,证明:

lim
n!1

n
p
a1 C a1 C � � � C an D 1

证明 注意到

1 D lim
n!1

n
p
an � lim

n!1

n
p
a1 C a1 C � � � C an

所以只要估计

nX
kD1

ak 的一个上界即可。而由 lim
n!1

n
p
an D 1知,

对任意给定的 " > 0,存在 N > 0，当 n > N 时 an � .1C "/n 设 A D

NX
kD1

ak ,则

nX
kD1

ak < AC
.1C "/n�NC1

"

3来自 Furdui的《Limits, Series, and Fractional Part Integrals》
4向禹《1994-2018年国际大学生数学竞赛》P7
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而当 n充分大时
.1C "/n�NC1

"
> A,所以

lim
n!1

n

s
.1C "/n�NC1

"
D 1

因此

lim
n!1

n
p
a1 C a1 C � � � C an D 1

例2.82设 an > 0; n D 1; 2 � � � ; ˛ D lim sup
n!1

ln ln an
n

,且

xn D

s
a1 C

r
a2 C

q
a3 C � � � C

p
an ; n D 1; 2; � � �

求证: 数列 fxng当 ˛ < ln 2时收敛,而当 ˛ > ln 2时发散。

证明 当 ˛ < ln 2时，由上极限的定义，存在 n0 2 N,当 n � n0时，就有 ln ln an < n ln 2,也就是 an < e
2n

,
这时对 n � n0,有

xn D

r
a1 C � � � C

q
an0

C � � � C
p
an

�

s
a1 C � � � C

r
an0C1 C

q
e2

n0
C � � � C

p
e2

n

�

vuut
a1 C � � � C

s
an0�1 C e2

n0

r
1C

q
1C � � �

p
1

�

vuut
a1 C � � � C

s
an0�1 C e2

n0
1C

p
5

2

所以 xn 是单调递增有上界的序列，故收敛。

当 ˛ > ln 2时，存在 ˇ > 2,对任意的 n0,都有 n > n0,使得 an > e
ˇn

,这时

xn D

r
a1 C � � � C

q
an0

C � � � C
p
an

>

s
a1 C � � � C

r
an0�1 C e

ˇn

2n�n0�1

> e

�
ˇ
2

�n

显然，fxng发散。

例2.83求极限 lim
n!1

yn,其中 yn D 1C
yn�1

1C yn�1

; y0 D 1

证明 假设极限 lim
n!1

yn 存在,并记极限为 A,两边取极限

A D 1C
A

1C A
H) A D

1C
p
5

2
或A D

1 �
p
5

2
舍去

现在来证明 lim
n!1

yn D
1C

p
5

2
,因为

0 <

ˇ̌̌̌
ˇyn �

1C
p
5

2

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ1C

yn�1

1C yn�1
�
1C

p
5

2

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ yn�1 �

p
5�1

3�
p
5

2.yn�1 C 1/„ ƒ‚ …
>2

.3 �
p
5/„ ƒ‚ …

>0:5

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

<
1

2

ˇ̌̌̌
ˇyn�1 �

p
5 � 1

3 �
p
5

ˇ̌̌̌
ˇ .递推/
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< � � � <
1

2n�1

ˇ̌̌̌
ˇy1 �

p
5 � 1

3 �
p
5

ˇ̌̌̌
ˇ ! 0 .n ! 1/

于是由夹逼准则可知, lim
n!1

yn D
1C

p
5

2

例2.84设 a0 D 1, anC1 D an C
1

an
, n 2 NC. 证明: lim

n!1

an
p
2n

D 1

证明 [6]由 anC1 D an C
1

an
平方可得 a2nC1 D a2n C

1

a2n
C 2

a2nC1 D a2n C
1

a2n
C 2 ⩾ a2n C 2

⩾ � � � ⩾ a20 C 2.nC 1/

于是有

a2nC1 ⩾ a20 C 2.nC 1/ D 2nC 3 H)
1

a2nC1

⩽ 1

2nC 3

故

a2n D a2n�1 C
1

a2n�1

C 2 ⩽ a2n�1 C
1

2n � 1
C 2

⩽ � � � ⩽ a20 C 2.nC 1/C

nX
kD1

1

2k � 1

因此

a20 C 2n ⩽ a2n ⩽ a20 C 2.nC 1/C

nX
kD1

1

2k � 1

1 ⩽ a2n
2nC 1

⩽ 1C
1C

1
3 C

1
5 C � � � C

1
2n�1

n

n

2nC 1

而

lim
n!1

1C
1
3 C

1
5 C � � � C

1
2n�1

n
D lim
n!1

H2n �Hn

n

D lim
n!1

�
ln.2n/C  C "2n

�
�
1
2

�
lnnC  C "n

�
n

D lim
n!1

1
2 lnn
n

D 0

故由夹逼准则知 lim
n!1

a2n
2nC 1

D 1,于是

lim
n!1

a2n
2n

D lim
n!1

a2n
2nC 1

�
2nC 1

2n
D 1 H) lim

n!1

an
p
2n

D 1

定理 2.16.夹逼定理

~

如果函数 f .x/; g.x/及 h.x/满足下列条件

(1)当 x 2
ı

U.x0; r/ (或 jxj > M )时, g.x/ ⩽ f .x/ ⩽ h.x/I

(2) lim
x!x0
.x!1/

g.x/ D A; lim
x!x0
.x!1/

h.x/ D A,那么 lim
x!x0
.x!1/

f .x/存在且等于 A.

例2.85求极限 lim
x!0C

x ln x 傲娇小魔王
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解因为

0 ⩽ lim
x!0C

jx ln xj D lim
x!0C

ˇ̌̌̌
ˇ2 ln

p
x

1
x

ˇ̌̌̌
ˇ D lim

x!0C

ˇ̌̌̌
ˇ�2 ln 1p

x

1
x

ˇ̌̌̌
ˇ

⩽ lim
x!0C

ˇ̌̌̌
ˇ�2

1p
x

1
x

ˇ̌̌̌
ˇ D lim

x!0C

ˇ̌
2
p
x
ˇ̌

D 0

故由夹逼则知

lim
x!0C

x ln x D 0

例2.86计算极限: lim
n!1

p
n

Z 1

0

e�nx2

1C cos2 x
dx

解

lim
n!1

p
n

Z 1

0

e�nx2

1C cos2 x
dx tD

p
nx

HHHHHH lim
n!1

Z p
n

0

e�t2

1C cos2 tp
n

dt D I

p
�

4
D lim
n!1

Z p
n

0

e�t2

2
dt ⩽ I ⩽ lim

n!1

Z p
n

0

e�t2

1C
�
1 �

t2

2n

�2 dt

而

lim
n!1

Z p
n

0

e�t2

1C
�
1 �

t2

2n

�2 dt ⩽ lim
n!1

Z p
n

0

e�t2

2 �
t2

n

dt D
1

2
lim
n!1

Z p
n

0

e�t2

1 �
1
2
t2

n

dt

⩽ 1

2
lim
n!1

Z p
n

0

�
1C

t2

n

�
e�t2 dt

D
1

2
lim
n!1

Z p
n

0

e�t2 dt C
1

2n
lim
n!1

Z p
n

0

t2e�t2 dt

D
�

4
C 0 D

�

4

由夹逼准则知 lim
n!1

p
n

Z 1

0

e�nx2

1C cos2 x
dx D

�

4

例2.87计算 I D lim
n!1

1

n2

Z n

0

p
n2 � x2

2C x�x
dx

解

1

n2

Z n

0

p
n2 � x2

2C x�x
dx xDnt

HHHHH

Z 1

0

p
1 � t2

2C .nt/�nt
dt

D

Z 1p
n

0

p
1 � t2

2C .nt/�nt
dt„ ƒ‚ …

I1

C

Z 1

1p
n

p
1 � t2

2C .nt/�nt
dt„ ƒ‚ …

I2

由

0 <

p
1 � t2

2C .nt/�nt
<
1

2
.0 ⩽ t ⩽ 1/

1

2C .
p
n/�

p
n
<

1

2C .nt/�nt
<

1

2C n�n

�
1

p
n
⩽ t ⩽ 1

�
可得

0 < I1 <
1

2
p
n

1

2C .
p
n/�

p
n

Z 1

1p
n

p
1 � t2 dt < I2 <

1

2C n�n

Z 1

1p
n

p
1 � t2 dt
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由夹逼准则

lim
n!1

1

n2

Z n

0

p
n2 � x2

2C x�x
dx D

�2

8

例2.88若函数 f .x/连续,求极限

lim
n!1

.2nC 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ

Z 1

0

f .x/
�
1 � .x � 1/2

�n dx

解 (by蓝兔兔)注意到
.2nC 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ
D

1Z �
2

0

cos2nC1 t dt
D

1Z 1

0

.1 � x2/n dx

所以

原极限 D lim
n!1

Z 1

0

f .x/
�
1 � .x � 1/2

�n dxZ 1

0

.1 � x2/n dx
D lim
n!1

Z 1

0

f .1 � x/.1 � x2/n dxZ 1

0

.1 � x2/n dx

D lim
n!1

Z 1
3pn

0

f .1 � x/.1 � x2/n dx C

Z 1

1
3pn

f .1 � x/.1 � x2/n dx

Z 1
3pn

0

.1 � x2/n dx C

Z 1

1
3pn

.1 � x2/n dx

注意到:

lim
n!1

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌

Z 1

1
3pn

.1 � x2/n dx

Z 1
3pn

0

.1 � x2/n dx

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌ ⩽ lim

n!1

�
1 �

1

3
p
n

��
1 �

1

n
3
2

�n
Z 1

3pn

0

.1 � x2/n dx

⩽ lim
n!1

�
1 �

1

3
p
n

��
1 �

1

n
3
2

�n
1

p
n

�
1 �

1

n

�n D lim
n!1

p
n
�
1 �

1

3
p
n

�
e
n ln
�
1�

1

n
3
2

�
�
1 �

1

n

�n

⩽ lim
n!1

p
n
�
1 �

1

3
p
n

�
e�n

1
3

�
1 �

1

n

�n D 0

所以 Z 1

1
3pn

.1 � x2/n dx D o

 Z 1
3pn

0

.1 � x2/n dx
!

同理 Z 1

1
3pn

f .1 � x/.1 � x2/n dx D o

 Z 1
3pn

0

f .1 � x/.1 � x2/n dx
!

而

lim
n!1

Z 1
3pn

0

f .1 � x/.1 � x2/n dxZ 1
3pn

0

.1 � x2/n dx
D lim
n!1

�n2

�
0;

1

n1=3

�‚ …„ ƒ
f .1 � �n/

Z 1
3pn

0

.1 � x2/n dxZ 1
3pn

0

.1 � x2/n dx
D f .1/

因此

lim
n!1

.2nC 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ

Z 1

0

f .x/
�
1 � .x � 1/2

�n dx D f .1/
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2.4.4 柯西极限存在准则

定理 2.17. Cauchy审敛原理

~

数列 fxng 收敛的充分必要条件是: 对于任意给定的正数 ", 存在正整数 N , 使得当 m >

N; n > N 时,有 jxn � xmj < ".

例2.89设数列满足条件: janC1 � anj < rn, n D 1; 2; � � � ;其中 r 2 .0; 1/.
求证 fang收敛.

证明 若 n < m ,则

jan � amj ⩽ jan � anC1j C janC1 � anC2j C � � � C jam�1 � amj

⩽ rn C rnC1
C � � � C rm�1

D
rn � rm

1 � r
<

rn

1 � r

由于 lim
n!1

rn

1 � r
D 0. 于是 8" > 0, 9N , n > N ,

ˇ̌̌̌
rn

1 � r

ˇ̌̌̌
< ".

若 m > n > N ,就有

jan � amj ⩽
ˇ̌̌̌
rn

1 � r

ˇ̌̌̌
< "

由柯西准则, fang收敛.

例2.90对给定的 y 值,方程 x � ˛ � sin x D y .0 < ˛ < 1/有唯一解

证明 令 y D x0,且 x1 D y C ˛ � sin x0, xn D y C ˛ � sin xn�1 .n 2 N/. 因为 j sin t j < jt j所以对任意自然数

n及 p,可知

jxnCp � xnj D ˛j sin xnCp � sin xnj

⩽ ˛jxnCp�1 � xn�1j ⩽ ˛2jxnCp�2 � xn�2j

⩽ � � � ⩽ ˛njxp � x0j D ˛nC1
j sin xp�1j ⩽ ˛nC1

由于 0 < ˛ < 1,故 fxng是 Cauchy列,从而是收敛列
现在令 xn 2 � .n ! 1/,易知 � D y C ˛ sin �. 进一步,若该方程另有一解 x D �,
则由 j� � �j D ˛j sin � � sin �j ⩽ ˛j� � �j,可知 � D �

2.4.5 单调有界定理

例2.91设 an D

Z .nC1/�

n�

sin x
x

dx，n为自然数，

求证：(1) janC1j ⩽ janj ; (2) lim
n!1

an D 0

证明

janC1j � janj D

ˇ̌̌̌
ˇ
Z .nC2/�

.nC1/�

sin x
x

dx
ˇ̌̌̌
ˇ �

ˇ̌̌̌
ˇ
Z .nC1/�

n�

sin x
x

dx
ˇ̌̌̌
ˇ

tDx��
HHHHHH

ˇ̌̌̌
ˇ�
Z .nC1/�

n�

sin t
t C �

dt
ˇ̌̌̌
ˇ �

ˇ̌̌̌
ˇ
Z .nC1/�

n�

sin x
x

dx
ˇ̌̌̌
ˇ

D

Z .nC1/�

n�
j sin xj

�
1

x C �
�
1

x

�
dx ⩽ 0

即数列 fjanjg单调递减，且 janj ⩾ 0。由单调有界定理知 lim
n!1

janj存在

lim
n!1

janj D lim
n!1

ˇ̌̌̌
ˇ
Z .nC1/�

n�

sin x
x

dx
ˇ̌̌̌
ˇ D lim

n!1

Z .nC1/�

n�

j sin xj

x
dx
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积分中值定理
HHHHHHHHHH lim

n!1
j sin �j

Z .nC1/�

n�

1

x
dx ; � 2 Œn�; .nC 1/��

D lim
n!1

j sin �j � ln
�
1C

1

n

�
! 0 ; n ! 1

即 lim
n!1

janj D 0，因此 lim
n!1

an D 0

例2.92设 fxng满足：�1 < x0 < 0，xnC1 D x2n C 2xn .n D 0; 1; 2; � � � /，

证明: fxng收敛，并求 lim
x!0

xn

证明 当 n D 0时,
x1 D x20 C 2x0 D .x0 C 1/2 � 1 2 .�1; 0/

当 n D 1时,
x2 D x21 C 2x1 D .x1 C 1/2 � 1 2 .�1; 0/

假设当 n D k时, xkC1 2 .�1; 0/,当 n D k C 1时

xkC2 D x2kC1 C 2xkC1 D .xkC1 C 1/2 � 1 2 .�1; 0/

由数学归纳法可得 �1 < xn < 0,即数列 fxng有界,且

xnC1 � xn D x2n C xn D xn.xn C 1/ < 0

即数列 fxng单调递减，由单调有界定理知数列 fxng的极限存在，

记 lim
x!0

xn D A,则 lim
x!0

xnC1 D A. 故有

A D A2 C 2A H) A D 0或 A D 1

由于 1 < x0 < 0以及数列 fxng单调递减，知 lim
x!0

xn D �1�
注意

xnC1

xn
D 2C xn > 1⇏数列 fxng递增. 因为 �1 < xn < 0

例2.93设函数 f .x/满足 f .1/ D 1且对 8x ⩾ 1,有 f 0.x/ D
1

x2 C f 2.x/

证明： lim
x!C1

f .x/存在,且 lim
x!C1

f .x/ < 1C
�

4

证明 由题意知 f 0.x/ > 0, ∴ x ⩾ 1时, 8f .x/ ⩾ 1 H)
1

x2 C f 2.x/
⩽ 1

1C x2Z t

1
f 0.x/dx D

Z t

1

1

x2 C f 2.x/
dx <

Z t

1

1

1C x2
dx D arctan t �

�

4

所以

f .t/ � f .1/ < arctan t �
�

4

所以 8x

f .t/ < arctan t �
�

4
C 1 H) lim

x!C1
f .x/ < 1C

�

4

由上式知 f .x/有上界,故由单调有界定理知 lim
x!C1

f .x/存在

例2.94 (18数学 3)设数列 fxng满足: x1 > 0, xnexnC1 D exn � 1 .n D 1; 2; � � � /

证明: fxng收敛,并求 lim
n!1

xn.

解 (by向禹)首先由 x1 > 0, xnexnC1 D exn � 1 .n D 1; 2; � � � /归纳可知所有 xn > 0.
考虑函数 f .x/ D ex ,由拉格朗日中值定理可得

exnC1 D
exn � 1

xn
D
f .xn/ � f .0/

xn � 0
D e�n < exn ; � 2 .0; xn/:

这就说明 xn > xnC1 > 0,因此 fxng单调递减有下界,故收敛.设 lim
n!1

xn D x ⩾ 0.
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在等式 xne
xnC1 D exn � 1两边取极限得 xex D ex � 1. 如果 x > 0,则 ex D

ex � 1

x
< ex ,矛盾. 因

此 lim
n!1

xn D x D 0

注意: xex D ex � 1这个超越方程是不可解的,不要直接写解得 x D 0

例2.95求级数:
1X
iDk

1X
jDiC1

C ki
j Š

解 Z 1

0

.1 � t/net dt D nŠ

�
e � 1 �

1

1Š
�
1

2Š
� � � � �

1

nŠ

�
; n 2 NC

fxngn⩾k W xn D

nX
iDk

C ki

�
e � 1 �

1

1Š
�
1

2Š
� � � � �

1

nŠ

�
; k 2 NC,显然 xnC1 � xn > 0,

xn ⩽
nX
iDk

C ki
e

.i C 1/Š
⩽

nX
iDk

e

kŠ.i � k/Š
⩽ e2

kŠ

由于

xn D

nX
iDk

C ki
1

iŠ

Z 1

0

.1 � t /iet dt D
1

kŠ

Z 1

0

.1 � t /ket
� nX
iDk

.1 � t /i�k

.i � k/Š

�
dt

且
nX
iDk

.1 � t /i�k

.i � k/Š
< lim
n!1

nX
iDk

.1 � t /i�k

.i � k/Š
D e1�t

因此,

lim
n!1

xn D
1

kŠ

Z 1

0

.1 � t/kete1�t dt D
e

.k C 1/Š

即
1X
iDk

1X
jDiC1

C ki
j Š

D
e

.k C 1/Š

例2.96设 g.x/ > 0; f .x/ > 0都是 Œa; b�上的连续函数,求

lim
n!1

R b
a
g.x/.f .x//nC1 dxR b
a
g.x/.f .x//n dx

解令 an D

Z b

a

g.x/.f .x//n dx, M D max
a⩽x⩽b

f .x/. 注意到

anC1 D

Z b

a

g.x/.f .x//nC1 dx ⩽M

Z b

a

g.x/.f .x//n dx D Man H)
anC1

an
⩽M

即

�
anC1

an

�
有上界. 由柯西不等式,得

a2nC1 D

 Z b

a

g.x/.f .x//nC1 dx
!2

D

�
.f .x//

nC2
2 .g.x//

1
2 � .f .x//

n
2 .g.x//

1
2

�2
⩽ anC2an H)

anC1

an
⩽ anC2

anC1

即

�
anC1

an

�
单调递增. 由单调有界定理,可知 lim

n!1

anC1

an
存在. 故

lim
n!1

anC1

an
D lim
n!1

n
p
an D M
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例2.97设 a1 D
p
1C 2015, a2 D

q
1C 2015

p
1C 2016, � � � ,

an D

s�
1C 2015

r�
1C 2016

q�
1C � � � C .2014C n/

p
1C .2013C n/

���
求证：数列 fang收敛,并求 lim

n!1
an的值

证明 x ⩾ 0 ; n 2 N,设

fn.x/ D

s�
1C x

r�
1C .x C 1/

q�
1C � � � C .x C n � 1/

p
1C .x C n/

���

则

fn.x/ D
p
1C xfn�1.x C 1/ (2.5)

由数学归纳法易得 fn.x/ ⩽ x C 1,所以对固定的 x, ffn.x/g单调递增有上界,
所以 ffn.x/g收敛, lim

n!1
fn.x/存在,记 F.x/ D lim

n!1
fn.x/,则

F.x/ ⩽ x C 1; F.x/ D 1C xF.x C 1/;

今往证 F.x/ D x C 1,因为

fn.x/ >

r
x

q
x � � �

p
x D x

1
2 C 1

22 C���C 1

2nC1 D x
1� 1

2nC1

取极限得 F.x/ ⩾ x,设 b0 D 0, bnC1 D
1C bn

2
,则当 F.x/ ⩾ x C bn 时,由 .2:5/得

F.x/ D

q
1C x

p
F.x C 1/ ⩾

p
1C x.x C 1C bn/ ⩾ x C

1C bn

2
D x C bnC1 ;

即 F.x/ ⩾ x C bnC1,所以 F.x/ ⩾ x C lim
n!1

bn D x C 1,又 F.x/ ⩽ x C 1,所以 F.x/ D x C 1,得证一般结
论. 从而 lim

n!1
an D F.2015/ D 2016.

定理 2.18.导数与数列单调性

~

对 xnC1 D f .xn/.n D 1; 2; � � � /, xn 2 I .
1. 若 f 0.x/ > 0; x 2 I ,则数列 fxng单调,

(a). 当 x2 > x1 时,数列 fxng单调增;
(b). 当 x2 < x1 时,数列 fxng单调减;

2. 若 f 0.x/ < 0; x 2 I ,则数列 fxng不单调.

例2.98求极限 lim
n!1

yn,其中 yn D 1C
yn�1

1C yn�1

; y0 D 1

证明 易得 1 ⩽ yn ⩽ 2,且因为

f .x/ D 1C
x

1C x
H) ynC1 D f .yn/ H) y0

D
1

.1C x/2
> 0;

y1 � y0 D 1C
y0

1C y0
� y0 D

1

2
> 0 H) y1 > y0 故数列 fyng单调递增,

或者设 yn > yn�1,即数列 fyng单调递增. 考虑数学归纳法

y1 � y0 D 1C
y0

1C y0
� y0 D

1

2
> 0 H) y1 > y0

现假设 n D k时成立,即有 yk > yk�1 . 当 n D k C 1时

ykC1 � yk D

�
1C

yk

1C yk

�
�

�
1C

yk�1

1C yk�1

�
D

yk

1C yk
�

yk�1

1C yk�1

D
yk � yk�1

.1C yk/.1C yk�1/
> 0
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因此由单调有界定理知极限 lim
n!1

yn 存在并记极限为 A,两边取极限

A D 1C
A

1C A
H) A D

1C
p
5

2
或A D

1 �
p
5

2
舍去

例2.99 (江西首届高校杯数学联赛)设数列 fxng满足 x1 D a > 1,且满足递推

xnC1 D 1C ln
�

x2n
1C ln xn

�
; n D 2; 3; � � �

求证: fxng收敛,并求出极限值

证明 (by西西)先利用数学归纳法证明 xn > 1,现在假设 xn > 1则只需要证明

ln
 

x2n
1C ln xn

!
> 0 () x2n � 1 � ln xn > 0

考虑函数 f .x/ D x2 � 1 � ln x; x > 1,易得 f 0.x/ > 0,所以 f .x/ > f .1/ D 0

接着证明 xn < xnC1,那么只要证明

xnC1 � 1 � ln
 

x2n
1C ln xn

!
> 0

考虑函数

g.x/ D x � 1 � 2 ln x C ln.1C ln x/; x > 1

易得

g0.x/ D
x � 1C x ln x � 2 ln x

x.1C ln x/ ; x > 1

考虑函数 h.x/ D x � 1C x ln x � 2 ln x; x > 1,易得 g.x/ > 0

或者考虑

G.x/ D 1C 2 ln x C ln.1C ln x/ H) G0.x/ D
1C 2 ln x
x.1C ln x/

利用导数易得 x.1C ln x/ ⩾ 1C 2 ln x; x ⩾ 1,故有 0 < G0.x/ < 1

那么有

0 < xnC1 D G.xn/ D

Z xn

1
G0.x/dx C 1 ⩽ 1C .xn � 1/ D xn

综上知: 数列 fxng单调递减有下界,故数列 fxng收敛,设极限值为 A,有

lim
n!1

xn D lim
n!1

xnC1 D A

即

A D 1C ln
 

A2

1C A

!
H) A D 1

� 练习 2.3设 0 < p � 1, x1 > 0, a > 0, b > 0, xnC1 D aC
b

x
p
n

; n 2 N.

证明数列 fxng收敛.

证明 令 f .x/ D a C
b

xp
; x 2 .0;C1/. f .x/ 在 .0;C1/ 上连续可微, 方程 f .x/ D x 在 .0;C1/ 内

有唯一解, 记为 x�. fx2ng 单调递增, fx2ng 单调递减, 或 fx2n�1g 单调递减, fx2n�1g 单调递增. 易知,

a < xn < aC
b

ap
;8n � 2,从而 lim

n!1
x2n 与 lim

n!1
x2n�1 均存在,极限值分别记为 A和 B . 由递推公式知,

A D aC
b

Bp
D f .B/; B D aC

b

Ap
D f .A/:

以下证明 A D B.D x�/. 事实上,总有 f .f .A// D A, f .f .B// D B , f .f .x�// D x�.
由此易知,若 A ¤ B ,则 A, B , x� 为 g的三个不同的不动点,其中 g.x/ D f .f .x//. 根据 Lagrange定理,存在
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0 < �1 < �2 使得 g0.�1/ D g0.�2/ D 1. 然而

g0.x/ D f 0
�
f .x/

�
f 0.x/ D

b2p2�
ax C bx1�p

�pC1

为 .0;C1/上严格减函数 (注意到 0 < p � 1),矛盾. 矛盾说明必有 A D B . 即数列 fxng收敛.

例2.100证明数列
p
7;

q
7 �

p
7;

r
7 �

q
7C

p
7;

s
7 �

r
7C

q
7 �

p
7; � � � 收敛,并求其值.

证明 令 x0 D
p
7; x1 D

q
7 �

p
7; xnC2 D

q
7 �

p
7C xn; n D 0; 1; 2; � � � ,若极限存在,则易得极限值为 2.

它是方程 x D f .x/的根,其中 f .x/ D

q
7 �

p
7C x.

根据递推公式,我们只需证明两个子数列 fx2kg与 fx2kC1g的极限都是 2即可.
由拉格朗日中值定理

jf .x/ � 2j D jf .x/ � f .2/j D jf 0.�/jjx � 2j ; � 2 .2; x/

若 0 ⩽ xn ⩽ 7,则

jf 0.�/j D

ˇ̌̌̌
ˇ �1

4

q
7 �

p
7C � �

p
7C �

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽

ˇ̌̌̌
ˇ �1

4
p
7 �

p
14 �

p
7

ˇ̌̌̌
ˇ D ˛ < 1:

由数学归纳法易证对于所有的 n都有 0 ⩽ xn ⩽ 7. 于是

jxnC2 � 2j D jf .xn/ � 2j ⩽ ˛jxn � 2j;

从而

jx2k � 2j ⩽ ˛k jx0 � 2j ! 0 ; jx2kC1 � 2j ⩽ ˛k jx1 � 2j ! 0 .k ! 1/

这表明两个子数列都收敛于 2.

例2.101设 x1 > x2 > 0, xnC2 D
p
xnC1xn,证明: lim

n!1
xn存在,并求极限

证明 由 xnC2 D
p
xnC1xn,易得

xnC2

xnC1
D

r
xn

xnC1
H) xnC2 D x2

r
xn

xnC1
�
xn�1

xn
� � �
x1

x2
D x2

r
x1

xnC1

由于

x2 < x3 D x2

r
x1

x2
< x1; x2 < x4 D x2

r
x1

x3
< x3

r
x1

x3
D x3 < x1;

推断出 fx2k�1g单调递减, fx2kg单调递增,且 x2 < x2kC1, x2k < x1. 应用数学归纳法证明
假设 x2 < x2k�1 < x2k�3, x2k�2 < x2k < x1,则

x2kC1 D x2

r
x1

x2k
< x2

r
x1

x2k�2

D x2k�1 > x2

x2kC2 D x2

r
x1

x2kC1

> x2

r
x1

x2k�1

D x2k < x1

由单调有界定理可知 fx2k�1g, fx2kg极限存在. 并且设

lim
n!1

x2k�1 D a ; lim
n!1

x2k D b

于是由

x2k�1 D x2

r
x1

x2k�2

; x2k D x2

r
x1

x2k�1

两边取极限可得

a D x2

r
x1

b
; b D x2

r
x1

a
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解得 a D b D
3

q
x1x

2
2 D lim

n!1
xn

例2.102设 x1 D a ⩾ 0, y1 D b ⩾ 0,且

xnC1 D
p
xnyn ; ynC1 D

1

2
.xn C yn/ ; n D 1; 2; � � � ;

则 lim
n!1

xn D lim
n!1

yn

证明 xn ⩾ 0 ; yn ⩾ 0是显然的. 由

ynC1 D
xn C yn

2
⩾ p

xnyn D xnC1 ;

得

xnC1 D
p
xnyn ⩾ p

xnxn D xn ;

ynC1 D
xn C yn

2
⩽ yn C yn

2
D yn :

知 fxng单调增加, fyng单调减少,又

xn ⩽ yn ⩽ y1 ; yn ⩾ xn ⩾ x1

所以 fxng, fyng有界. 即 lim
n!1

xn D A ; lim
n!1

yn D B 存在.

对 ynC1 D
xn C yn

2
两边取极限,得

B D
1

2
.AC B/ H) A D B

例2.103设 a0 D 3; an D a2n�1 � 2,证明: lim
n!1

an

a0a1 � � � an�1

D
p
5

证明 [7]

a2n � 4 D .an � 2/.an C 2/ D a2n�1.a
2
n�1 � 4/

D a2n�1a
2
n�2.a

2
n�2 � 4/

D � � �

D a2n�1a
2
n�2 � � � a20.a

2
0 � 4/ D 5a20a

2
1 � � � a2n�1 ;

注意到 lim
n!1

an D C1,从而有

lim
n!1

an

a0a1 � � � an�1
D lim
n!1

p
a2n � 4

a0a1 � � � an
�

vuut 1

1 �
4

a2
n

D
p
5 :

例2.104 (上海交通大学 1991年竞赛题)设 x1 D 1; x2 D 2,且

xnC2 D
p
xnC1 � xn .n D 1; 2; � � � /

求 lim
n!1

xn

证明 令 yn D ln xn,则由 xnC2 D
p
xnC1 � xn 得 ynC2 D

1

2
.ynC1 C yn/,故

ynC2 � ynC1 D �
1

2
.ynC1 � yn/ D

�
�
1

2

�2
.yn � yn�1/

D � � � D

�
�
1

2

�n
.y2 � y1/ D

�
�
1

2

�n
ln 2

移项得

ynC2D ynC1 C

�
�
1

2

�n
ln 2 D yn C

�
�
1

2

�n�1
ln 2C

�
�
1

2

�n
ln 2
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D � � � D y1 C

��
�
1

2

�0
ln 2C

�
�
1

2

�
ln 2C � � � C

�
�
1

2

�n
ln 2

�
D ln 2

�
1C

�
�
1

2

�
C

�
�
1

2

�2
C � � � C

�
�
1

2

�n�

D ln 2 �

1 �

�
�
1
2

�nC1

1C
1
2

D
2

3

�
1 �

�
�
1

2

�nC1
�

ln 2

故 lim
n!1

ynC2 D
2

3
lim
n!1

�
1 �

�
�
1

2

�nC1
�

ln 2 D
2

3
ln 2,于是

lim
n!1

xn D lim
n!1

xnC2 D lim
n!1

eynC2 D e
lim

n!1
ynC2

D 2
2
3

例2.105设数列 fxng, fyng满足 x1 D 2, y1 D 1,且满足

xnC1 D x2n C 1 ; ynC1 D xnyn

求证: lim
n!1

xn

yn
极限存在,假设极限为 A ,并且证明 A <

p
7

证明 由题设知
xnC1

ynC1
D
x2n C 1

xnyn
D
xn

yn
C

1

ynC1

由上式知

�
xn

yn

�
为严格增数列,且当 n ⩾ 2时

xn

yn
D
xn�1

yn�1
C

1

yn
D
xn�2

yn�2
C

1

yn�1
C

1

yn
D � � � D

x1

y1
C

1

y2
C

1

y3
C � � � C

1

yn
(2.6)

由条件 xnC1 D x2n C 1知 xnC1 ⩾ 2xn ; n D 1; 2 � � � ,从而 fxng严格增,并且
易得 xn ⩾ 2n�1x1 D 2n. 由条件 ynC1 D xnyn 知,对 n ⩾ 2,

1
ynC1

1
ynC1

D
yn

ynC1
D

1

xn

容易算出 x2 D 5, y2 D 2, y3 D 10利用上式知及 fxng的单调性知,对 n ⩾ 3,

1
yn

1
y2

D

nY
iD3

 
1
yi

1
yi�1

!
D

nY
iD3

1

xi�1
⩽D

nY
iD3

1

x2
D

�
1

5

�n�2

于是在 .2:6/式中,当 n ⩾ 2时,我们有

xn

yn
⩽ x1

y1
C

1

y2

�
1C

1

5
C

�1
5

�2
C � � � C

�1
5

�n�2
�

<
x1

y1
C
5

4
�
1

y2
D
2

1
C
5

4
�
1

2
D 2:625 <

p
7 .� 2:646/

从而由单调收敛定理知 lim
n!1

xn

yn
极限存在,并且由极限的保不等式性知此极限 A <

p
7

� 练习 2.4 a � 0, x0 D 0; xnC1 D
p
xn C a.aC 1/; n D 0; 1; 2; : : : . 计算下面这个极限

lim
n!1

�
aC 1

�2n�
aC 1 � xn

�
证明 (by tian27546)易得

aC 1 � xnC1

aC 1 � xn
D

1

.aC 1/C xnC1

H)
aC 1 � xnC1

aC 1 � xn
D

1

2.aC 1/

�
1C

aC 1 � xnC1

aC 1C xnC1

�
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so

aC 1 � xn D
1

2n.aC 1/n
.aC 1 � x0/

nY
iD1

�
1C

aC 1 � xi

aC 1C xi

�
� � � � � � .1/

显然我们有

aC 1 � xi �
.aC 1/ � x0

.aC 1/i

即

.aC 1 � x0/

nY
iD1

�
1C

aC 1 � xi

aC 1C xi

�
收敛.到一个常数 f .a/ 2 .0;1/,即

lim
n!1

2n.aC 1/n.aC 1 � xn/ D f .a/

显然我们很容易得到

f .a/ D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

1 a > 1

�2

4
a D 1

0 a < 1

� 练习 2.5假设 x0 D 1; xn D xn�1 C cos xn�1.n D 1; 2; � � � /,

证明:当 x ! 1时, xn �
�

2
D o

�
1

nn

�
.

证明 方法 1先证 1 � xn <
�

2
,得到 xn � xn�1 > 0,

由单调有界定理可知 xn 极限存在且 lim
n!1

D
�

2
. 下面用归纳法证明 lim

n!1
nn
�
xn �

�

2

�
D 0.

假设

lim
n!1

nn
�
xn �

�

2

�
D 0:

我们有

lim
n!1

.nC 1/nC1
�
xnC1 �

�

2

�
D lim
n!1

.nC 1/nC1
�
xn C cos xn �

�

2

�
D lim
n!1

.nC 1/nC1
�
xn C sin

��
2

� xn

�
�
�

2

�
D lim
n!1

.nC 1/nC1

�
xn C

��
2

� xn

�
�
1

6

��
2

� xn

�3
�
�

2

�
D �

1

6
lim
n!1

.nC 1/nC1
��
2

� xn

�3
D �

1

6
lim
n!1

.nC 1/nC1

n3n

h
nn
�
xn �

�

2

�i3
D 0:

方法 2：令 yn D
�

2
� xn,得到 yn D yn�1 � sinyn�1.可以证明

lim
n!1

ynC1

y3n
D
1

6
:

因此当 n > N 时,我们有
ynC1

y3n
<
1

2
:

因此

0 < yn <
1

2
y3n�1 <

�
1

2

�1C3

y3
2

n�2 < � � � <

�
1

2

�1C3C���C3n�N �2

y3
n�N �1

NC1 ;

即

0 < yn <

�
1

2

�.3n�N �1�1/=2
y3

n�N �1

NC1 :
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例2.106设 0 < x0 <
�

2
,令 xn D sin xn�1. 求 lim

n!1

n

lnn

�
1 �

nx2n
3

�
D
3

5

解 (1)由数学归纳法证明 fxng单调减少且有下界. 由 0 < x0 <
�

2
,得

0 < x1 D sin x0 < x0 <
�

2
I

假设 n D k 时,有 0 < xk <
�

2
成立. 当 n D k C 1时,

0 < xkC1 D sin xk < xk <
�

2
;

所以 fxng单调减少且有下界,故 lim
n!1

xn存在. 且易得 lim
n!1

xn D 0.

(2)由 Stolz定理证明 lim
n!1

nx2n D 3,我们有 sin x D x C
1

6
x3 C o.x3/. 由 (1)知,数列 f1=x2ng单调

增加且趋向于正无穷大.

lim
n!1

nx2n D lim
n!1

n

1=x2n

Stolz
HHHH lim

n!1

n � .n � 1/

1=x2n � 1=x2n�1

D lim
n!1

x2nx
2
n�1

x2n�1 � x2n

D lim
n!1

x2n�1 sin2 xn�1

.xn�1 � sin xn�1/.xn�1 C sin xn�1/

D lim
x!0

x2 sin x2

.x � sin x/.x C sin x/
tayor

HHHH 3

(3)求原极限. 由泰勒公式可得 sin2 x D x2 �
x4

3
C
2x6

45
x6 C o.x6/,故

lim
n!1

n

lnn

�
1 �

nx2n
3

�
D lim
n!1

nx2n
lnn

�
1

x2n
�
n

3

�
nx2

nD3
HHHHHH 3 lim

n!1

1

lnn

�
1

x2n
�
n

3

�
Stolz

HHHH 3 lim
n!1

1

x2
nC1

�
1

x2
n

�
1
3

ln.nC 1/ � lnn
通分

HHHH 3 lim
n!1

n

�
3x2n � 3x2nC1 � x2nx

2
nC1

3x2nx
2
nC1

�
D 3 lim

n!1
n

�
3x2n � 3 sin2 xn � x2n sin2 xn

3x2n sin2 xn

�
泰勒展开

HHHHHH 3 lim
n!1

n

� 1
5
x6n C o.x6n/

3x4n

�
D
1

5
lim
n!1

n
�
x2n C o.x2n/

�
D
3

5

例2.107设函数 fn.x/ D xn C nx � 2,
证明: fn.x/在 x > 0的范围内仅有一个根 an,并求极限 lim

n!1
.1C an/

n.

证明 由于 f 0
n.x/ D nxn�1

C n D n.xn�1
C 1/ > 0 .x > 0/.

所以函数 fn.x/在 x > 0时严格单调增加. 并且容易计算得到

fn.0/ D �2 < 0 ; f .2/ D 4C 2.n � 1/ ⩾ 4 > 0 .n ⩾ 1/

所以 fn.x/有且仅有唯一的正根.
当 n D 1时,有

fn.x/ D x C x � 2 D 0 H) x D 1 H) a1 D 1

当 n > 1时,由 fn.x/ D x.xn�1
C n/ � 2,可知,函数的根必须在位于 .0; 1/区间内.

根据函数表达式的结构,尝试探索令 x D
1

n
时,

fn

� 1
n

�
D

1

nn
C 1 � 2 D

1

nn
� 1 < 0
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随着 n增加,差距减小,考虑x D
2

n
代入,得

fn

� 2
n

�
D
2n

nn
C 2 � 2 D

2n

nn
> 0

即当 n ⩾ 2时,函数的根
1

n
< an <

2

n
. 于是

�
1C

1

n

�n
< .1C an/

n <

�
1C

2

n

�n
容易计算左边极限为 e,右边极限为 e2,夹逼准则使用失败!
尝试放大

1

n
或者缩小

2

n
减小一个数量级,比如考察

1

n
C

1

n2
;
2

n
�
2

n2
,则有

fn

�
1

n
C

1

n2

�
D

�
1

n
C

1

n2

�n
C n

�
1

n
C

1

n2

�
� 2 D

�
1

n
C

1

n2

�n
C
1

n
� 1

<
1

n
C

1

n2
C
1

n
� 1 < 0 .n > 3/

fn

�
2

n
�
2

n2

�
D

�
2

n
�
2

n2

�n
C n

�
2

n
�
2

n2

�
� 2 D

�
2

n
�
2

n2

�n
�
2

n�
2

n
�
2

n2

�
�
2

n
D �

2

n2
< 0

所以可以考虑的区间为

�
1

n
C

1

n2
;
2

n

�
,
�
2

n
�
2

n2
;
2

n

�
于是分别求极限

lim
n!1

�
1C

1

n
C

1

n2

�n
D e

lim
n!1

n�
nC1

n
D e

lim
n!1

�
1C

2

n
�
2

n2

�n
D e

lim
n!1

n� 2n�2

n2
D e2

所以由以上分析可知方程的根位于

�
2

n
�
2

n2
;
2

n

�
区间内,

并且可得 lim
n!1

.1C an/
n

D e2

例2.108设数列 fang满足 a1 D 1�anC1 D an C e�an ,求极限 lim
n!1

n
an � lnn

lnn
解 (by向禹)首先由递推式 a1 D 1; anC1 D an C e�an 显然归纳可得 an > ln.nC 1/.
因此

.anC1 � ln.nC 1// � .an � lnn/ D e�an � ln
�
1C

1

n

�
<

1

nC 1
�
1

n
< 0:

这说明 bn D an � lnn是单调递减的正数列,因此 lim
n!1

bn D b存在. 代入原递推式可得

bnC1 D bn � ln
�
1C

1

n

�
C
e�bn

n
:

如果 b > 0,则存在 N 2 N,当 n ⩾ N 时, bn >
b

2
都成立. 则

bnC1 < bn � ln
�
1C

1

n

�
C
e� b

2

n
< bn �

1

nC 1
�
e� b

2

n
< bn �

C

n
:

这里 C > 0为常数. 由调和级数的发散性可知这不可能,因此 lim
n!1

bn D b D 0. 因此

bnC1 D bn � ln
�
1C

1

n

�
C
e�bn

n
D

�
1 �

1

n

�
bn C

1

2n2
C o

�
1

n2

�
:

于是

nbnC1 D .n � 1/bn C
1

2n
C o

�
1

n

�
D .1C o.1//

nX
kD1

1

2k
D
1

2
lnnC o.lnn/:
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这说明 bn D
lnn
2n

C o

� lnn
n

�
,因此

lim
n!1

n
an � lnn

lnn
D lim
n!1

n

lnn

� lnn
2n

C o

� lnn
n

��
D
1

2

例2.109设方程 xn C x D 1在 .0; 1/中的根为 an .n 2 NC/

(1) 求证: 数列 an是单调递增

(2) 求证: lim
n!1

an D 1

(3) 求证: lim
n!1

n

lnn
.an � 1/ D 1

(4) 求极限 lim
n!1

n

ln.lnn/

�
1 � an �

lnn
n

�
D 1的值

解 (by西西) (1)利用零点定理和单调性知道 xn C x D 1在 .0; 1/中有唯一正实数根. 设 fn.x/ D

xn C x � 1,则有
fn.an/ D 0 H) .an/

n
C an D 1

由于 f 0
n.x/ D nxn�1

C 1 > 0,即 fn.x/关于 x单调递增,且注意到

fnC1.anC1/ D .anC1/.anC1/
nC1

C anC1 C 1 D .anC1/
n

� .anC1/
nC1

> 0 D fn.an/ ; 0 < anC1 < 1

所以有 anC1 > an

(2): 注意到 0 < an < 1且对任意 " > 0,我们考虑

fn.1 � "/ D .1 � "/n C .1 � "/ � 1 D .1 � "/n � " ! �" ! 0; n ! 1

故 1 � " < an < 1; n ! 1. 由于 "的任意性,故有 lim
n!1

an D 1

(3)法 1. 令 an D 1 � ",则有

.1 � "/n � " D 0 H) n D
ln "

ln.1 � "/
�
1

"
ln 1
"
; ." ! 0/

则我们只要证明

lim
n!1

n

lnn
.an � 1/ D 1 () lim

x!0C

x �
lnx

ln.1�x/

ln
� lnx

ln.1�x/

� D 1

注意到

ln.1 � x/ D �x C o.x2/ H) x �
ln x

ln.1 � x/
D � ln x C o.ln x/

令 u D x �
ln x

ln.1 � x/
,则原极限等价于求

lim
x!0

u

lnu � ln x
D lim
x!0

1
lnu
u

�
lnx
u

D 1

法 2. 由于
1

"
ln 1
"

�
n

lnn
ln n

lnn
D

n

lnn
�

lnn � ln lnn
�

� n

可得 " !
lnn
n
; .n ! 1/,所以有

lim
n!1

n

lnn
.an � 1/ D lim

n!1

n

lnn
" D 1

(4). 设 an D 1 �
1

n
.lnn/bn,则有 .an/

n
D 1 � an即 n ln an D ln.1 � an/,也就是

n ln
�
1 �

1

n
.lnn/bn

�
D ln

�
1

n
.lnn/bn

�
:
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注意到 an ! 1和 ln.1 � x/ D �x CO.x2/当 x ! 0时,

ln
�
1 �

1

n
.lnn/bn

�
D �

1

n
.lnn/bn C o.1=n/:

由 .3/知: bn ! 1; ln bn D o.1/则有

�.lnn/bn C o.1/ D ln lnn � lnnC o.1/

也就是

bn D 1 �
ln lnn
lnn

C o.1= lnn/;

意思是

1 � an �
lnn
n

C
ln lnn
n

D o.1=n/;

等价于
n

ln.lnn/

�
1 � an �

lnn
n

�
D �1C o.1= ln lnn/;

那么有

lim
n!1

n

ln.lnn/

�
1 � an �

lnn
n

�
D 1:

例2.110设 fangn⩾2 为

an D

s
1C

r
2C

q
3C � � � C

p
n :

显然,可以证明 ` D lim
n!1

an 存在,证明: lim
n!1

p
n

n
p
` � an D

p
e

2

证明 (by ytdwdw)显然数列 fang单调递增,对于一切 n皆有 2n > lnn,故有

e2
n

> n .n D 1; 2; � � � /

这样

an <

r
e2 C

q
e2

2
C � � � C

p
e2

n
< e

r
1C

q
1C � � � C

p
1 D

e

2
.1C

p
5/

故数列 fang单调递增有上界，即 lim
n!1

an 存在. 对于 x ⩾ 1,记

an.x/ D

s
x C

r
x C 1C

q
x C 2C � � � C

p
x C n � 1 ; `.x/ D lim

n!1
an.x/

易见

` D `.1/ D

s
1C

r
2C

q
3C � � � C

p
nC `.nC 1/ ;

p
n ⩽ `.n/ ⩽

p
n

s
1C

r
1C

q
1C � � � C

p
1C � � � D

1C
p
5

2

p
n ;

H) lim
n!1

`.n/
p
n

D lim
n!1

p
nC `.nC 1/

p
n

D 1 :

又记

fn.x/ D

s
1C

r
2C

q
3C � � � C

p
nC x ; x ⩾ �n :

则存在 � 2 .0; `.nC 1//使得

` � an D fn.`.nC 1// � fn.0/ D f 0
n.�/`.nC 1/
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D `.nC 1/

nY
jD1

1

2

r
j C

q
j C 1C � � � C

p
nC �

从而

`.nC 1/

2n
p
nŠ

nY
jD1

p
j

`.j /
⩽ ` � an ⩽ `.nC 1/

2n
p
nŠ

对于正数列 fbng,若 lim
n!1

bnC1

bn
存在,则由 Stolz公式

lim
n!1

n
p
bn D lim

n!1
e

ln bn
n D lim

n!1
e

ln bnC1
bn D lim

n!1

bnC1

bn
:

由此可得

lim
n!1

p
n

�
`.nC 1/

2n
p
nŠ

� 1
n

D
1

2

s
lim
n!1

�nn
nŠ

� 1
n

D
1

2

s
lim
n!1

.nC 1/nC1=.nC 1/Š

nn=nŠ
D

p
e

2

lim
n!1

0@ nY
jD1

p
j

`.j /

1A 1
n

D lim
n!1

p
n

`.n/
D 1

因此,由夹逼准则得到 lim
n!1

p
n

n
p
` � an D

p
e

2
.

2.5 Toeplitz定理和 Stolz定理

定理 2.19. Toeplitz定理

~

设 n; k 2 N; tnk ⩾ 0且
nX
kD1

tnk D 1, lim
n!1

tnk D 0. 如果 lim
n!1

an D a.

证明: lim
n!1

nX
kD1

tnkak D a

证明 由 lim
n!1

an D a知, 9M > 0,使 jan � aj < M , 8n 2 N.

8 " > 0, 9N1 2 N,当 n > N1 时,有 jan � aj <
"

2
固定 N1,因为 lim

n!1
tnk D 0.

故 9N2 2 N,当 n > N2 时,有
0 ⩽ tnk ⩽ "

2N2M
; k D 1; 2; � � � ; N2:

令 N D maxfN1; N2g,当 n > N 时,利用等式
nX
kD1

tnk D 1有

ˇ̌̌̌
ˇ̌ nX
kD1

tnkak � a

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌ nX
kD1

tnkak �

nX
kD1

tnka

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌ nX
kD1

tnk.ak � a/

ˇ̌̌̌
ˇ̌

⩽ tn1ja1 � aj C � � � C tnN1
jaN1

� aj C tnN1C1jaN1C1 � aj C � � � C tnnjan � aj

< M.tn1 C � � � C tnN1
/C

"

2
.tnN1C1 C � � � C tnn/

⩽M �N1 �
"

2N1M
C
"

2
� 1 D "

所以 lim
n!1

nX
kD1

tnkak D a

例2.111设数列 fang与 fbng满足
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1. bn > 0, b0 C b1 C � � � C bn ! C1; .n ! C1/

2. lim
n!C1

an

bn
D s

则 lim
n!C1

a0 C a1 C � � � C an

b0 C b1 C � � � C bn
D s

解设 tnk D
bk

b0 C b1 C b2 C � � � C bn
, k D 0; 1; 2; � � � ; n. 显然 tnk > 0,且

nX
kD0

tnk D 1; lim
n!C1

tnk D lim
n!C1

bk

b0 C b1 C b2 C � � � C bn
D 0

于是

lim
n!C1

a0 C a1 C � � � C an

b0 C b1 C � � � C bn
D lim
n!C1

1

b0 C b1 C b2 C � � � C bn

�
b0
a0

b0
C b1

a1

b1
C � � � C bn

an

bn

�
D lim
n!C1

nX
kD0

�
bk

b0 C b1 C b2 C � � � C bn
�
ak

bk

�

D lim
n!C1

nX
kD0

tnk
ak

bk

Topelitz
HHHHH lim

n!C1

an

bn
D s

例2.112设 pk > 0; k D 1; 2; � � � ,且 lim
n!1

pk

p1 C p2 C � � � C pn
D 0, lim

n!1
an D a.

证明:
lim
n!1

p1an C p2an�1 C � � � C pna1

p1 C p2 C � � � C pn
D 0

解 设 tnk D
pn�kC1

p1 C p2 C � � � C pn
, k D 1; 2; � � � ; n, n D 1; 2; � � � , 则 tnk > 0 且

nX
kD1

tnk D 1. 再由

pk > 0 ) p1 C p2 C � � � C pn > p1 C p2 C � � � C pn�kC1. 于是

0 < tnk D
pn�kC1

p1 C p2 C � � � C pn
<

pn�kC1

p1 C p2 C � � � C pn�kC1

! 0 .n ! 1/

由夹逼准则知 lim
n!1

tnk D 0.

再由 lim
n!1

an D a,可知 9M > 0, s.t. 对任意的 n 2 NC, jan � aj < M . 同时,对任意的 " > 0,

9N 2 NC,当 n > N1 时,有 jan � aj <
"

2
.

固定 N1,由 lim
n!1

tnk D 0可知 9N2 2 NC,当 n > N2时,有

jtnkj <
"

2N1M
; k D 1; 2; � � � ; N1

令 N D maxfN1; N2g,当 n > N 时,有ˇ̌̌̌
p1an C p2an�1 C � � � C pna1

p1 C p2 C � � � C pn

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌ nX
kD1

tnkak � a

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌ nX
kD1

tnkak �

nX
kD1

tnka

ˇ̌̌̌

⩽
nX
kD1

tnkjak � aj < M.tn1 C tn2 C � � � C tnN1
/C

"

2
.tnN1C1 C � � � C tnn/ < "

即 lim
n!1

p1an C p2an�1 C � � � C pna1

p1 C p2 C � � � C pn
D 0

例2.113 (武大,2011)已知数列 fang非负且单调递减,且 lim
n!1

bn D b,证明

lim
n!1

a1bn C a2bn�1 C � � � C anb1

a1 C a2 C � � � C an
D b

解 设 tnk D
an�kC1

a1 C a2 C � � � C an
, k D 1; 2; � � � ; n, n D 1; 2; � � � , 则 tnk > 0 且

nX
kD1

tnk D 1. 再由
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an ⩾ 0; an ⩽ an�1 ) a1 C a2 C � � � C an ⩾ a1 C a2 C � � � C an�kC1 ⩾ .n � k C 1/an�kC1. 于是

0 ⩽ tnk ⩽ an�kC1

.n � k C 1/an�kC1

D
1

n � k C 1
! 0 .n ! 1/

由夹逼准则知 lim
n!1

tnk D 0.

再由 lim
n!1

bn D b,可知 9M > 0, s.t. 对任意的 n 2 NC, jbn � bj < M . 同时,对任意的 " > 0,

9N 2 NC,当 n > N1 时,有 jbn � bj <
"

2
.

固定 N1,由 lim
n!1

tnk D 0可知 9N2 2 NC,当 n > N2时,有

jtnkj <
"

2N1M
; k D 1; 2; � � � ; N1

令 N D maxfN1; N2g,当 n > N 时,有ˇ̌̌̌
a1bn C a2bn�1 C � � � C anb1

a1 C a2 C � � � C an
� b

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌ nX
kD1

tnkbk � b

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌ nX
kD1

tnkbk �

nX
kD1

tnkb

ˇ̌̌̌

⩽
nX
kD1

tnkjbk � bj < M.tn1 C tn2 C � � � C tnN1
/C

"

2
.tnN1C1 C � � � C tnn/ < "

即 lim
n!1

a1bn C a2bn�1 C � � � C anb1

a1 C a2 C � � � C an
D b

定理 2.20.
1

1
型 Stolz公式

~

设数列 fxng, fyng满足 lim
n!1

xn D C1 , lim
n!1

yn D C1且 fxng严格增.
如果

lim
n!1

yn � yn�1

xn � xn�1

D a .实数 ; C1 ; �1/ ;

则

lim
n!1

yn

xn
D a D lim

n!1

yn � yn�1

xn � xn�1

证明 [6]令 an D yn � yn�1, bn D xn � xn�1,其中 y0 D 0 D x0. 于是 bn > 0. 令

tnm D
bm

b1 C b2 C � � � C bn
; m D 1; 2; � � � ; n

则 tnm > 0,且

tn1 C tn2 C � � � C tnm D

nX
kD1

tnk D
b1 C b2 C � � � C bn

b1 C b2 C � � � C bn
D 1

lim
n!1

tnm D lim
n!1

bm

b1 C b2 C � � � C bn
D lim
n!1

xm � xm�1

xn
D 0

则

lim
n!1

yn

xn
D lim
n!1

a1 C a2 C � � � C an

b1 C b2 C � � � C bn

D lim
n!1

�
b1

b1 C b2 C � � � C bn
�
a1

b1
C � � � C

bn

b1 C b2 C � � � C bn
�
an

bn

�
D lim
n!1

�
tn1 �

a1

b1
C � � � C tnn �

an

bn

�
Toeplitz

HHHHHH lim
n!1

an

bn
D lim
n!1

yn � yn�1

xn � xn�1
D a
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定理 2.21.
�

1
型 Stolz公式

~

设有数列 fxng, fyng,其中 fxng严格增,且 lim
n!1

xn D C1

.注意: 不必 lim
n!1

yn D C1/. 如果

lim
n!1

yn � yn�1

xn � xn�1

D a .实数 ; C1 ; �1/ ;

则

lim
n!1

yn

xn
D a D lim

n!1

yn � yn�1

xn � xn�1

证明 (1) a为实数.
8 " > 0,因为 lim

n!1

yn � yn�1

xn � xn�1
D a,所以 9N1 2 N,当 n > N1 时,有

ˇ̌̌̌
yn � yn�1

xn � xn�1
� a

ˇ̌̌̌
<
"

2
;

即

a �
"

2
<
yn � yn�1

xn � xn�1
< aC

"

2
;�

a �
"

2

� �
xn � xn�1

�
< yn � yn�1 <

�
aC

"

2

� �
xn � xn�1

�
:

类推有 �
a �

"

2

� �
xn�1 � xn�2

�
< yn�1 � yn�2 <

�
aC

"

2

� �
xn�1 � xn�2

�
;

:::�
a �

"

2

� �
xN1C1 � xN1

�
< yN1C1 � yN1

<
�
aC

"

2

� �
xN1C1 � xN1

�
:

将上面各式相加得到 �
a �

"

2

� �
xn � xN1

�
< yn � yN1

<
�
aC

"

2

� �
xn � xN1

�
:

a �
"

2
<
yn � yN1

xn � xN1

< aC
"

2
:

对固定的 N1,因为 lim
n!1

xn D C1,所以, 9N > N1, s.t. 当 n > N 时,有

yN1
� axN1

xn
<
"

2
; 0 <

xN1

xn
< 1

于是 ˇ̌̌̌
yN1

xn
� a

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
yn � yN1

xn
C
yN1

� axN1

xn
� a

�
1 �

xN1

xn

�ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
yN1

� axN1

xn
�

�
1 �

xN1

xn

��
yn � yN1

xn � xN1

� a

�ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
yN1

� axN1

xn

ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌
yn � yN1

xn � xN1

� a

ˇ̌̌̌
<
"

2
C
"

2
D "

这就证明了 lim
n!1

yn

xn
D a

(2) a D C1

因为 lim
n!1

yn � yn�1

xn � xn�1
D a D C1,所以 9N 2 N,当 n > N 时,有

yn � yn�1

xn � xn�1
> 1 ; yn � yn�1 > xn � xn�1 > 0

即 fyng严格增. 又由于

yn � yN D .yn � yn�1/C .yn�1 � yn�2/C � � � C .yN1C1 � yN /
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> .xn � xn�1/C .xn�1 � xn�2/C � � � C .xN1C1 � xN /

D xn � xN ;

根据 lim
n!1

xn D C1,知 lim
n!1

yn D C1. 应用 (1)的结果得到

lim
n!1

xn

yn
D lim
n!1

xn � xn�1

yn � yn�1
D lim
n!1

1

�
yn � yn�1

xn � xn�1
D 0

于是

lim
n!1

yn

xn
D lim
n!1

1

�
xn

yn
D C1 D lim

n!1

yn � yn�1

xn � xn�1

(3) a D �1

由 .2/知,

lim
n!1

�yn

xn
D lim
n!1

.�yn/ � .�yn�1/

xn � xn�1

D � lim
n!1

yn � yn�1

xn � xn�1
D C1

即

lim
n!1

yn

xn
D � lim

n!1

�yn

xn
D �1 D lim

n!1

yn � yn�1

xn � xn�1
:

�
注意当 lim

n!1

yn � yn�1

xn � xn�1

D 1时, fxng严格增且 lim
n!1

xn D C1时,并不能推出

lim
n!1

yn

xn
D 1

反例: xn D n ; yn D
�
1C .�1/n

�
n2,此时 lim

n!1

yn � yn�1

xn � xn�1

D 1,但是 lim
n!1

yn

xn
¤ 1

定理 2.22.
0

0
型 Stolz公式

~

设有数列 fxng, fyng,其中 fxng严格减,且 lim
n!1

xn D 0, lim
n!1

yn D 0. 如果

lim
n!1

yn � yn�1

xn � xn�1

D a .实数 ; C1 ; �1/ ;

则

lim
n!1

yn

xn
D a D lim

n!1

yn � yn�1

xn � xn�1

证明 (1) a为实数.
8A > 0,因为 lim

n!1

yn � ynC1

xn � xnC1
D lim
n!1

yn � yn�1

xn � xn�1
D a,所以 9N 2 N,当 n > N 时,有

ˇ̌̌̌
yn � ynC1

xn � xnC1
� a

ˇ̌̌̌
<
"

2
;

即

a �
"

2
<
yn � ynC1

xn � xnC1
< aC

"

2
; xn � xnC1 > 0�

a �
"

2

� �
xn � xnC1

�
< yn � ynC1 <

�
aC

"

2

� �
xn � xnC1

�
:

类推有 �
a �

"

2

� �
xnC1 � xnC2

�
< ynC1 � ynC2 <

�
aC

"

2

� �
xnC1 � xnC2

�
;

:::�
a �

"

2

� �
xnCp�1 � xnCp

�
< ynCp�1 � ynCp <

�
aC

"

2

� �
xnCp�1 � xnCp

�
:
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将上面各式相加得到 �
a �

"

2

� �
xn � xnCp

�
< yn � ynCp <

�
aC

"

2

� �
xn � xnCp

�
:

令 p ! C1,由 xnCp ! 0, ynCp ! 0,得到�
a �

"

2

�
xn ⩽ yn ⩽

�
a �

"

2

�
xn

由于 xn > 0,有
a � " < a �

"

2
⩽ yn

xn
⩽ aC

"

2
< aC "

所以, lim
n!1

yn

xn
D a:

(2) a D C1

8A > 0,因为 lim
n!1

yn � ynC1

xn � xnC1
D lim
n!1

yn � yn�1

xn � xn�1
D C1,所以 9N 2 N,当 n > N 时,有

yn � ynC1

xn � xnC1
> 2A; ;

类似上述论证有

yn � ynCp > 2A.xn � xnCp/ :

令 p ! C1,由 ynCp ! 0, xnCp ! 0,得到

yn ⩾ 2Axn ;
yn

xn
⩾ 2A > A ;

所以,
lim
n!1

yn

xn
D C1

(3) a D �1

类似 (2)的证明或将 .2/的结论应用到 f�yng即得

例2.114设 an D
1ŠC 2ŠC 3ŠC � � � C nŠ

nŠ
, n 2 NC,求 fang的极限。

证明方法 1直接用 Stolz定理计算如下

lim
n!1

1ŠC 2ŠC 3ŠC � � � C nŠ

nŠ
D lim
n!1

.nC 1/Š

.nC 1/Š � nŠ
D lim
n!1

.nC 1/Š

nŠn
D 1

方法 2(夹逼准则)因为

1ŠC 2ŠC 3ŠC � � � C nŠ

nŠ
D
1ŠC 2ŠC 3ŠC � � � C .n � 2/Š

nŠ
C
.n � 1/Š

nŠ
C 1

其中

0 <
1ŠC 2ŠC 3ŠC � � � C .n � 2/Š

nŠ
<
.n � 2/.n � 2/Š

nŠ
! 0

故

lim
n!1

1ŠC 2ŠC 3ŠC � � � C nŠ

nŠ
D 1

例2.115求极限: lim
n!1

1

n

�p
12 C 1C

p
22 C 2C � � � C

p
n2 C n �

n.nC 1/

2

�
.

解令 xn D

nX
kD1

�p
k2 C k � k

�
; yn D n,显然 xn � xn�1 > 0.

lim
n!1

nP
kD1

�p
k2 C k � k

�
n

Stolz
HHHH lim

n!1

xn � xn�1

yn � yn�1

D lim
n!1

p
n2 C n � n

n � .n � 1/

D lim
n!1

n
p
n2 C nC n

D
1

2
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例2.116求极限: lim
n!1

nP
jD1

jP
iD1

i

n3

解

lim
n!1

nP
jD1

jP
iD1

i

n3
D lim
n!1

1C .1C 2/C � � � C .1C 2C � � � C n/

n3

Stolz
HHHHH lim

n!1

1C 2C � � � C n

n3 � .n � 1/3

D lim
n!1

1
2
n.nC 1/

3n2 � 3nC 1

D
1

6

例2.117求极限: lim
n!1

�
2

22 � 1

� 1

2n�1
�

22

23 � 1

� 1

2n�2

� � �

�
2n�1

2n � 1

� 1
2

证明 设

xn D

�
2

22 � 1

� 1

2n�1

 
22

23 � 1

! 1

2n�2

� � �

 
2n�1

2n � 1

! 1
2

则

ln xn D
1

2n�1
ln 2

22 � 1
C

1

2n�2
ln 22

23 � 1
C � � � C

1

2
ln 2n�1

2n � 1

D
1

2n�1

 
ln 2

22 � 1
C 2 ln 22

23 � 1
C � � � C 2n�2 ln 2n�1

2n � 1

!

因为 2n�1
! C1应用 Stolz定理,得

lim
n!1

ln xn D lim
n!1

2n�2 ln 2n�1

2n�1

2n�1 � 2n�2
D lim
n!1

1

2 �
1

2n�1

D � ln 2

例2.118求极限: lim
n!1

1C 11C � � � C

.nC1/个1‚…„ƒ
11 � � � 1

10n

解

lim
n!1

1C 11C � � � C

.nC1/个1‚…„ƒ
11 � � � 1

10n
D lim
n!1

nP
kD0

kP
iD0

10i

10n
Stolz

HHHH lim
n!1

nC1P
iD0

10i

10nC1 � 10n

D lim
n!1

10nC2�1
10�1

10n.10 � 1/
D
100

81

例2.119求极限: lim
n!1

nP
kD0

lnC kn

n2

解

lim
n!1

nP
kD0

lnC kn

n2
Stolz

HHHH lim
n!1

nC1P
kD0

lnC knC1 �

nP
kD0

lnC kn

.nC 1/2 � n2

D lim
n!1

nP
kD0

ln Ck
nC1

Ck
n

� lnC nC1
nC1

2nC 1
D lim
n!1

nP
kD0

ln nC1
n�kC1

2nC 1
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D lim
n!1

.nC 1/ ln.nC 1/ �

nC1P
kD0

ln k

2nC 1

Stolz
HHHH lim

n!1

.nC 1/ ln.nC 1/ � n lnn � ln.nC 1/

.2nC 1/ � .2n � 1/

D lim
n!1

ln
�
nC1
n

�n
2

D
1

2

例2.120求极限: lim
n!1

n2

 
�2

6
�

nX
kD1

1

k2
�
1

n

!

解令 yn D
�2

6
�

nX
kD1

1

k2
�
1

n
, xn D

1

n2
. 显然 fxng单调递减并趋于 0.

注意到
1X
kD1

1

k2
D
�2

6
,故 fyng ! 0,利用 Stolz公式

原极限 D lim
n!1

�2

6
�

nP
kD1

1
k2 �

1
n

1
n2

D lim
n!1

yn � yn�1

xn � xn�1

D lim
n!1

1
n2.n�1/

1�2n
n2.n�1/2

D lim
n!1

n � 1

1 � 2n
D �

1

2

� 练习 2.6求极限: lim
n!C1

.
2

3
/

1

2n�1 .
4

7
/

1
2n�2 � � � .

2n�1

2n � 1
/
1
2

解令

xn D .
2

3
/

1

2n�1 .
4

7
/

1
2n�2 � � � .

2n�1

2n � 1
/

1
2

则

ln xn D
1

2n�1
ln 2
3

C
1

2n�2
ln 4
7

C � � � C
1

2
ln 2n�1

2n � 1

D
1

2n�1

�
ln 2
3

C 2 ln 4
7

C � � � C 2n�2 ln 2n�1

2n � 1

�
应用 Stolz公式求极限

lim
n!1

ln xn D lim
n!1

2n�2 ln 2n�1

2n�1

2n�1 � 2n�2
D lim
n!1

ln 1

2 �
1

2n�1

D ln 1
2

故

lim
n!1

xn D lim
n!1

.
2

3
/

1

2n�1 .
4

7
/

1
2n�2 � � � .

2n�1

2n � 1
/

1
2 D

1

2

� 练习 2.7求极限: lim
n!1

1

.2n � 1/2011

n�1X
kD0

Z .2kC1/�

2k�

x2010 sin3 x cos2 xdx

解根据推广的积分第一中值定理，对每个正整数 n 9 �n 2 .0; 1/使得Z .2nC1/�

2n�

x2010 sin3 x cos2 xdx D ..2nC �n/�/
2010

Z .2nC1/�

2n�

sin3 x cos2 xdx

由此得 Z .2nC1/�

2n�

x2010 sin3 x cos2 xdx
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D
�
.2n�/2010 C o.n2010/

� Z 2n�C�

2n�

sin3 x cos2 xdx

D
�
.2n�/2010 C o.n2010/

� �cos 5x
80

�
cos 3x
48

�
cos x
8

� ˇ̌̌̌
ˇ
.2nC1/�

2n�

D
4

15
..2n�/2010 C o.n2010// .n ! 1/

另外

.2nC 1/2011 � .2n � 1/2011 D 4022.2n/2010 C o.n2010/ .n ! 1/

根据 Stolz定理

lim
n!1

1

.2n � 1/2011

n�1X
kD0

Z .2kC1/�

2k�

x2010 sin3 x cos2 xdx

D lim
n!1

Z .2nC1/�

2n�

x2010 sin3 x cos2 xdx

.2nC 1/2011 � .2n � 1/2011

D
2

30165
lim
n!1

.2n�/2010 C o.n2010/

.2n/2010 C o.n2010/

D
2�2010

30165

此题的更一般结果为

lim
n!1

1

.2n � 1/pC1

n�1X
kD0

Z .2kC1/�

2k�

xp sin3 x cos2 xdx D
2�p

15.p C 1/
.p > 0/

例2.121对 n 2 NC,定义

Sn D 1C
n � 1

nC 2
C
n � 1

nC 2
�
n � 2

nC 3
C � � � C

n � 1

nC 2
�
n � 2

nC 3
� � � � �

1

2n

证明: lim
n!1

Sn
p
n

D
�

2

解 (by AoPs5) First, we simplify the expression for Sn:

Sn D 1C

n�1X
kD1

.n � 1/.n � 2/ � � � .n � k/

.nC 2/.nC 3/ � � � .nC k C 1/

D 1C

n�1X
kD1

.n � 1/Š=.n � k � 1/Š

.nC k C 1/Š=.nC 1/Š

D 1C

n�1X
kD1

.nC 1/Š.n � 1/Š

.nC k C 1/Š.n � k � 1/Š

D

n�1X
kD0

.nC 1/Š.n � 1/Š

.nC k C 1/Š.n � k � 1/Š

D .nC 1/Š.n � 1/Š

n�1X
kD0

1

.nC k C 1/Š.n � k � 1/Š

D
.nC 1/Š.n � 1/Š

.2n/Š

n�1X
kD0

.2n/Š

.nC k C 1/Š.n � k � 1/Š

D
.nC 1/Š.n � 1/Š

.2n/Š

n�1X
kD0

�
2n

n � k � 1

�
5https://artofproblemsolving.com/community/c7t116f7h1617426limitcalculus

https://artofproblemsolving.com/community/c7t116f7h1617426_limit_calculus
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D
1�
2n
nC1

� n�1X
kD0

�
2n

k

�

D
1�
2n
nC1

� �
1

2

""
2nX
kD0

�
2n

k

�#
�

�
2n

n

�#

D
1

2
�
2n
nC1

� "22n �

�
2n

n

�#

Sn D
22n �

�
2n
n

�
2
�
2n
nC1

�
Then, we hammer at the resulting expression with Stirling’s approximation:

lim
n!1

Sn
p
n

D lim
n!1

22n �
�
2n
n

�
2
p
n
�
2n
nC1

�
D lim
n!1

22n �
.2n/Š
nŠnŠ

2
p
n �

.2n/Š
.nC1/Š.n�1/Š

D lim
n!1

22n �

p
2�.2n/

�
2n
e

�2n
p
2�n

�
n
e

�n p
2�n

�
n
e

�n
2
p
n �

p
2�.2n/

�
2n
e

�2np
2�.nC 1/

�
nC1
e

�nC1p
2�.n � 1/

�
n�1
e

�n�1

D lim
n!1

22n �

p
2�.2n/.2n/2n

p
2�n.n/n

p
2�n.n/n

2
p
n �

p
2�.2n/.2n/2np

2�.nC 1/.nC 1/nC1
p
2�.n � 1/.n � 1/n�1

D lim
n!1

22n �
.2n/2n

p
�n.n/2n�

2
p
n

p
n.2n/2n

p
�

p
nC 1.nC 1/nC1

p
n � 1.n � 1/n�1

�

D lim
n!1

22n �
22n

p
�n 

.2n/2nC1

p
�.nC 1/nC 3

2 .n � 1/n� 1
2

!

D lim
n!1

.nC 1/nC 3
2 .n � 1/n� 1

2

�
22n �

22n
p
�n

�
.2n/2nC1

p
�

D lim
n!1

.nC 1/nC 3
2 .n � 1/n� 1

2 22n
�p
�n � 1

�
.2n/2nC1

p
n

D lim
n!1

.nC 1/nC 3
2 .n � 1/n� 1

2

�p
�n � 1

�
2n2nC 3

2

D lim
n!1

n2nC 3
2
p
�

2n2nC 3
2
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D

p
�

2

例2.122设 x1 2 .0; 1/, xnC1 D xn.1 � xn/, 8n � 1,证明： lim
n!1

nxn D 1:

证明 法 1. 有 0 < xn < 1;8n � 1; xnC1 D xn .1 � xn/ < xn,即数列 fxng单调递减有界，

设

xn ! a .n ! 1/ ; a D a .1 � a/ ; a D 0;

有

lim
n!1

xn D 0;

lim
n!1

�
1

xnC1
�
1

xn

�
D lim
n!1

1

1 � xn
D 1;

由 Stolz公式，
lim
n!1

nxn D lim
n!1

n
1
xn

D lim
n!1

n � .n � 1/
1
xn

�
1

xn�1

D 1:

法 2. 首先由归纳法容易证明:
xn <

1

n
)

xnC1

xn
D 1 � xn >

n � 1

n
:

因而 fnxnC1g是递增数列,且
nxnC1 <

n

nC 1
< 1:

这意味着 lim
n!1

nxnC1 存在,从而 lim
n!1

nxn 存在. 我们假设

lim
n!1

nxn D ˇ � 1:

用反证法,如果 ˇ < 1,我们取 � D
ˇ C 1

2
< 1,则存在充分大的 k使得

8n � k W xn <
�

n
)

xnC1

xn
� 1 �

�

n
:

并且

log
�
1 �

�

n

�
� �

1

2

�
1

�
C 1

�
�

n
; 8n � k:

所以

xm

xk
�

m�1Y
nDk

�
1 �

�

n

�
) xm � xk exp

8<:�
�C 1

2

m�1X
nDk

1

n

9=; :
可知

lim
m!1

mxm D C1:

得到矛盾. 所以 ˇ D 1.�
注意 [8](by maorenfeng88)考虑 p > 0的情况，套路如下：

已知 anC1 D f .an/和 a1，证明 an与 n� 1
p 同阶。

1. 第一步，证明 an ! 0。（根据要证的结果可以看出，这个肯定是对的。）

2. 第二步，把 n� 1
p 次数去掉，然后用 stolz：lim a

�p
n

n
D lim

a
�p
nC1 � a

�p
n

.nC 1/ � n
.

3. 第三步，把anC1 D f .an/代入，并利用归结原则换元an D t：lim
a

�p
nC1 � a

�p
n

.nC 1/ � n
D lim
t!0

Œf �p.t/�

t�p�

� 练习 2.8设 n 2 NC; In D

Z �
2

0

sin2 nt
sin t

dt ,计算极限 lim
n!1

In

lnn

解利用 sin2ntD1 � cos 2nt
2

,可得In D

Z �
2

0

sin2nt
sin t

dtD
Z �

2

0

1 � cos 2nt
2 sin t

dt
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所以

InC1 � In D

Z �
2

0

1 � cos 2.nC 1/t

2 sin t
dt �

Z �
2

0

1 � cos 2nt
2 sin t

dt

D

Z �
2

0

cos 2nt � cos 2.nC 1/t

2 sin t
dt

利用和差化积公式

cos˛ � cosˇ D �2 sin ˛ C ˇ

2
sin ˛ � ˇ

2

有:

InC1 � In D

Z �
2

0

2 sin 2.nC 1/t sin t
2 sin t

dt D

Z �
2

0

sin .2nC 1/t dt

D

�
�

cos .2nC 1/t

2nC 1

��
2

0

D
1

2nC 1

所以 In D 1C
1

3
C � � � C

1

2nC 1
,显然当 n ! C1时， lim

n!1

n

2nC 1
=
1

2

应用 Stolz 定理有:

lim
n!1

In

lnn
D lim
n!1

InC1 � In

ln.nC 1/ � lnn
D lim
n!1

1
2nC1

ln.1C
1
n
/

D lim
n!1

n

2nC 1
D
1

2

例2.123 (CMC,2019)设 f .x/在区间 .�1; 1/内三阶连续可导,满足 f .0/ D 0, f 0.0/ D 1, f 00.0/ D 0,
f 000.0/ D �1; 又设数列 fang 满足 a1 2 .0; 1/, anC1 D f .an/.n D 1; 2; 3; � � � /, 严格单调减少且
lim
n!1

an D 0. 计算 lim
n!1

na2n

解由于 f .x/在区间 .�1; 1/内三阶连续可导, f .x/在点 x D 0处有 Tayor公式

f .x/ D f .0/C f 0.0/x C
f 00.0/

2
x2 C

f 000.0/

3Š
x3 C o.x3/;

又 f .0/ D 0, f 0.0/ D 1, f 00.0/ D 0, f 000.0/ D �1,所以

f .x/ D x �
1

6
x3 C o.x3/: (2.7)

由于 a1 2 .0; 1/,数列 fang严格单调且 lim
n!1

an D 0,则 an > 0,且
�
1

a2n

�
为严格单调增加趋向于

C1的数列,注意到 anC1 D f .an/,故由 Stolz定理及 (2.7)式,有

lim
n!1

na2n D lim
n!1

n

1=a2n

Stolz
HHHH lim

n!1

1

1=a2nC1 � 1=a2n

D lim
n!1

a2na
2
nC1

a2n � a2nC1

D lim
n!1

a2nf
2.an/

a2n � f 2.an/

D lim
n!1

a2n
�
a2n �

1
6
a3n C o.a3n/

�2
a2n �

�
a2n �

1
6
a3n C o.a3n/

�2
D lim
n!1

a4n �
1
3
a6n C

1
36
a8n C o.a4n/

1
3
a4n �

1
36
a6n C o.a4n/

D 3

例2.124 (AMM12079)设 x1 2 .0; 1/. 且

xnC1 D
1

n

nX
kD1

ln.1C xk/ ; 8n ⩾ 1

求 lim
n!1

xn lnn



2.5 Toeplitz定理和 Stolz定理 –83/572–

解 6显然有 8n ⩾ 1, xn ⩾ 0.

xnC1 D
1

n

nX
kD1

ln.1C xk/ D
1

n

�
.n � 1/ �

1

n � 1

n�1X
kD1

ln.1C xk/C ln.1C xn/

�
D
1

n

�
.n � 1/xn C ln.1C xn/

�
⩽ xn

综上, fxng单调递减有下界 0. 从而 fxng收敛.

lim
n!1

xnC1 D lim
n!1

1

n

nX
kD1

ln.1C xk/
Cauchy命题

HHHHHHHH lim
n!1

ln.1C xn/

从而易得 lim
n!1

xn D 0.

lim
n!1

xn lnn D lim
n!1

lnn
1=xn

Stolz
HHHH lim

n!1

xnC1xn

n.xn � xnC1/

D lim
n!1

1
n

�
.n � 1/xn C ln.1C xn/

�
xn

xn � ln.1C xn/
D 2

例2.125 (AMM12084)设 0 < x0 < � . 且

xn D
1

n

n�1X
kD0

sin.xk/;8n ⩾ 1

求 lim
n!1

xn
p

lnn.

解 7由递推关系式有

xnC1 D

Pn�1
kD0 sin.xk/C sin.xn/

nC 1
D
nxn C sin.xn/

nC 1

又 0 < x0 < � ,从而
0 < xnC1 <

nxn C xn

nC 1
< xn

故由单调有界定理知 fxng收敛. 不妨设 lim
n!1

xn D l

lim
n!1

xnC1 D lim
n!1

nxn C sin.xn/
nC 1

H) lim
n!1

xn D l D 0

由 Taylor公式可得

xnC1 D
nxn C xn �

x3
n

6
C o.x3n/

nC 1
D xn

�
1 �

x2n
6.nC 1/

C
o.x2n/

nC 1

�
以及

1

x2nC1

D
1

x2n

�
1 �

x2n
6.nC 1/

C
o.x2n/

nC 1

��2

D
1

x2n

�
1C

x2n
3.nC 1/

C
o.x2n/

nC 1

�
D

1

x2n
C

1

3.nC 1/
C

o.1/

nC 1

由 Stolz定理,我们有

lim
n!1

.xn
p

lnn/2 D lim
n!1

lnn
1

x2
n

Stolz
HHHH lim

n!1

ln.nC 1/ � lnn
1

x2
nC1

�
1

x2
n

D lim
n!1

ln.1C
1
n
/

1
3.nC1/

C
o.1/
nC1

D 3

因此, lim
n!1

xn
p

lnn D
p
3.

6http://www.mat.uniroma2.it/~tauraso/AMM/amm2018.html

7http://www.mat.uniroma2.it/~tauraso/AMM/amm.html

http://www.mat.uniroma2.it/~tauraso/AMM/amm2018.html
http://www.mat.uniroma2.it/~tauraso/AMM/amm.html
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� 练习 2.9 an > 0;且anC1 �
1

anC1

D an C
1

an
.n � 1/,求 lim

n!1

1
p
n

nX
jD1

1

aj

证明 假设 0 < an < M

anC1 � an D
1

an
C

1

anC1
) an � a1 D

n�1X
iD1

1

ai
C

nX
iD2

1

ai
� 2

n � 1

M

令 n ! C1; an 无界,与假设矛盾！显然 an 严格单调递增,故 an ! C1.n ! C1/

将 anC1 �
1

anC1
D an C

1

an
两边平方得

a2nC1 C
1

a2nC1

D a2n C
1

a2n
C 4

从而

an C
1

an
D

s
4nC a21 C

1

a21
� 2

用 Stolz公式,故

lim
n!1

nX
iD1

1

ai
p
n

D lim
n!1

p
nC

p
nC 1

anC1
D lim
n!1

p
nC

p
nC 1s

4nC a21 C
1

a21
� 2C

1

anC1

D 1

例2.126设 a1 D 1, anC1 D an C
1

an
. 求 lim

n!C1

p
n

lnn
�
an �

p
2n
�

解 (by ytdwdw)首先, an为正,且严格单调增加. 用反证法立即得到 lim
n!C1

an D C1. 所以

lim
n!C1

a2n
n

Stolz
HHHH lim

n!C1

�
a2nC1 � a2n

�
D lim
n!C1

�
2C

1

a2n

�
D 2

故

lim
n!C1

p
n

lnn
�
an �

p
2n
�

D lim
n!C1

.an C
p
2n/.an �

p
2n/

2
p
2 lnn

D lim
n!C1

a2n � 2n

2
p
2 lnn

Stolz
HHHH lim

n!C1

a2nC1 � a2n � 2

2
p
2 ln nC1

n

D lim
n!C1

n

2
p
2a2n

D
1

4
p
2

例2.127设 fang满足 a1 D 1; anC1 D an C
1

a1 C a2 C � � � C an
,求 lim

n!1

an
p
2 lnn

证明 记

Sn D a1 C a2 C � � � C an

若 an 有界,则 9M > 0 s.t an ⩽M 且 Sn ⩽ nM ,故

ak � ak�1 D
1

Sk�1

⩾ 1

.k � 1/M
; k D 2; 3; � � �

将以上 k � 1个式子累加可得

an � a1 ⩾
1C

1
2 C � � � C

1
n�1

M
! 1 .n ! C1/
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从而 an 无界. 由数学归纳法可知 an > 0,从而 an 严格单调递增且趋于C1,所以

1 <
anC1

an
< 1C

1

anSn
<

1

nan

从而

1 < nC 1 �
nan

anC1
<
1C

1
an

C
1
nan

1C
1
nan

即

lim
n!1

�
nC 1 �

nan

anC1

�
D lim
n!1

.nC 1/anC1 � nan

anC1
D 1

由 Stolz定理可得
lim
n!1

nan

Sn
D lim
n!1

.nC 1/anC1 � nan

anC1
D 1

所以

lim
n!1

n

S2n
D lim
n!1

�
nan

Sn
�

1

anSn

�
D 0

再由 Stolz定理即得

lim
n!1

a2n
2 lnn

Stolz
HHHH lim

n!1

a2nC1 � a2n

2 ln.1C
1
n /

D lim
n!1

n

2

�
2an

Sn
C

1

S2n

�
D 1

故 lim
n!1

an
p
2 lnn

D 1.

例2.128设数列 fang满足 a1 D 1; anC1 D
n

an
,求极限

lim
n!1

n� 1
2

�
1

a1
C

1

a2
C � � � C

1

an

�
解由题意易得 a2 D 1,

anC1 D
n

an
) anC2 D

nC 1

anC1

D
nC 1

n
an (2.8)

由(2.8)可得

an D
n � 1

n � 2
an�2 D

n � 1

n � 2
�
n � 3

n � 4
an�4

D � � � D

8̂̂<̂
:̂
n � 1

n � 2
�
n � 3

n � 4
� � �
3

2
a2; n为偶数

n � 1

n � 2
�
n � 3

n � 4
� � �
2

1
a1; n为奇数

注意到
.2n � 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ
�

1
p
�n

;
.2n � 2/ŠŠ

.2n � 1/ŠŠ
�
�

2

1
p
�n

从而

bn D
1

a2n�1

C
1

a2n
D
.2n � 2/ŠŠ

.2n � 1/ŠŠ
C
.2n � 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ
�

�
1C

�

2

�
1

p
�n

于是

lim
n!1

.2n/�
1
2

2nX
kD1

1

ak
D lim
n!1

.2n/�
1
2

nX
kD1

bk

Stolz
HHHH lim

n!1

bn
p
2n �

p
2n � 1

D
2
p
2

p
�

�
1C

�

2

�

lim
n!1

.2nC 1/�
1
2

2nC1X
kD1

1

ak
D lim
n!1

.2nC 1/�
1
2

2nX
kD1

1

ak
D
2
p
2

p
�

�
1C

�

2

�
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例2.129设数列 fang满足 a1 D 1; anC1 D an C e�an . 求证:

lim
n!1

n
� an

lnn
� 1

�
D
1

2

解我们先证里面层的，就是 lim
n!1

an

lnn
D 1,等价于 lim

n!1

ean

n
D 1

由条件得 anC1 > an,所以数列严格递增，因此有有限正极限或者极限为C1,
若 A D lim

n!1
an,则有

A D AC e�A
H) 0 D e�A

因此只能有 A D C1,这样就得到 lim
n!1

an D C1

eanC1 D ean � e
1

ean D ean.1C e�an C o.e�an// .n ! C1/

所以就有

eanC1 D ean C 1C o.e�an/ .n ! 1/

O.Stolz马上看到 lim
n!1

ean

n
D 1,这时 lim

n!1

an

lnn
D 1,而

lim
n!1

n
� an

lnn
� 1

�
D lim
n!1

an

lnn
� lim
n!1

nan � n lnn
an

又由 O.Stolz得到

lim
n!1

nan � n lnn
an

D lim
n!1

.nC 1/anC1 � nan � ..nC 1/ ln.nC 1/ � n lnn/
anC1 � an

D lim
n!1

.nC 1/.an C e�an/ � nan � ln .nC1/nC1

nn

e�an

an�lnn
HHHHHH lim

n!1

ln
�
1 �

1
nC1

�
C

1
n
.nC 1/ � n ln

�
1C

1
n

�
1
n

D lim
n!1

�
1

2
C o

�1
n

��
D
1

2

例2.130假设 x ! 0C 时,函数 f .x/ D x � Ax1C˛
C Bx1C2˛ ln x CO.x1C3˛/其中 A; ˛ > 0. 如果

数列 an递减于 0,并且 anC1 D f .an/,那么我们有

an D
1

.˛An/
1
˛

�
1 �

B

2˛3A2
.lnn/2

n
�
2B ln˛AC ˛.1C ˛/A2

2˛3A2
lnn
n

CO.n�1/

�
解 (by逆逆)记 bn D a�˛

n ,则 bn ! 1且有

bnC1 D
1

aanC1

D bn

�
anC1

an

��˛

D bn
�
1 � Aa˛n C Ba2˛n ln an CO

�
a3˛n

���˛
D bn

�
1 �

A

bn
�

B

˛b2n
ln bn CO

� 1
b3n

���˛

D bn

�
1C

˛A

bn
C
B

b2n
ln bn C

˛.1C ˛/

2
�
A2

b2n
CO

� ln bn
b3n

��
D bn C ˛AC B �

ln bn
bn

C
˛.1C ˛/A2

2
�
1

bn
CO

� ln bn
b2n

�
根据 Stolz公式可得

lim
n!1

bn

n
D lim
n!1

bnC1 � bn D lim
n!1

˛ACO
� ln bn
bn

�
D ˛A

于是

bn D b1 C ˛A.n � 1/CO

 
n�1X
kD1

1C ln k
k

!
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D ˛AnCO
�
.lnn/2

�
D ˛An

�
1CO

� .lnn/2
n

��
所以

bn D b1 C ˛A.n � 1/C B

n�1X
kD1

ln˛AnCO
�
.lnn/2
�

�
˛ � An

�
1CO

�
.lnn/2
n

�� C
˛.1C ˛/

2
A2

n�1X
kD1

1CO
�
.lnn/2
n

�
˛An

CO.1/

D ˛AnC B

n�1X
kD1

ln˛An
˛An

C
˛.1C ˛/

2
A2

n�1X
kD1

1

˛An
CO

 
n�1X
kD1

.lnn/3

n2

!
CO.1/

D ˛AnC
B

˛A

�
.lnn/2

2
C ln˛A lnn

�
C
.1C ˛/A

2
lnnCO.1/

D ˛AnC
B

2˛A
.lnn/2 C

2B ln˛AC ˛.1C ˛/A2

2˛A
lnnCO.1/

这样就不难得到

an D b
� 1

a
n D

1

.˛An/
1
˛

�
1 �

B

2˛3A2
.lnn/2

n
�
2B ln˛AC ˛.1C ˛/A2

2˛3A2
lnn
n

CO.n�1/

�

例2.131正数列 fang满足 an

 
nX
iD1

a
p
i

!
D 1,且 p > �1是已知常数，

求 A;B ,使得 A;B 满足

lim
n!1

n

lnn
.A � napC1

n / D B

解设 Sn D

nX
iD1

a
p
i ,容易证明

lim
n!1

an D 0; lim
n!1

Sn D C1

由 O.Stolz定理得到

lim
n!1

napC1
n D lim

n!1

1
1

a
pC1
nC1

�
1

a
p
n

D lim
n!1

1

S
pC1
nC1 � S

p
n

而

S
pC1
nC1 � SpC1

n D S
pC1
nC1 � .SnC1 � a

p
nC1/

pC1

D SnC1 �

pC1X
kD0

C kpC1.�1/
kS

pC1�k
nC1 � a

pk
nC1

D .p C 1/SnC1anC1 �
.p C 1/p

2Š
S
p�1
nC1a

2p
nC1 C � � �

D .p C 1/C o.1/ .n ! C1/

所以 A D
1

p C 1
,同时有 .p C 1/apC1

n �
1

n
,这时

lim
n!1

n

lnn
.A � napC1

n / D lim
n!1

napC1
n � lim

n!1

A � S
pC1
n � n

lnn
又有 O.Stolz定理

lim
n!1

A � S
pC1
n � n

lnn
D lim
n!1

A.S
pC1
nC1 � S

p
n / � 1

ln
�
1C

1
n

�
D lim
n!1

1
pC1

..p C 1/ �
.pC1/p

2
S
p�1
nC1a

2p
n C � � � /

1
n

D lim
n!1

�
p
2
S
p�1
nC1a

2p
nC1 C o.S

p�1
nC1a

2p
nC1/

.p C 1/a
pC1
nC1
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D �
p

2.p C 1/

所以

B D �
p

2.p C 1/2

例2.132设 k 是一个大于 1的整数，且 x0 > 0,满足 xnC1 D xn C
1

k
p
xn

,

求: lim
x!1

xkC1
n

nk
,求证:

lim
n!1

n

lnn

 
xkC1
n

nk
�

�
k C 1

k

�k!
D
1

2

�
k C 1

k

�k�1

解 (by西西)我们将要证明

lim
n!1

xkC1
n

nk
D

�
k C 1

k

�k
为此，只要证明

lim
n!1

x
1C 1

k
n

n
D
k C 1

k

而归纳得到 xnC1 > xn; xn > 0,因此，xn 的单调递增序列。设 A D lim
n!C1

xn,则有 A D C1.说

明 xn ! C1; n ! C1:

.x
1C 1

k

nC1 � x
1C 1

k
n / D x

1C 1
k

n

 �
xnC1

xn

�1C 1
k

� 1

!

D x
1C 1

k
n

 
exp

"�
1C

1

k

�
ln
 
1C

1

x
1C 1

k
n

!#
� 1

!

�
k C 1

k
.n ! C1/

所以，由 O.Stolz定理

lim
n!1

x
1C 1

k
n

n
D
k C 1

k

对于加强版本，我们先看一个事实，对任意一个收敛的序列，比如说 lim
n!1

an D A,那么，

lim
n!1

.akn � Ak/

an � A
D kAk�1

这样，设 an D
x

kC1
k

n

n
,就有 lim

n!1
an D

k C 1

k
D A:

lim
n!1

n

lnn
.akn � Ak/ D lim

n!1

n

lnn
.an � A/ � k �

�
k C 1

k

�k�1

于是，只要证 lim
n!1

n

lnn
.an � A/ D

1

2k
,就是

lim
n!1

n

lnn

0@x kC1
k

n

n
� A

1A D
1

2k

n

lnn

0@x kC1
k

n

n
� A

1A D
x

kC1
k

n � nA

lnn
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这时，可以用 O.Stolz定理了。就有

lim
n!1

x
kC1

k
n � nA

lnn
O:Stolz

HHHHHH lim
n!1

x
1C 1

k

nC1 � x
1C 1

k
n � A

ln
�
1C

1
n

�
D lim
n!1

n

"
x
1C 1

k
n

 �
xnC1

xn

�1C 1
k

� 1

!
� A

#

D lim
n!1

n

"
x
1C 1

k
n

 
exp

�
1C

1

k

�
ln
 
1C

1

x
1C 1

k
n

!
� 1

!
� A

#

D lim
n!1

n

24x1C 1
k

n

0@exp
�
1C

1

k

�0@ 1

x
1C 1

k
n

�
1

2

 
1

x
1C 1

k
n

!2
C o

0@ 1

x
1C 1

k
n

!21A1A � 1

1A � A

35
D lim
n!1

n

24x1C 1
k

n

0@�k C 1

k

�0@ 1

x
1C 1

k
n

�
1

2

 
1

x
1C 1

k
n

!21A
C
1

2

�
k C 1

k

�20@ 1

x
1C 1

k
n

�
1

2

 
1

x
1C 1

k
n

!21A2
1CA � A

375
D lim
n!1

k C 1

2k2
n

x
1C 1

k
n

D
1

2k

因此，命题得证。

定理 2.23.函数极限的 Stolz定理

~

设函数 f; g W Œa;C1/ ! R,满足:
(1) g.x C T / > g.x/, 8x ⩾ a,其中 T > 0为常数;
(2) 函数 f; g在 Œa;C1/的任何有限子区间有界;
(3) lim

x!C1
g.x/ D C1

若

lim
x!C1

f .x C T / � f .x/

g.x C T / � g.x/
D A

那么 lim
x!C1

f .x/

g.x/
D A

证明 由题意,对 8" > 0; 9� > a,当 x ⩾ �时,ˇ̌̌̌
f .x C T / � f .x/

g.x C T / � g.x/
� A

ˇ̌̌̌
< ":

对 8x > �C T; 9k 2 N,使 x D �C kT C r; 0 ⩽ r < T ,显然, x ! C1 , k ! C1. 排出一系列不等式:

A � " <
f .x/ � f .x � T /

g.x/ � g.x � T /
< AC "

:::

A � " <
f .x � .k � 1/T / � f .x � kT /

g.x � .k � 1/T / � g.x � kT /
< AC "

应用合分比公式

A � " D
f .x/ � f .x � T /C f .x � T / � f .x � 2T /C � � � C f .x � .k � 1/T / � f .x � kT /

g.x/ � g.x � T /C g.x � T / � g.x � 2T /C � � � C g.x � .k � 1/T / � g.x � kT /

D
f .x/ � f .x � kT /

g.x/ � g.x � kT /
D
f .x/ � f .�C r/

g.x/ � g.�C r/
< AC "
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由 f; g在 Œ�;�C T �中有界及 lim
x!C1

g.x/ D C1有

lim
x!C1

f .x/ � f .�C r/

g.x/ � g.�C r/
⩽ AC " ; lim

x!C1

f .x/ � f .�C r/

g.x/ � g.�C r/
⩾ A � "

lim
x!C1

f .x/

g.x/
D lim
x!C1

f .x/ � f .�C r/

g.x/ � g.�C r/
⩽ AC "

lim
x!C1

f .x/

g.x/
D lim
x!C1

f .x/ � f .�C r/

g.x/ � g.�C r/
⩾ A � "

由于 " > 0是任取的,故有
A ⩽ lim

x!C1

f .x/

g.x/
⩽ lim
x!C1

f .x/

g.x/
⩽ A

即

lim
x!C1

f .x/

g.x/
D A

例2.133求极限: lim
x!C1

1

ln x

Z x

0

j sin t j
t

dt

解 (by向禹)令 f .x/ D

Z x

0

j sin t j
t

dt , g.x/ D ln x,于是

lim
x!C1

1

ln x

Z x

0

j sin t j
t

dt D lim
x!C1

f .x C �/ � f .x/

g.x C �/ � g.x/

D lim
x!C1

1

ln.1C
�
x
/

Z xC�

x

j sin t j
t

dt

ln.1Cx/�x
HHHHHHHH lim

x!C1

x

�

Z xC�

x

j sin t j
t

dt

积分中值定理
HHHHHHHHH lim

x!C1

x

��

Z xC�

x

j sin t j dt ; � 2 Œx; x C ��

周期性
HHHHH

1

�

Z �

0

sin t dt D
2

�

例2.134设 f .x/ D j sin xj,记 g.x/ D

Z x

0

tmf .t/ dt

xmC1
,计算 lim

x!C1
g.x/

解 (by向禹)令 f .x/ D

Z x

0

tmj sin t j dt , g.x/ D xmC1,于是

lim
x!C1

Z x

0

tmj sin t j dt

xmC1
D lim
x!C1

f .x C �/ � f .x/

g.x C �/ � g.x/

D lim
x!C1

Z xC�

x

tmj sin t j dt

.x C �/mC1 � xmC1
D lim
x!C1

Z xC�

x

tmj sin t j dt

.mC 1/�xm

积分中值定理
HHHHHHHHH lim

x!C1

�m

.mC 1/�xm

Z xC�

x

j sin t j dt ; � 2 Œx; x C ��

D
1

.mC 1/�

Z �

0

sin t dt D
2

.mC 1/�

.AA

2.6 无穷小的比较

性质 有限个无穷小的和仍是无穷小.
性质 有限个无穷小的乘积仍是无穷小.
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性质 有界函数和无穷小的乘积是无穷小.
证明 设函数 u.x/在 x0 的某一去心邻域

ı

U.x0; ı1/内是有界的,

即 9M > 0使得 ju.x/j ⩽M 对一切 x 2
ı

U.x0; ı1/成立. 又设 ˛是当 x ! x0 时的无穷小,

即 8" > 0; 9ı2 > 0;当 x 2
ı

U.x0; ı2/时,有
j˛j <

"

M
:

取 ı D minfı1; ı2g;则当 x 2
ı

U.x0; ı/时,

juj ⩽M 和 j˛j <
"

M

同时成立. 从而
ju˛j D jujj˛j < M �

"

M
D ":

即 lim
x!x0

u˛ D 0.

定理 2.24

~ˇ与 ˛是等价无穷小的充分必要条件为 ˇ D ˛ C o.˛/:

证明 先证必要性. 设 ˛ � ˇ;则

lim ˇ � ˛

˛
D lim

�ˇ
˛

� 1
�

D lim ˇ

˛
� 1 D 1 � 1 D 0;

因此 ˇ � ˛ D o.˛/,即
ˇ D ˛ C o.˛/:

再证充分性. 设 ˇ D ˛ C o.˛/;则

lim ˇ

˛
D lim ˛ C o.˛/

˛
D lim

�
1C

o.˛/

˛

�
D 1;

因此 ˛ � ˇ,证毕.

例2.135证明：当x ! 0时,有 ln
�
x C

p
1C x2

�
� x

证明

ln
�
x C

p
1C x2

�
D ln

�
1C

�
x C

p
1C x2 � 1

��
� .x C

p
1C x2 � 1/ D x

 
1C

p
x2 C 1 � 1

x

!
� x

例2.136求极限: lim
x!0

sin
�
x2 sin 1

x

�
x

解 (by ytdwdw)注意到 ˇ̌̌̌ sin �x2 sin 1
x

�
x

ˇ̌̌̌
⩽
ˇ̌̌̌
x sin 1

x

ˇ̌̌̌
⩽ jxj; 8x ¤ 0

由夹逼准则得到

lim
x!0

sin
�
x2 sin 1

x

�
x

D 0

但在承认 lim
x!0

x2 sin 1
x

D 0的前提下,对于利用等价关系的算式

lim
x!0

sin
�
x2 sin 1

x

�
x

D lim
x!0

�
x sin 1

x
�

sin
�
x2 sin 1

x

�
x2 sin 1

x

�
D lim
x!0

x sin 1
x

D 0

(2.9)
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1. (2.9)错误. 不满足极限定义

2. (2.9)正确. 因为在那些让 x2 sin 1
x
为 0的点上,不妨认为

sin
�
x2 sin 1

x

�
x2 sin 1

x

的值为 1,过于强调

此题不能用等价关系是舍本逐末.

例2.137求极限: lim
x!0

1 � cos˛Cˇ x
p
1 � cos˛ x

p
1 � cosˇ x

解注意到

1 � cos˛ x D 1 �
�
1C .cos x � 1/

�˛
� �˛.cos x � 1/ �

˛

2
x2

于是

lim
x!0

1 � cos˛Cˇ x
p
1 � cos˛ x

p
1 � cos˛ x

D lim
x!0

˛Cˇ
2
x2q

˛
2
x2
q
ˇ
2
x2

D
˛ C ˇp
˛ˇ

例2.138求极限: lim
x!0

1 � cos x
p

cos x
x2

.

解

lim
x!0

1 � cos x
p

cos x
x2

D lim
x!0

1 �
p

cos3 x
x2

D lim
x!0

1 �
p
1C .cos3 x � 1/

x2

D lim
x!0

1
2
.cos3 x � 1/

x2
D
1

2
lim
x!0

Œ1C .cos x � 1/�3 � 1

x2

D
1

2
lim
x!0

3.cos x � 1/

x2
D
3

2
lim
x!0

1
2
x2

x2
D
3

4

例2.139求极限: lim
x!0

1 � cos x
p

cos 2x
x2

.

解

lim
x!0

1 � cos x
p

cos 2x
x2

D lim
x!0

1 � cos2 x cos 2x
x2.1C cos x

p
cos 2x/

1Dsin2 xCcos2 x
HHHHHHHHHHHH

1

2
lim
x!0

cos2.1 � cos 2x/C sin2 x
x2

极限的四则运算
HHHHHHHHHH

1

2
lim
x!0

cos2 x lim
x!0

1 � cos 2x
x2

C
1

2
lim
x!0

sin2 x
x2

D
1

2
lim
x!0

1
2
.2x/2

x2
C
1

2
lim
x!0

x2

x2
D
3

2

例2.140求极限 lim
x!0

�
1

x2
�

1

sin2 x

�
解

lim
x!0

�
1

x2
�

1

sin2 x

�
D lim
x!0

sin2 x � x2

x2 sin2 x

D lim
x!0

.sin x � x/.sin x C x/

x4

D lim
x!0

sin x � x

x3
� lim
x!0

sin x C x

x

D lim
x!0

cos x � 1

3x2
� lim
x!0

cos x C 1

1

D 2 lim
x!0

�
1
2
x2

3x2
D �

1

3
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例2.141求极限: lim
x!0

�
.1C x/

1
x

e

� 1
x

解

lim
x!0

�
.1C x/

1
x

e

� 1
x 取对数

HHHHHHHH
f gDeg ln f

exp lim
x!0

1

x
ln
�
.1C x/

1
x

e

�
D exp lim

x!0

1

x
ln
 
1C

e
1
x ln.1Cx/ � e

e

!
ln.1Cx/�x

HHHHHHHH exp lim
x!0

e
1
x ln.1Cx/ � e

ex
D exp lim

x!0

e
1
x ln.1Cx/�1 � 1

x

ex�1�x
HHHHHHH exp lim

x!0

1
x

ln.1C x/ � 1

x
D exp lim

x!0

ln.1C x/ � x

x2

x�ln.1Cx/� 1
2x

2

HHHHHHHHHHHH exp
�

�
1

2

�
D e� 1

2

例2.142求极限 lim
x!0

.1C x/
1
x � .1C 2x/

1
2x

x

解

原式 D lim
x!0

.1C x/
1
x �

�p
1C 2x

� 1
x

x

D lim
x!0

�p
1C 2x

� 1
x � lim

x!0

�
1Cxp
1C2x

� 1
x � 1

x
D e � lim

x!0

1Cxp
1C2x

x2

D e � lim
x!0

1C x �
p
1C 2x

x2
D e � lim

x!0

x2

x2
�

1

1C x C
p
1C 2x

D
e

2

例2.143求极限 lim
x!0

e.1Cx/
1
x

� .1C x/
e
x

x2

解

lim
x!0

e.1Cx/
1
x

� .1C x/
e
x

x2
D lim
x!0

e
e ln.1Cx/

x

x2

�
e.1Cx/

1
x �

e ln.1Cx/
x � 1

�
D lim
x!0

eeC1

x2

�
e

ln.1Cx/�x
x �

ln.1C x/ � x

x
� 1

�
D lim
x!0

eeC1

x2
�
1

2

� ln.1C x/ � x

x

�2
D lim
x!0

eeC1

x2
�
1

2

�
x2=2

x

�2
D
eeC1

8

例2.144求极限 lim
x!C1

�p
4x2 C x ln

�
2C

1

x

�
� 2x ln 2

�
解

lim
x!C1

�p
4x2 C x ln

�
2C

1

x

�
� 2x ln 2

�
D lim
t!0C

p
4C t ln.2C t/ � 2 ln 2

t
D 2 ln 2 lim

t!0C

1
2 ln2

p
4C t ln.2C t / � 1

t

D2 ln 2 lim
t!0C

exp ln
�

1
2 ln2

p
4C t ln.2C t/

�
� 1

t
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D2 ln 2 lim
t!0C

� ln 2 � ln ln 2C
1
2

ln.4C t/C ln ln.2C t/

t

D2 ln 2
�

lim
t!0C

1
2

ln.1C
t
4
/

t
C lim
t!0C

ln ln.2Ct/
ln2
t

�

D2 ln 2
�

lim
t!0C

1
2

�
t
4

t
C lim
t!0C

ln
�
1C

ln.1C t
2 /

ln2
�

t

�
D2 ln 2

�
1

8
C lim
t!0C

t
2 ln2
t

�
D
1

4
ln 2C 1

例2.145求极限 lim
n!C1

��
.nC 1/Š

� 1
nC1 �

�
nŠ
� 1

n

�
解注意到

lim
n!1

n
p
nŠ

n
D exp

�Z 1

0

ln x dx
�

D
1

e

因此

lim
n!1

h�
.nC 1/Š

� 1
nC1 �

�
nŠ
� 1

n

i
D lim
n!1

h
e

lnŒ.nC1/Š�
nC1 � e

lnŒ.n/Š�
n

i
D lim
n!1

n
p
nŠ
h
e

lnŒ.nC1/Š�
nC1

�
lnŒ.n/Š�

n � 1
i

D lim
n!1

n
p
nŠ

� lnŒ.nC 1/Š�

nC 1
�

ln.nŠ/
n

�
D lim
n!1

n
p
nŠ

n

�
n lnŒ.nC 1/Š�

nC 1
� ln.nŠ/

�
D lim
n!1

n
p
nŠ

n

�
lnŒ.nC 1/Š� � ln.nŠ/ �

lnŒ.nC 1/Š�

nC 1

�
D
1

e
lim
n!1

h
ln.nC 1/ � ln

�
nC1
p
.nC 1/Š

�i
D
1

e
ln
 

nC 1

nC1
p
.nC 1/Š

!
D
1

e

例2.146求极限: lim
n!1

n3
�

tan
Z �

0

n
p

sin x dx C sin
Z �

0

n
p

sin x dx
�

解当 x ! 0时, tan x � sin x D
x3

2
,于是

lim
n!1

n3
�

tan
Z �

0

n
p

sin x dx C sin
Z �

0

n
p

sin x dx
�

D lim
n!1

n3
�

tan
Z �

0

�
n
p

sin x � 1
�

dx � sin
Z �

0

�
n
p

sin x � 1
�

dx
�

D lim
n!1

�
n
R �
0

�
n
p

sin x � 1
�

dx
�3

2

D lim
n!1

� R �
0

ln sin x dx
�3

2
D �

.� ln 2/3

2

例2.147计算 lim
n!C1

1

n2

Z �
2

0

x

� sinnx
sin x

�4
dx

解 (by ytdwdw)由

lim
n!C1

x2
�

1

sin4 x
�
1

x4

�
D
2

3
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得存在常数 C 使得 ˇ̌̌̌
x sin4 nx

sin4 x
�

sin4 nx
x3

ˇ̌̌̌
⩽ C sin4 nx

x
⩽ Cn ; 8x 2

�
0;
�

2

�
:

由此得到

lim
n!C1

1

n2

Z �
2

0

x

� sinnx
sin x

�4
dx D lim

n!C1

1

n2

Z �
2

0

sin4 nx
x3

dx

D lim
n!C1

Z n�
2

0

sin4 x
x3

d D

Z C1

0

sin4 x
x3

dx

分部积分
HHHHHH

Z C1

0

2 sin3 x cos x
x2

dx

分部积分
HHHHHH

Z C1

0

6 sin2 x cos2 x � 2 sin4 x
x

dx

D

Z C1

0

cos 2x � cos 4x
x

dx Froullani
HHHHHH ln 2

例2.148求 x ! 1� 时，与

1X
nD0

xn
2

等价的无穷大量.

解注意到当 x ! 1� 时，f .n/ D xn
2

在 n 2 Œ0;C1/内单调递减，因此

一方面
1X
nD0

xn
2

D 1C

1X
nD1

xn
2

D 1C

1X
nD1

Z n

n�1

xn
2 dt

< 1C

1X
nD1

Z n

n�1

xn
2 dx D 1C

Z 1

0

xn
2 dx ; x ! 1�

另一方面
1X
nD0

xn
2

D

1X
nD0

Z nC1

n

xn
2 dt >

1X
nD0

Z nC1

n

xn
2 dx D

Z 1

0

xn
2 dx ; x ! 1�

故 Z C1

0

xt
2 dt ⩽

1X
nD0

xn
2 ⩽

Z C1

0

xt
2 dt C 1 ; x ! 1�

Z C1

0

xt
2 dt D

Z C1

0

e�t2 ln 1
x dt

D
1q
ln 1

x

Z C1

0

e�t2 dt D
1

2

s
�

ln 1
x

�
1

2

r
�

1 � x

其中 Z C1

0

e�t2 dt t2Du
HHHHHHHHH
dtD 1

2
p

u
du

1

2

Z C1

0

u� 1
2 e�u du D

1

2
�.1

2
/ D

p
�

2

2.7 函数的连续性与间断点

定义 2.5. f .x/在 x0处连续

设函数 y D f .x/在点 x0 的某一个邻域内有定义,如果

lim
�x!0

�y D lim
�x!0

Œf .x0 C�x/ � f .x0/� D 0; .1-6/
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|则称函数 f .x/在点 x0连续.

例2.149证明函数 y D sin x 在区间 .�1;C1/内是连续的.

证明 设 x是区间 .�1;C1/内任意一点,当 x取得改变量�x时,对应函数的改变量是�y D sin.xC�x/�

sin x:因为
sin.x C�x/ � sin x D 2 sin �x

2
cos

�
x C

�x

2

�
;

同时 ˇ̌̌̌
cos

�
x C

�x

2

�ˇ̌̌̌
⩽ 1;

于是得到

j�yj D j sin.x C�x/ � sin xj ⩽ 2

ˇ̌̌̌
sin �x

2

ˇ̌̌̌
:

因为对任意的角度 ˛;当 ˛ ¤ 0时有 j sin˛j < j˛j,所以

0 ⩽ j�yj D j sin.x C�x/ � sin xj < 2 �
j�xj

2
D j�xj:

故当 �x ! 0时,由夹逼定理知 j�yj ! 0,从而 �y ! 0,即函数在 x处连续.
由 x 的任意性得到 y D sin x 在 .�1;C1/内连续.
同理可证函数 y D cos x在区间 .�1;C1/内是连续的.

定义 2.6. f .x/在 x0处连续

|

设函数 y D f .x/在点 x0 的某一个邻域内有定义,如果

lim
x!x0

f .x/ D f .x0/; .1-5/

则称函数 f .x/在点 x0处连续.
上述定义用“"-ı”语言表述如下:
f .x/在点 x0 处连续() 8" > 0; 9ı > 0;当 jx � x0j < ı 时,有 jf .x/ � f .x0/j < ":

例2.150设函数 f .x/与 g.x/在 x0 点连续,证明函数

'.x/ D maxff .x/; g.x/g ;  .x/ D minff .x/; g.x/g

在点 x0点连续

证明 [9]
'.x/ D maxff .x/; g.x/g D

1

2

�
f .x/C g.x/C jf .x/ � g.x/j

�
 .x/ D minff .x/; g.x/g D

1

2

�
f .x/C g.x/ � jf .x/ � g.x/j

�
又,若 f .x/在 x0 点连续,则 jf .x/j在 x0 点也连续；由连续函数的和、差仍连续,
故 '.x/,  .x/在点 x0 点连续

例2.151设 f 与 g为两个周期函数,且 lim
x!C1

�
f .x/ � g.x/

�
D 0. 证明: f D g

证明 [6]设 f 和 g的周期分别为 Tf 和 Tg ,则对 8x 2 R,有

f .x/ � g.x/ D lim
n!C1

�
f .x/ � g.x/

�
D lim

n!C1

�
.f .x C nTf / � g.x C nTf /C

.g.x C nTf C nTg / � f .x C nTf C nTg //C .f .x C nTg /C g.x C nTg //
�

D 0C 0C 0 D 0
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故 f .x/ D g.x/,所以 f D g

例2.152 (华东师大;南航)设 f .x/对 .�1;C1/内一切 x 有 f .x2/ D f .x/,
且 f .x/在 x D 0; x D 1连续. 证明: f .x/在 .�1;C1/上为常数

解当 x > 0时,由已知条件,有

f .x/ D f .x
1
2 / D f .x

1

22 / D � � � D f .x
1

2n / D � � �

于是

f .x/ D lim
n!1

f .x
1

2n / D f
�

lim
n!1

x
1

2n

�
D f .1/

当 x < 0时, f .x/ D f .x2/ D f .1/

f .x/ D f .x2/ D f .jxj
1

22 / D � � � D f .jxj
1

2n / D � � �

于是

f .x/ D lim
n!1

f .jxj
1

2n / D f
�

lim
n!1

jxj
1

2n

�
D f .1/

当 x D 0时, f .x/ D lim
x!0

f .x/ D lim
x!0

f .1/ D f .1/.

综上知, f .x/ � f .1/(常数)

例2.153设 f .x/ D lim
n!1

x2n�1 C ax2 C bx

x2n C 1
是连续函数,求 a; b的值

解 x D 1; x D �1处可能是间断点,在 x D 1; x D �1分别求左右极限

lim
x!1C

f .x/ D lim
x!1C

lim
n!1

C1‚…„ƒ
x2n�1

Cax2 C bx

x2n„ƒ‚…
C1

C 1
D lim
x!1C

lim
n!1

x2n�1

x2n
D 1

lim
x!1�

f .x/ D lim
x!1�

lim
n!1

0‚…„ƒ
x2n�1

Cax2 C bx

x2n„ƒ‚…
0

C1
D lim
x!1�

lim
n!1

ax2 C bx

1
D aC b

f .x/连续 H) lim
x!1C

f .x/ D lim
x!1�

f .x/ H) aC b D 1

lim
x!�1C

f .x/ D lim
x!�1C

lim
n!1

0‚…„ƒ
x2n�1

Cax2 C bx

x2n„ƒ‚…
0

C 1
D lim
x!�1C

lim
n!1

ax2 C bx

1
D a � b

lim
x!�1�

f .x/ D lim
x!�1�

lim
n!1

1‚…„ƒ
x2n�1

Cax2 C bx

x2n„ƒ‚…
1

C1
D lim
x!�1�

lim
n!1

x2n�1

x2n
D �1

f .x/连续 H) lim
x!�1C

f .x/ D lim
x!�1�

f .x/ H) a � b D �1�
aC b D 1

a � b D �1
H) a D 0; b D 1

例2.154设 f .a/ D

Z 1

�1

jx � ajex dx,求 f .a/并判断连续性．

证明 首先去绝对值则有

1：a ⩽ 1时 f .a/ D

Z 1

�1
.a � x/ex dx D ae �

aC 2

e

2：a ⩾ 1时 f .a/ D

Z 1

�1
.x � a/ex dx D

aC 2

e
� ae
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3：�1 < a < 1时 f .a/ D

Z a

�1
.a � x/ex dx C

Z 1

a
.x � a/ex dx D 2ea � ae �

aC 2

e

所以

f .a/ D

8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:
ae �

aC 2

e
a ⩽ 1

aC 2

e
� ae a ⩾ 1

2ea � ae �
aC 2

e
�1 < a < 1

因为

lim
a!1C

f .a/ D lim
a!1�

f .a/ D e �
3

e
D f .1/

故 f .a/在 x D 1处连续因为

lim
a!�1C

f .a/ D lim
a!�1�

f .a/ D
1

e
C e D f .�1/

故 f .a/在 x D �1处连续

定义 2.7.函数的间断点

|函数 f .x/在点 x0 的某去心领域内有定义. ...同 7p58

2.7.1 闭区间上连续函数的性质

定理 2.25.介值定理

~

设函数 y D f .x/在闭区间 Œa; b�上连续,且在这区间的端点取不同的函数值 f .a/ D A及

f .b/ D B , 那么对于 A 与 B 之间的任意一个数 C , 在开区间 .a; b/ 内至少有一点 � , 使得
f .�/ D C .

证明 构造辅助函数,设 '.x/ D f .x/ � C;

则 '.x/在闭区间 Œa; b�上连续,且 '.a/ D A � C 与 '.b/ D B � C 异号 (C 在 A与 B 之间),
所以由零点定理知,在开区间 .a; b/内至少有一点 �,使 '.�/ D 0. 而 '.�/ D f .�/ � C ,
于是得到

f .�/ D C .a < � < b/:

该定理的几何意义是: 连续曲线 y D f .x/与数 A和数 B 之间的任一条水平直线 y D C 至少有一个交

点

� 练习 2.10 设 Œ0; 1� 上的连续函数 g.x/ 满足 g.1/ D 1; g.0/ D 0, 单调递增函数 f .x/ 满足 f .x/ �

0; f .x/ � 1. 证明: f .x/ D g.x/在 Œ0; 1�上一定有解.

解只需考察 f .0/ ¤ g.0/,则 f .0/ > g.0/ D 0.由 g 2 C Œ0; 1�可知 9"0 > 0,使得当 0 � x � "0 时,
有

g.x/ < f .0/ � f .x/:

令 A D ft W x 2 Œ0; t �; g.x/ < f .x/g, 则 "0 2 A, 记 S D supA. 若 S D 1, 则对 8x 2 Œ0; 1/, 有
g.x/ < f .x/ � f .1/,则

1 � f .1/ � lim
x!1�

g.x/ D g.1/ D 1;

因此 f .1/ D g.1/ D 1. 若 S < 1,则对 8x 2 Œ0; S/,有 g.x/ < f .x/ � f .S/,则

f .S/ � lim
x!S�

g.x/ D g.S/;

则 f .S/ > g.S/.于是 9"1 > 0,使得 S � x � S C "1时,有 g.x/ < f .S/ � f .x/,则 S C "1 2 A,与
S D supA矛盾.



2.8 一致连续性 –99/572–

2.8 一致连续性

2.8.1 函数的一致连续性

例2.155证明 f .x/ D
p
x 在 Œ1;C1/上一致连续

证明 因为对任意的 x1, x2 2 Œ1;C1/,有

j
p
x1 �

p
x2j D

jx2 � x1j
p
x1 C

p
x2

⩽ jx2 � x1j

所以对任意的正数 " > 0 ,只要取 ı D " ,当 jx1 � x2j < ı时，

j
p
x1 �

p
x2j ⩽ jx2 � x1j ⩽ "

所以
p
x在 Œ1;C1/上一致连续

例2.156证明 f .x/ D
1

x
在 .0; 1�不上一致连续

证明 取原点附近的两点

x1 D
1

n
; x2 D

1

nC 1
;

其中 n为正整数,这样的 x1; x2 显然在 .0; 1�上. 因

jx1 � x2j D

ˇ̌̌̌
1

n
�

1

nC 1

ˇ̌̌̌
D

1

n.nC 1/

故只要 n取得足够大,总能使 jx1 � x2j < ı. 但这时有

jf .x1/ � f .x2/j D

ˇ̌̌̌
ˇ 11
n

�
1
1
nC1

ˇ̌̌̌
ˇ D jn � .nC 1/j D 1 > "

不符合一致连续的定义,所以 f .x/ D
1

x
在 .0; 1/不上一致连续

定理 2.26.连续周期函数必一致连续

~若函数 f .x/为 .�1;C1/上的连续周期函数,则 f .x/在 .�1;C1/上一致连续.

证明 设 T 为 f .x/ 的周期, 则 f .x/ 在 Œ0; 2T � 上一致连续, 即 8" > 0; 9ı > 0;8x1; x2 2 Œ0; 2T �, 只要
jx1 � x2j < ı,就有

jf .x1/ � f .x2/j < ":

8x1; x2 2 R,满足 jx1�x2j < ı < T ,则必存在整数m,使 x1 D mT C t1; x2 D mT C t2,且minft1; t2g 2 Œ0; T �.
于是, t1; t2 2 Œ0; 2T �且满足 jt1 � t2j ⩽ jx1 � x2j < ı,故

jf .t1/ � f .t2/j D jf .x1/ � f .x2/j < ":

这就证明了 f .x/在 R上一致连续.

例2.157证明: f .x/ D sin2 x C sin x2不是周期函数.

解 f .x/ 在 .�1;C1/ 上连续显然. 若 f .x/ 是周期函数由 .2:8:1/ 知, f .x/ 在 .�1;C1/ 上必

一致连续,所有只需要证明 f .x/在 .�1;C1/上不一直连续即可. 事实上,取 x1 D

r
2n� C

�

2
,

x2 D

r
2n� �

�

2
, n D 1; 2; � � � . 尽管

jx1 � x2j D
�q

2n� C
�
2

C

q
2n� �

�
2

! 0 .n ! 1/;
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但 jf .x1/ � f .x2/j D j sin2 x1 � sin2 x2 � 2j ! 2 ¤ 0,故 f .x/在 R上不一致连续. 这里应用了

j sin2 x1 � sin2 x2j D j sin x1 � sin x2jj sin x1 C sin x2j

⩽ 4

ˇ̌̌̌
cos x1 C x2

2

ˇ̌̌̌ˇ̌̌̌
sin x1 � x2

2

ˇ̌̌̌
⩽ 2jx1 � x2j ! 0 .n ! 1/

� 练习 2.11设f .x/在 Œ0;C∞/上一致连续,且对任意 > 0,有 lim
n!1

f .n˛/ D 0.求证: lim
n!C1

f .x/ D 0:

解由 f .x/在 Œ0;C1/上一致连续可知: 8" > 0; 9ı > 0,当 jx � yj < ı时,有

jf .x/ � f .y/j <
"

2
; 8x; y 2 Œ0;C1/:

对上述 ",由 lim
n!1

f .nı/ D 0知: 9N 2 NC,当 n > N 时,有 jf .nı/j <
"

2
:

取 A D Nı;8x > A, 9n ⩾ N ,使得

nı ⩽ x < .nC 1/ı , 0 < x � nı < ı:

于是

jf .x/j ⩽ jf .x/ � f .nı/j C jf .nı/j <
"

2
C
"

2
D ":

故, lim
x!C1

f .x/ D 0:

� 练习 2.12设 f .x/在 .0;C1/内可导，且
p
xf 0 .x/在 .0;C1/内有界，

证明：f .x/在 .0;C1/内一致连续.

解对任意 0 < x1 < x2 < C1,根据 Cauchy中值定理,存在 � 2 .x1; x2/,使得
f .x2/ � f .x1/

p
x2 �

p
x1

D 2
p
�f 0.�/:

设M D supf2jf 0.x/j
p
x W x 2 .0;C1/g < C1,则

jf .x2/ � f .x1/j D 2jf 0.�/j
p
�.

p
x2 �

p
x1/ ⩽M

p
x2 � x1:

故 f 在 .0;C1/内一致连续.

� 练习 2.13设 f .x/在 Œa; b�上连续，证明:m.x/ D min
t2Œa;x�

f .t/;M.x/ D max
t2Œa;x�

f .t/均在 Œa; b�上连

续。

解只证 m.x/在 Œa; b�上连续，事实上，对 8 a � x1 < x2 � b

0 � m.x1/ �m.x2/ � max
t2Œx1;x2�

f .t/ � min
t2Œx1;x2�

f .t/ D !.f; Œx1; x2�/

根据 f .x/在 Œa; b�上连续可知它在 Œa; b�上一致连续，从而

8 " > 0; 9 ı > 0; st 8 a � x1 < x2 � b

只要 x2 � x1 < ı，就有 !.f; Œx1; x2�/ < "从而对这样的 ı; x1; x2,必有

0 � m.x1/ �m.x2/ < "

从而 m.x/在 Œa; b�上一致连续，即连续。8

2.8.2 函数列的一致连续性

例2.158 (华师大, 2017)设函数f .x/在 Œ0;C1/上一致收敛,对任意的x > 0均有 lim
n!1

f .xCn/ D 0.
证明: ff .x C n/g在 Œ0; 1�上一致收敛于 0.

8类似地，当M.x/是 f .x/在 Œa; x�的最大值时，M.x/亦连续
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解 反证法. 假设结论不成立, 则存在 "0 > 0, 严格单调递增正整数列 fnkg 和数列 fxkg 使得

jf .xk C nk/j ⩾ "0. fxkg有收敛的子列,不妨仍然记为 fxkg,设 lim
k!1

xk D y,则

jf .xk C nk/j ⩽ jf .xk C nk/ � f .y C nk/j C jf .y C nk/j;

j.xk C nk/ � .y C nk/j D jxk � yj ! 0, f .x/在 Œ0;C1/上一致连续,故

lim
k!1

jf .xk C nk/ � f .y C nk/j D 0;

对任意的 x > 0,均有 lim
n!1

f .x C n/ D 0,故

lim
k!1

f .y C nk/ D 0;

故 lim
k!1

jf .xk C nk/j D 0,这与 jf .xk C nk/j ⩾ "0 矛盾!

定理 2.27.最值判别法

~

设函数列 ffn.x/g 在区间 I 上点一致收敛于 f .x/, 即 lim
n!1

fn.x/ D u.x/; x 2 I . 令
Mn D sup

x2I

fjfn.x/ � f .x/jg.n D 1; 2; � � � /;则 fn.x/在 I 上一致收敛于 f .x/的充分必要条

件是 lim
n!1

Mn D 0

例2.159试判断下列函数列在指定区间上的一致收敛性：

fn.x/ D
x

1C nx2
; .�1;C1/

解首先,看点收敛,易知有

f .x/ D lim
n!1

x

1C nx2
D 0; x 2 .�1;C1/:

其次,计算Mn. 由等式

Mn D sup
.�1;C1/

fjfn.x/ � f .x/jg D sup
.�1;C1/

�ˇ̌̌̌
x

1C nx2

ˇ̌̌̌�
注意到函数

ˇ̌̌̌
x

1C nx2

ˇ̌̌̌
在 x ! C1或 �1时趋向于 0,可知其上确界就是函数在正半轴上的最大

值. 用导数求极值法，
d

dx

�
x

1C nx2

�
D

1 � nx2

.1C nx2/2

易得,在 x D
1

p
n
处达到最大值,且 lim

n!1
Mn D lim

n!1

1

2
p
n

D 0. 这说明 fn.x/在 .�1;C1/上一

致收敛于 0.

定理 2.28.狄尼 (Dini)定理

~

1. 函数列 ffn.x/g在 Œa; b�上单调,
2. 函数列 ffn.x/g在 Œa; b�上收敛于 f .x/,
3. 每个 fn.x/及 f .x/在 Œa; b�上都连续,

则函数列 ffn.x/g在 Œa; b�上一致收敛于 f .x/.



第 3章 导数与微分

例3.1设函数 f .x/可导,在 F.x/ D f .x/.1C j sin xj/,则 f .0/ D 0是 F.x/在 x D 0处可导的充分

必要条件

证明 (1) f .x/可导知 f .x/连续,又 f .0/ D 0,于是可知 lim
x!0

f .x/ D f .0/

F 0.0/ D lim
x!0

F.x/ � F.0/

x
D lim
x!0

f .x/.1C j sin xj/

x

D lim
x!0

f .x/ � f .0/

x
C lim
x!0

f .x/ lim
x!0

j sin xj

x

D f 0.0/C 0 D f 0.0/

(2) f .x/可导知 f .x/连续,于是可知 lim
x!0

f .x/ D f .0/

F 0
�.0/ D lim

x!0�

F.x/ � F.0/

x
D lim
x!0�

f .x/.1C j sin xj/ � f .0/

x

D lim
x!0�

f .x/ � f .0/

x
C lim
x!0

f .x/ lim
x!0�

j sin xj

x

D f 0.0/C f .0/ lim
x!0�

� sin x
x

D f 0.0/ � f .0/

F 0
C.0/ D lim

x!0C

F.x/ � F.0/

x
D lim
x!0C

f .x/.1C j sin xj/ � f .0/

x

D lim
x!0C

f .x/ � f .0/

x
C lim
x!0

f .x/ lim
x!0C

j sin xj

x

D f 0.0/C f .0/ lim
x!0C

sin x
x

D f 0.0/C f .0/

F.x/可导 H) F 0.0/ D F 0
�.0/ D F 0

C.0/ H) f .0/ D 0

例3.2 (02年数学 I)设函数 f .x/在 .0;C1/内有界可导,则 ( ).
当 lim

x!C1
f .x/ D 0时,必有 lim

x!C1
f 0.x/ D 0(A)

当 lim
x!C1

f 0.x/存在时,必有 lim
x!C1

f 0.x/ D 0(B)

当 lim
x!0C

f .x/ D 0时,必有 lim
x!0C

f 0.x/ D 0(C)

当 lim
x!0C

f 0.x/存在时,必有 lim
x!0C

f 0.x/ D 0(D)

解

(A) 取 f .x/ D
sin x2

x
,则 f 0.x/ D 2 cos x2 �

sin x2

x2
. 因此 lim

x!C1
f 0.x/不存在.

(B) 反证法. 设 lim
x!C1

f 0.x/ D k ¤ 0,不妨设 k > 0,由极限的保号性知存在M > 0,当 x > M

时,有 f 0.x/ >
k

2
.Z x

M

f 0.x/ dx >
Z x

M

k

2
dx H) f .x/ >

k

2
.x �M/C f .M/

上式与 f .x/在 .0;C1/内有界矛盾.
(C) , (D)取 f .x/ D sin x
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例3.3 设函数 f W .0;C1/ ! R 在 x D 1 处可导, 且对任意的 x; y 2 .0;C1/ 有 f .xy/ D

yf .x/C xf .y/,证明: 函数 f .x/在 .0;C1/内可导,且 f 0.x/ D
f .x/

x
C f 0.1/.

证明 在关系式 f .xy/ D yf .x/C xf .y/中令 x D y D 1,则得到 f .1/ D 0

f .xy/ D yf .x/C xf .y/ () f .xy/ � f .x/ D yf .x/ � f .x/C xf .y/

上式两边同除以 x.y � 1/可得

f .xy/ � f .x/

xy � x
D
yf .x/ � f .x/C xf .y/

x.y � 1/
D
f .x/

x
C
f .y/ � f .1/

y � 1

令 y ! 1得

lim
y!1

f .xy/ � f .x/

xy � x
D
f .x/

x
C lim
y!1

f .y/ � f .1/

y � 1

且 f .x/在 x D 1处可导

lim
y!1

f .xy/ � f .x/

xy � x
D
f .x/

x
C f 0.1/

因此,函数 f .x/在 .0;C1/内可导,且 f 0.x/ D
f .x/

x
C f 0.1/.

例3.4设函数 f .x/在 x D 0处连续, f .0/ D 0,且

lim
x!0

f .2x/ � f .x/

x
D a:

证明: f 0.0/ D a:

解先证明: f 0
C.0/ D a. 由已知条件, 8" > 0; 9ı > 0;8x 2 .0; ı/,有ˇ̌̌̌

f .2x/ � f .x/

x
� a

ˇ̌̌̌
< "

或

x.a � "/ < f .2x/ � f .0/ < x.aC "/ (3.1)

由式 (3.1)可得
x

2
.a � "/ < f .x/ � f

�x
2

�
<
x

2
.aC "/

x

22
.a � "/ < f

�x
2

�
� f

� x
22

�
<
x

22
.aC "/

:::

x

2n
.a � "/ < f

� x

2n�1

�
� f

� x
2n

�
<
x

2n
.aC "/

将上述不等式相加,可得

x

�
1 �

1

2n

�
.a � "/ < f .x/ � f

� x
2n

�
< x

�
1 �

1

2n

�
.aC "/;

8n,令 n ! 1,由于 f .x/在 x D 0处连续,所以有

x.a � "/ < f .x/ � f .0/ < x.aC "/

即 ˇ̌̌̌
f .x/ � f .0/

x � 0
� a

ˇ̌̌̌
< ":

这表明 f 0
C.0/ D a. 同理可证: f 0

�.0/ D a. 故 f 0.0/ D a

例3.5若 f .x/为在 x D 0点处的可微函数,且 f .0/ D 0, f 0.0/严格大于 0,则有极限

lim
n!1

nX
kD1

ˇ̌̌̌
f
�k˛�1

n˛

�ˇ̌̌̌
D
f 0.0/

˛
; 8˛ > 1
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解 (by Bruce)因为 f .0/ D 0,且 f .x/可微,则 f 0.0/ D lim
x!0

f .x/

x
. 由极限定义知 8" > 0, 9ı > 0,

当 jxj < ı时,有
x.jf 0.0/j � "/ < f .x/ < x.jf 0.0/j C "/

取 n足够大,使得
1

n
< ı,并令 x D

k˛�1

n˛
.k D 1; 2; � � � ; n/. 显然

jxj D
k˛�1

n˛
<
n˛�1

n˛
D
1

n
< ı

故满足
k˛�1

n˛
.jf 0.0/j � "/ <

ˇ̌̌̌
f

�
k˛�1

n˛

�ˇ̌̌̌
<
k˛�1

n˛
.jf 0.0/j C "/ (3.2)

注意到

k˛�1 <

Z kC1

k

x˛�1 dx D
.k C 1/˛ � k˛

˛

k˛�1 >

Z k

k�1

x˛�1 dx D
k˛ � .k � 1/˛

˛

代回 (3.2)式,并对其求和

1

n˛
.jf 0.0/j � "/

nX
kD1

k˛ � .k � 1/˛

˛
<

nX
kD1

ˇ̌̌̌
f

�
k˛�1

n˛

�ˇ̌̌̌
<

1

n˛
.jf 0.0/j C "/

nX
kD1

.k C 1/˛ � k˛

˛

n˛ � 0

n˛
jf 0.0/j � "

˛
<

nX
kD1

ˇ̌̌̌
f

�
k˛�1

n˛

�ˇ̌̌̌
<
.nC 1/˛ � 1

n˛
jf 0.0/j � "

˛
(3.3)

将 (3.3)两侧同时取 n ! 1,并有 " ! 0

f 0.0/

˛
D lim
n!1

jf 0.0/j � "

˛
< lim
n!1

nX
kD1

ˇ̌̌̌
f

�
k˛�1

n˛

�ˇ̌̌̌
< lim
n!1

.nC 1/˛ � 1

n˛
jf 0.0/j � "

˛
D
f 0.0/

˛

即

lim
n!1

nX
kD1

ˇ̌̌̌
f
�k˛�1

n˛

�ˇ̌̌̌
D
f 0.0/

˛
; 8˛ > 1

例3.6证明: 若存在 f 00.0/,则 lim
h!0

f .2h/ � 2f .0/C f .�2h/

4h4
D f 00.0/.

证明 [3]
f .2h/ � 2f .0/C f .�2h/

4h4
D K

�
D K.h/

�
作 F.x/ D f .2x/ � 2f .0/C f .�2x/ � 4Kx2,则 F.0/ D 0 D F.h/,由 Rolle定理知,存在 � 2 .0; h/(或 .h; 0/),
使得

F 0.�/ D 0 () 2f 0.2�/ � 2f 0.�2�/ � 8� D 0;

2f 0.2�/ � 2f 0.�2�/

8�
D
Œf 0.2�/ � f 0.0/� � Œf 0.�2�/ � f 0.0/�

�
D A

由此令 h ! 0,即得 A.h/ ! f 00.0/

例3.7设 f .x/在 x D 0连续, lim
x!0

f .x/ � f .sin x/
x3

存在. 问 f .x/在 0点是否可导

解 (by ytdwdw)可导. 不妨设 lim
x!0

f .x/ � f .sin x/
x3

D 0以及 f .0/ D 0. 我们有

lim
x!0

sin.2x/ �
2xp
1Cx2

x3
D �

1

3
:

因此,存在 � 2 .0; 1/使得当 0 < jxj < �时,
sin.2x/ �

2xp
1Cx2

x3
< 0
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特别,当
1

p
n
< �时,成立

sin 2
p
n
<

2p
n

1C
1
n

D
2

p
nC 1

: (3.4)

另一方面, 8" > 0,由假设,存在 " 2 .0; �
2
/使得当 0 < jxj < ı时,

jf .x/ � f .sin x/j ⩽ "jx3j

记 a0.x/ D x; anC1.x/ D sin.an.x//并取整数 k 满足
1

x2
C 1 ⩽ k ⩽ 4

x2
. 则利用 (3.4)归纳可证

jan.x/j D an.jxj/ ⩽ 2
p
k C n

; 8n ⩾ 0:

从而

jf .x/j ⩽
1X
nD0

jf .an.x// � f .anC1.x//j ⩽ "

1X
nD0

jan.x/j
3

⩽
1X
nD0

8

.k C n/
3
2

⩽ "

Z C1

k�1

8

t
3
2

dt D
16"

p
k � 1

⩽ 16"jxj ; 8 0 < jxj < ı

因此, ˇ̌̌̌
f .x/ � f .0/

x

ˇ̌̌̌
⩽ 16" ; 8 0 < jxj < ı

从而得到 f 0.0/ D 0.

定理 3.1.有限增量公式

~设 f .x/在 x0 可导 �y D f 0.x0/�x C o.�x/ .�x ! 0/

例3.8设函数 y 在任意点 x处的增量满足

�y D
x

p
x2 C 1

�x �
x2

p
x2 C 1C 1

�y C

p
x2 C 1

p
x2 C 1C 1

�x ��y

且 y.0/ D 0. 计算极限： lim
x!0

R arctanx
0

y.t/dt
x2 ln.x C

p
1C x2/

解显然

�x ��y D o.�x/ D o.�y/ .�x ! 0;�y ! 0/

故有

�y

�
1C

x2
p
x2 C 1C 1

�
D

x
p
x2 C 1

�x C o.�x/ .�x ! 0;�y ! 0/

由定义可得 f .x/可微且

y0
D

x

1C x2
H) y D

1

2
ln.1C x2/C C

又 y.0/ D 0,故可得 y D
1

2
ln.1C x2/.Z arctanx

0

1

2
ln.1C x2/dt D

Z arctanx

0

1

2
x2 dt D

1

6
.arctan x/3 �

1

6
x3

x2 ln.x C

p
1C x2/ � x2.x C

p
1C x2 � 1/ D x3

 
1C

p
x2 C 1 � 1

x

!
� x3

于是

lim
x!0

R arctanx
0

y.t/dt
x2 ln.x C

p
1C x2/

D lim
x!0

1
6
x3

x3
D
1

6
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例3.9 (1999.II)曲线
�
x D et sin 2t
y D et cos t

在点 .0; 1/处的法线方程为

解
dy
dx

D
y0
t

x0
t

D
et cos t � et sin t

et sin 2t C 2et cos 2t
D

cos t � sin t
sin 2t C 2 cos 2t

:

点 .0; 1/对应参数 t D 0,
dy
dx

ˇ̌̌̌
tD0

D
1

2
,于是所求法线方程为

y � 1 D �2x () 2x C y � 1 D 0:

例3.10求与抛物线族 x D ay2 正交的曲线族

解由题 x D ay2 H) a D
x

y2
,等式 x D ay2 对 x求导,得

dy
dx

D
1

2ay
D

y

2x

由已知所求与 x D ay2 正交 (垂直),故

�
dx
dy

D
1

2ay
D

y

2x

解此微分方程得
y2

2
C x2 D C

推论 3.1. jx � x0jg.x/可导条件

~如果 g.x/在 x0 处连续,则 f .x/ D jx � x0jg.x/在 x0 处可导当且仅当 g.x0/ D 0

证明 g.x/在 x0 处连续,于是 lim
x!x0

g.x/ D g.x0/,由导数定义我们有

f 0
C.x0/ D lim

x!x
C
0

f .x/ � f .x0/

x � x0
D lim
x!x

C
0

jx � x0jg.x/ � 0

x � x0
D lim
x!x

C
0

g.x/ D g.x0/

f 0
�.x0/ D lim

x!x�
0

f .x/ � f .x0/

x � x0
D lim
x!x�

0

jx � x0jg.x/ � 0

x � x0
D � lim

x!x�
0

g.x/ D �g.x0/

1)若 f .x/在 x0 处可导,则

f 0
C.x0/ D f 0

�.x0/ H) g.x0/ D �g.x0/ H) g.x0/ D 0

2)若 g.x0/ D 0,显然有 f 0
C.x0/ D f 0

�.x0/,即 f .x/在 x0 处可导

定理 3.2.奇 (偶)函数的导数

~

在 .–a; a/内可导的奇函数的导数是偶函数；
在 .–a; a/内可导的偶函数的导数是奇函数。

定理 3.3.周期函数的导数
~若 f .x/是以 T 为周期的可导函数,则 f 0.x/仍是以 T 为周期的函数

证明 设 f .x/在 x0 可导,由导数定义

f 0.x0/ D lim
�x!0

f .x0 C�x/ � f .x0/

�x

D lim
�x!0

f .x0 C T C�x/ � f .x0 C T /

�x
D f 0.x0 C T /
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例3.11证明: f .x/ D sin2 x C sin x2不是周期函数.

解 [4]易得 f .x/是连续可微函数. 若 f .x/是周期函数,则 f 0.x/也是周期函数. 于是结合连续性
可得 f 0.x/有界,然而很明显

f 0.x/ D 2 sin x cos x C 2x cos x2

是无界函数 (可考虑 f 0.
p
2n�/),所以 f .x/不是周期函数.

定理 3.4.反函数的求导法则

~

如果函数 x D f .y/在区间 Iy 内单调、可导且 f 0.y/ ¤ 0,则它的反函数 y D f �1.x/在区

间 Ix D fxjx D f .y/; y 2 Iyg内也可导,且

Œf �1.x/�0 D
1

f 0.y/
或

dy
dx

D
1

dx
dy
: .2-6/

证明 由于 x D f .y/在 Iy 内单调、可导 (从而连续),由定理 1.1.1知,
x D f .y/的反函数 y D f �1.x/存在,且 f �1.x/在 Ix 内也单调、连续.
任取 x 2 Ix ;给 x以改变量 �x .�x ¤ 0; x C�x 2 Ix/;由 y D f �1.x/的单调性可知

�y D f �1.x C�x/ � f �1.x/ ¤ 0;

故
�y

�x
D

1

�x
�y

:

又由于 y D f �1.x/连续,故
lim
�x!0

�y D 0;

从而

Œf �1.x/�0 D lim
�x!0

�y

�x
D lim
�y!0

1

�x
�y

D
1

f 0.y/
:

例3.12若 y D f .x/存在单值反函数 x D '.y/,且 y0
¤ 0, y00

¤ 0,试求
d2x
d2y

,
d3x
d3y

解由
dx
dy

D 1
.dy

dx
D 1=y0,得到

d2x
dy2

D
d

dy

�dx
dy

�
D

d
dx

�dx
dy

� dx
dy

D

� d
dx

�
1

y0

��
�
1

y0

D �
1

y0
�
1

.y0/2
�

dy0

dx
D �

y00

.y0/3
:

d3x
d3y

D
d

dy

�d2x
dy2

�
D

d
dx

�d2x
dy2

�
�

dx
dy

D �
d

dy

�
y00

.y0/3

�
�
1

y0

D �
y000.y0/3 � 3.y0/2y00 � y00

.y0/6
D
3.y00/2 � y0y000

.y0/5
:

例3.13设 y D y.x/是定义在 Œ�1; 1�上的二阶可导函数,且满足方程

.1 � x2/
d2y
dx2

� x
dy
dx

C a2y D 0 ;

作变量代换 x D sin t 后,证明: 函数 y 满足方程
d2y
dt2

C a2y D 0

证明 注意到
dx
dt D cos t D

p
1 � x2,故

dy
dt D

dy
dx

dx
dt D

dy
dx
p
1 � x2
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于是

d2y
dt2

D
d
dt

�dy
dt

�
D

d
dx

�dy
dt

� dx
dt

D
d

dx

�dy
dx
p
1 � x2

�p
1 � x2

D

 
d2y
dx2

p
1 � x2 C

dy
dx

�x
p
1 � x2

!p
1 � x2

D .1 � x2/
d2y
dx2

� x
dy
dx

再代入到方程即可得证

定理 3.5.行列式函数的求导法则

~

设函数 fij .x/; .i; j D 1; 2; �; n/在区间 I 内可导，则行列式函数

f .x/ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌
f11.x/ f12.x/ � � � f1n.x/

f21.x/ f22.x/ � � � f2n.x/

:::
:::

:::

fn1.x/ fn2.x/ � � � fnn.x/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

也在 I 内可导，且

f 0.x/ D

nX
iD1

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌

f11.x/ f12.x/ � � � f1n.x/

:::
:::

:::

f 0
i1.x/ f 0

i2.x/ � � � f 0
in.x/

:::
:::

:::

fn1.x/ fn2.x/ � � � fnn.x/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌

定理 3.6.常用导数公式

~

.C /0 D 0 .x�/0 D �x��1

.sin x/0 D cos x .cos x/0 D � sin x

.tan x/0 D sec2 x .cot x/0 D � csc2 x

.sec x/0 D sec x tan x .csc x/0 D � csc x cot x

.ax/ D ax ln a .ex/0 D ex

.loga x/0 D
1

x ln a
.ln x/0 D

1

x

.arcsin x/0 D
1

p
1 � x2

.arccos x/0 D �
1

p
1 � x2

.arctan x/0 D
1

1C x2
.arccot x/0 D �

1

1C x2

.sinh x/0 D cosh x D
ex C e�x

2
.cosh x/0 D sinh x D

ex � e�x

2

.tanh x/0 D

�
ex � e�x

ex C e�x

�0

D
1

cosh2 x
.coth x/0 D

�
ex C e�x

ex � e�x

�0

D �
1

sinh2 x
.arsinh x/0 D

�
ln.x C

p
x2 C 1/

�0

D
1

p
x2 C 1

.arcosh x/0 D

�
ln.x C

p
x2 � 1/

�0

D
1

p
x2 � 1

定理 3.7. Darboux中值定理,导数的介值定理

~

设 f .x/在 Œa; b�上可导,则对于 f 0
C.a/与 f 0

�.b/之间的一切值 � ,
必 9 � 2 Œa; b� ; s:t : f 0.�/ D �



3.1 高阶导数 –109/572–

证明 令 F.x/ ≜ f .x/ � �x; x 2 Œa; b�. 则

F 0.a/ D f 0.a/ � � < 0; F 0.b/ D f 0.b/ � � > 0:

由于

lim
x!aC

F.x/ � F.a/

x � a
D F 0.a/ < 0;

由保号性知存在 ı > 0使得当 x 2 .a; a C ı/时, F.x/ � F.a/ < 0,从而 a不是 F.x/在 Œa; b�上的最小

值点. 同理可证 b不是 F.x/在 Œa; b�上的最小值点.
另外,由于 F.x/连续,它在 Œa; b�上有最小值,设 � 2 Œa; b�是一个最小值点,则 � 2 .a; b/从而它是极小

值点. 于是 F 0.�/ D 0. 也即 f 0.�/ D �.

例3.14设 f .x/在 Œ0; �
4
�上二阶可导, f .0/ D 0; f 0.0/ D 1; f .�

4
/ D 1. 证明: 存在 � 2 .0; �

4
/使得

f 00.�/ D 2f .�/f 0.�/:

证明 [4]记 F.x/ D f 0.x/ � f 2.x/. 则 F.x/在 Œ0; �4 �上可导. 要证明的就是存在 � 2 .0; 1/使得 F 0.�/ D 0.
由 Darboux定理,若结论不真,则

F 0.x/ D f 00.�/ � 2f .x/f 0.x/ > 0; 8x 2

�
0;
�

4

�
(3.5)

或

F 0.x/ D f 00.�/ � 2f .x/f 0.x/ < 0; 8x 2

�
0;
�

4

�
: (3.6)

若 (3.5)式成立,则
f 0.x/ � f 2.x/ D F.x/ > F.0/ D 1; 8x 2

�
0;
�

4

i
;

即 �
arctanf .x/

�0
> 1; 8x 2

�
0;
�

4

i
:

于是又有

arctanf .x/ � x > arctanf .0/ � 0 D 0; 8x 2

�
0;
�

4

i
;

特别地, f .�4 / > tan �
4 D 1. 与假设矛盾. 因此 (3.5)式不成立. 类似可证 (3.6)式也不成立.

因此,必存在 � 2 .0; �4 /使得 f 00.�/ D 2f .�/f 0.�/.

3.1 高阶导数

定理 3.8.常用高阶导数公式

~

.ax/.n/ D ax � lnna .a > 0/ .ex/.n/ D ex

.sin kx/.n/ D kn sin
�
kx C n �

�

2

�
.cos kx/.n/ D kn cos

�
kx C n �

�

2

�
.ln x/.n/ D .�1/n�1 .n � 1/Š

xn

�
1

x ˙ a

�.n/
D .�1/n

nŠ

.x ˙ a/nC1

.xm/.n/ D m.m � 1/ � � � .m � nC 1/xm�n .xn/.n/ D nŠ

� 练习 3.1 y D sin4 x C cos4 x,求 y.n/

解

y D
�

sin2 x C cos2 x
�2

� 2 sin2 x cos2 x

D 1 �
1

2
sin2 2x D 1 �

1

4
.1 � cos 4x/ D

3

4
C
1

4
cos 4x

� 练习 3.2 y D sin6 x C cos6 x,求 y.n/



3.1 高阶导数 –110/572–

解

y0
D 6 sin5 x cos x � 6 cos5 x sin x

D 6 sin x cos x.sin4 x � cos4 x/

D 6 sin x cos x.sin2 x � cos2 x/.sin2 x C cos2 x/

D �3 sin 2x cos 2x D �
3

2
sin 4x

� 练习 3.3求 y D x2e3x 的 n阶导数

解设 u D e3x , v D x2 ,则
u.k/ D 2ke2x .k D 1; 2; � � � ; 20/

v0
D 2x; v00

D 2; v.k/ D 0 .k D 3; 4; � � � ; 20/

代入莱布尼茨公式,得

y.n/ D .x2e3x/.n/

D .e3x/.n/x2 C n.e3x/.n�1/.x2/0 C
n.n � 1/

2
.e3x/.n�2/.x2/00

D 3n�2e3x
�
9x2 C 6nx C n.n � 1/

�
莱布尼茨公式

.uv/n D

nX
kD0

C kn u
.n�k/v.k/

例3.15 y D .x2 C 1/ sin x,求 y.60/:

证明 首先

.x2 C 1/0 D 2x; .x2 C 1/00 D 2; .x2 C 1/000 D 0:

设 u D sin x; v D x2 C 1,而
.sin x/.n/ D sin

�
x C n �

�

2

�
;

故由莱布尼兹公式得

y.60/ D u.60/v C C 160u
.59/v0

C C 260u
.58/v00

D sin
�
x C 60 �

�

2

�
.x2 C 1/C 60 sin

�
x C 59 �

�

2

�
� 2x C

60 � 59

2Š
sin

�
x C 58 �

�

2

�
� 2

D .x2 C 1/ sin x C 120x.� cos x/C 3540.� sin x/

D .x2 � 3539/ sin x � 120x cos x:

� 练习 3.4设 fn.x/ D xn ln x, n 2 N,求极限 lim
n!1

f
.n/
n

�
1
n

�
nŠ

解先求 fn.x/的一阶导数,有

f 0.x/ D nxn�1 ln x C xn�1
D nfn�1.x/C xn�1

两边同求 .n � 1/阶导数得

f .n/n .x/ D nf
.n�1/
n�1 .x/C .n � 1/Š

f
.n/
n .x/

nŠ
D
f
.n�1/
n�1 .x/

.n � 1/Š
C
1

n
; n D 1; 2; � � �



3.1 高阶导数 –111/572–

将前 n个排列起来相加,即有
f 0
1.x/ D .x ln x/0 D 1C ln x

f 00
2 .x/

2Š
D
f 0
1.x/

1Š
C
1

2

:::

f
.n�1/
n�1 .x/

.n � 1/Š
D
f
.n�2/
n�2 .x/

.n � 2/Š
C

1

n � 1

f
.n/
n .x/

nŠ
D
f
.n�1/
n�1 .x/

.n � 1/Š
C
1

n

f
.n/
n .x/

nŠ
D ln x C 1C

1

2
C
1

3
C � � � C

1

n � 1
C
1

n

令 x D
1

n
,就是

f
.n/
n

�
1
n

�
nŠ

D ln 1
n

C 1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

n
,所以

lim
n!1

f
.n/
n

�
1
n

�
nŠ

D lim
n!1

�
1C

1

2
C
1

3
C � � � C

1

n
� lnn

�
D 

其中  为 Euler常数

例3.16设 y.x/ D arctan x,求 y.n/.x/

解 y0
D

1

1C x2
,即 .1C x2/y0

D 1. 利用 Leibniz公式得

.1C x2/y.nC1/
C n � 2xy.n/ C

n.n � 1/

2Š
� 2y.n�1/

D 0

令 x D 0得

y.nC1/.0/ D �n.n � 1/y.n�1/.0/ ; n D 1; 2; 3; � � �

由 y.0/ D 0, y00
D �

2x

.1C x2/2

ˇ̌̌̌
xD0

D 0,得

y00.0/ D 0 ; y0000.0/ D 0 ; � � � ; y2n D 0

由 y0.0/ D 1,得

y.2mC1/.0/ D �2m.2m � 1/y.2m�1/.0/ D � � � D .�1/m.2m/Šy0.0/ ; m 2 N

故而 y.2mC1/.0/ D .�1/m.2m/Šy0.0/, y0.0/,综上

y.n/ D

�
0 ; n为偶数

.�1/
n�1

2 .n � 1/Š; n为奇数

例3.17设 y.x/ D arcsin x,求 y.n/.x/

解 y0
D

1
p
1 � x2

,即
p
1 � x2y0

D 1. 再次求导,得到

y00
p
1 � x2 � y0

�
x

p
1 � x2

H) .1 � x2/00 � xy0
D 0

利用 Leibniz公式得

y.nC2/.1 � x2/C ny.nC1/.�2x/C
n.n � 1/

2
y.n/.�2/ �

�
xy.nC1/

C ny.n/
�

D 0

整理后得到

.1 � x2/y.nC2/
� .2nC 1/xy.nC1/

� n2y.n/ D 0



3.1 高阶导数 –112/572–

现在用 x D 0代入,就得到递推公式

y.nC2/.0/ � n2y.n/.0/ D 0 H) y.nC2/.0/ D n2y.n/.0/

由 y.0/ D 0,得
y00.0/ D 0 ; y0000.0/ D 0 ; � � � ; y2n D 0

由 y0.0/ D 1,得
y000.0/ D 1 ; y.5/ D 32 ; y.7/ D 52 � 32; � � � ;

即可总结为

y.2mC1/.0/ D Œ.2m � 1/ŠŠ�2 ; m 2 NC

综上

y.n/ D

�
0 ; n D 2m

Œ.2m � 1/ŠŠ�2 ; n D 2mC 1

例3.18求 y D
1

x2 C a2
的 n阶导数

证明 利用复数分解公式
1

x2 C a2
D

1

2ai

� 1

x � ai
�

1

x C ai

�
,可知

�
1

x2 C a2

�.n/
D

1

2ai

�
.�1/nnŠ

.x � ai/nC1
�

.�1/nnŠ

.x C ai/nC1

�
D
.�1/nnŠ

2ai

�
1

.x � ai/nC1
�

1

.x C ai/nC1

�

现在令 x D a cot �; 0 < � < �; � D arccot
�x
a

�
,则

x ˙ ai D a
�

cot � ˙ i
�

D
a
�

cos � ˙ i sin �
�

sin �

由此可知
1

.x ˙ ai/nC1
D

sinnC1 �

anC1

�
cos.nC 1/� � i sin.nC 1/�

�
代入前式并注意 sin � D

a
p
a2 C x2

,我们有

�
1

x2 C a2

�.n/
D
.�1/nnŠ sinnC1 � sin.nC 1/�

anC2

D .�1/nnŠ
sin

�
.nC 1/ arccot.x=a/

�
a.x2 C a2/

nC1
2

例3.19 (北京市 1992年竞赛题)设 f .x/ D
1

1 � x � x2
, an D

1

nŠ
f .n/.0/,

求证: 级数
1X
nD0

anC1

ananC2

收敛,并求其和

证明 令 F.x/ D .1 � x � x2/f .x/,则 F.x/ D 1.
根据莱布尼茨公式,对上式两边求 .nC 2/阶导数,有

F .nC2/.x/ D f .nC2/.x/.1 � x � x2/C C 1nC2f
.nC1/.x/.�1 � 2x/C C 2nC2f

.n/.x/.�2/

D 0

令 x D 0得

.nC 2/ŠanC2 C C 1nC2anC1.nC 1/Š.�1/C C 2nC2annŠ.�2/ D 0



3.1 高阶导数 –113/572–

.nC 2/ŠanC2 � .nC 2/ŠanC1 � .nC 2/Šan D 0

于是 anC2 D anC1 C an,且

a0 D
1

0Š
f .0/.0/ D 1 ; a1 D

1

1Š
f 0.0/ D

�.�1 � 2x/

.1 � x � x2/2

ˇ̌̌̌
xD0

D 1

由数学归纳法可得 n ! 1时有 an ! 1. 原级数的部分和

Sn D

nX
kD0

akC1

akakC2

D

nX
kD0

akC2 � ak

akakC2

D

nX
kD0

�
1

ak
�

1

akC2

�

D

�
1

a0
�
1

a2

�
C

�
1

a1
�
1

a3

�
C

�
1

a2
�
1

a4

�
C � � � C

�
1

an�1
�

1

anC1

�
C

�
1

an
�

1

anC2

�
D

1

a0
C

1

a1
�

1

anC1
�

1

anC2
! 2 .n ! 1/

于是级数

1X
nD0

anC1

ananC2
收敛,且和为 2

� 练习 3.5设 f .x/ D ex sin 2x 求 f .4/.0/

解由麦克劳林公式

f .x/ D f .0/C
f 0.0/

1Š
x C

f 00.0/

2Š
x2 C � � � C

f .n/.0/

nŠ
xn C o.xn/

则

f .x/ D

�
1C x C

1

2
x2 C

1

3Š
x3 C o.x3/

��
2x �

1

3Š
.2x/3 C o.x4/

�
所以 f .x/展开式的 4次项为

2

3Š
x4 �

1

3Š
.2x/3 � x D �x4

即有
f .4/.0/

4Š
D �x4,故 f .4/.0/ D �24.

例3.20设 f .x/连续且 f .x/ D 3x C

Z x

0

.t � x/2f .t/dt ,求 f .2017/.0/的值.

解

f .x/ D 3x C

Z x

0

t2f .t/dt � 2x

Z x

0

tf .t/dt C x2
Z x

0

f .t/dt

f 0.x/ D 3 � 2

Z x

0

tf .t/ dt C 2x

Z x

0

f .t/dt ; f 0.0/ D 3

f 00.x/ D 2

Z x

0

f .t/ dt ; f 00.0/ D 0

f 000.x/ D 2f .x/ ; f 000.0/ D 0

f .4/.x/ D 2f 0.x/ ; f .4/.0/ D 2 � 3 D 6

:::

f .n/.x/ D

8<:0; n ¤ 3k C 1

2k � 3 n D 3k C 1
.k D 0; 1; 2; � � � /

由于 2017 D 3 � 673C 1因此

f .2017/.0/ D 3 � 2673



3.2 隐函数及由参数方程所确定的函数的导数 相关变化率 –114/572–

例3.21设 f .x/ D
1

1 � x2 C x4
求 f .100/.0/

解因为

f .x/ D
1

1 � x2 C x4
D
1C x2

1C x6

由带皮亚诺余项的麦克劳林公式,有

f .x/ D .1C x2/.1 � x6 C � � � C x96 � x102 C o.x102//

所以 f .x/展开式的 100次项为 0. 即
f .100/.0/

100Š
D 0,故 f .100/.0/ D 0

推论 3.2.奇 (偶)函数在 x D 0处高阶导数

~

奇函数的偶数阶导数为奇函数,奇函数的奇数阶导数为偶函数.
偶函数的偶数阶导数为偶函数,偶函数的奇数阶导数为奇函数.

例3.22设 f .x/ D arcsin x4

3
p
1C x2 C arctan2 x

求 f .5/.0/

解由 f .x/为偶函数, 可知 f .5/.x/为奇函数。又因为奇函数在 x D 0处有定义时, 其值为 0. 故
f .5/.0/ D 0.

3.2 隐函数及由参数方程所确定的函数的导数 相关变化率

例3.23求 y D xx
x

的导数

解等式两边取对数得 lny D xx ln x,注意到

.xx/0 D
�
ex lnx�0

D xx.1C ln x/

lny D xx ln x两边对 x求导,得
y0

y
D xx.1C ln x/ ln x C

1

x
xx

整理可得

y0
D xx

x �
xx�1

C xx.1C ln x/ ln x
�

例3.24 设函数 y D y.x/ 由方程 xef .y/ D ey ln 29 确定，其中 f 具有二阶导数，且 f ¤ 0 ，则
d2y
d2x

D

解方程 xef .y/ D ey ln 29的两边同时对 x求导,得

ef .y/ C xy0f 0.y/ef .y/ D y0ey ln 29

又因为 xef .y/ D ey ln 29,故 1

x
C y0f 0.y/ D y0,即 y0

D
1

x.1 � f 0.y//
,因此

d2y
d2x

D y00
D �

1

x2.1 � f 0.y//
C

y0f 00.y/

xŒ1 � f 0.y/�2

D
f 00.y/

x2Œ1 � f 0.y/�3
�

1

x2.1 � f 0.y//
D
f 00.y/ � Œ1 � f 0.y/�2

x2Œ1 � f 0.y/�3



3.3 函数的微分 –115/572–

3.3 函数的微分

定义 3.1

|

设函数 f .x/在某区间内有定义, x0及 x0 C�x 在这区间内,如果函数的增量

�y D f .x0 C�x/ � f .x0/

可表示为

�y D A�x C o.�x/

其中 A是不依赖于 �x 的常数,那么称函数 y D f .x/在点 x0 是
::
可

::
微的,而 A�x 叫做函数

y D f .x/在点 x0相应与自变量增量 �x 的
::
微

::
分,记作 dy ,即

dy D A�x

�
注意通常把自变量 x的增量 �x 称为

::
自

::
变

::
量

::
的

::
微

::
分,记作 dx ,即 dx D �x

定理 3.9.函数可微的充要条件

~

函数 y D f .x/在 x0 处可微的充分必要条件是函数 f .x/在 x0 处可导,且当 y D f .x/在

点 x0 处可微时,其微分一定是
dy D f 0.x0/�x

证明 (1)必要性 设 y D f .x/在 x0 处可微,依定义有

�y D f .x0 C�x/ � f .x0/ D A�x C o.�x/ ()
�y

�x
D AC

o.�x/

�x
:

令 �x ! 0;由于 o.�x/是 �x 的高阶无穷小,所以

f 0.x0/ D lim
�x!0

�y

�x
D A;

即 f .x/在 x0 处可导,且 A D f 0.x0/,故 dy D f 0.x0/�x.
(2)充分性 设 f .x/在 x0 处可导,则

lim
�x!0

�y

�x
D f 0.x0/ () lim

�x!0

h�y
�x

� f 0.x0/
i

D 0

故
�y

�x
� f 0.x0/是 �x ! 0的无穷小,记作 ˛. 于是

�y

�x
D f 0.x0/C ˛ () �y D f 0.x0/�x C ˛�x:

因为当 �x ! 0时, ˛ ! 0,所以 ˛�x D o.�x/,且 f 0.x0/不依赖于 �x,
故由定义知函数 y D f .x/在 x0 处可微.



第 4章 微分中值定理与导数的应用

例4.1已知 jf .x/C f 0.x/j � 1，f .x/在 .�1;C1/上有界，证明：jf .x/j ⩽ 1:

证明 根据条件，可得

Œex.1˙ f .x//�0 ⩾ 0 ; 8x 2 R:

故

ex.1˙ f .x// ⩾ lim
x!�1

ex.1˙ f .x// D 0 ; 8x 2 R:

因此

1˙ f .x/ ⩾ 0 ; 8x 2 R:

即

jf .x/j ⩽ 1 ; 8x 2 R:

例4.2设 f W R ! R的二次可导函数,且满足

f .x/C f 00.x/ D �xg.x/f 0.x/ ; x 2 R

其中 g.x/ ⩾ 0, 8x 2 R,求证: f 是有界的

证明 (by西西)首先令 f .�x/换 f .x/,即

f .�x/C f 00.�x/ D �xg.�x/f 0.�x/

即 f .�x/也满足. 故只要证明 x ⩾ 0满足即可.
注意到: 当 x ⩾ 0时,我们有

d
dx
�
.f .x//2 C .f 0.x//2

�
D 2f 0.x/

�
f .x/C f 00.x/

�
D �2xg.x/

�
f 0.x/

�2 ⩽ 0

则 .f .x//2 C .f 0.x//2 在 Œ0;C1/单调递减,故

.f .x//2 C .f 0.x//2 ⩽ f 2.0/C
�
f 0.0/

�2
即

f 2.x/ ⩽ f 2.0/C
�
f 0.0/

�2
故 f 在 Œ0;C1/有界.

4.1 微分中值定理

4.1.1 费马定理

定理 4.1.费马 (Fermat)定理

~

设函数 f .x/在点 x0的某领域U.x0/内有定义,并且在 x0处可导,如果对任意的 x 2 U.x0/,
有

f .x/ ⩽ f .x0/ .或f .x/ ⩾ f .x0//

那么 f 0.x0/ D 0

证明 [10]不妨设 x 2 U.x0/时, f .x/ ⩽ f .x0/ (如果 f .x/ ⩾ f .x0/可以类似地证明).
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于是,对于 x0 C�x 2 U.x0/,有
f .x0 C�x/ ⩽ f .x0/;

从而,当 �x > 0时
f .x0 C�x/ � f .x0/

�x
⩽ 0I

当 �x < 0时
f .x0 C�x/ � f .x0/

�x
⩾ 0:

根据函数 f .x/在 x0 可导的条件及极限的保号性,便得到

f 0.x0/ D f 0
C.x0/ D lim

�x!0C

f .x0 C�x/ � f .x0/

�x
⩽ 0;

f 0.x0/ D f 0
�.x0/ D lim

�x!0�

f .x0 C�x/ � f .x0/

�x
⩾ 0;

所以, f 0.x0/ D 0. 证毕

例4.3设函数 f .x/在 Œ0;C1/上可导，且 0 ⩽ f .x/ ⩽ x

1C x2
,

求证：存在 � 2 .0;C1/使得 f 0.�/ D
1 � �2

.1C �2/2

解由题给不等式，令 x ! 0得 f .0/ D 0，且由 lim
x!C1

x

1C x2
D 0得

f .C1/ D lim
x!C1

f .x/ D 0

令

F.x/ D f .x/ �
x

1C x2

(1)若对一切 x ⩾ 0有 f .x/ D
x

1C x2
，则 f 0.x/ D

1 � x2

.1C x2/2
，所以对任何正数 � 有

f 0.�/ D
1 � �2

.1C �2/2
I

(2)若存在 x0 > 0使得 f .x0/ ¤
x0

1C x20
，则 F.x0/ < 0，由于

F.0/ D f .0/ � 0 D 0 ; F.C1/ D f .C1/ D 0;

所以 F.x/在 .0;C1/内取得最小值，设最小值为 F.�/，由费马定理得 F 0.�/ D 0，即

f 0.�/ D
1 � �2

.1C �2/2
I

4.1.2 罗尔定理

定理 4.2.罗尔 (Rolle)定理

~

如果函数 f .x/满足

(1) 在闭区间 Œa; b�上连续;
(2) 在开区间 .a; b/内可导;
(3) 在区间端点的函数值相等，即 f .a/ D f .b/,
那么在 .a; b/ 内至少有一点 �.a < � < b/ , 使得函数 f .x/ 在该点的导数等于零, 即
f 0.�/ D 0

证明 由于函数 f .x/在闭区间 Œa; b�上连续,根据闭区间上连续函数的最大值和最小值定理,在 Œa; b�上必定

取得它的最大值M 和最小值 m. 于是
(1) 若 M D m, 则 f .x/ 在 Œa; b� 上恒等于常数 M . 因此, 对任意 x 2 .a; b/, 有 f 0.x/ D 0. 所以, 任取

� 2 .a; b/,有 f 0.�/ D 0.
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(2)若M > m,因为 f .a/ D f .b/,所以M 与 N 中至少有一个不等于 f .a/与 f .b/,不妨设M ¤ f .a/,
则在 .a; b/内至少存在一点 �,使得 f .�/ D M ,即

f .x/ ⩽ f .�/ D M ; 8x 2 Œa; b�:

因为 f .x/在 x D � 处可导,下面证明 f 0.�/ D 0. 利用导数的定义 .2-5/,有

f 0.�/ D lim
x!�

f .x/ � f .�/

x � �
:

注意到当 x > � 时,
f .x/ � f .�/

x � �
⩽ 0I

当 x < � 时,
f .x/ � f .�/

x � �
⩾ 0I

再结合函数在一点可导的条件及极限的保号性,得到

f 0.�/ D f 0
C.�/ D lim

x!�C

f .x/ � f .�/

x � �
⩽ 0;

f 0.�/ D f 0
�.�/ D lim

x!��

f .x/ � f .�/

x � �
⩾ 0;

所以, f 0.�/ D 0:证毕.

罗尔定理构造函数思路

h 微分方程

h 常数 K值法
h 行列式: 例4.18
h 待定多项式函数: 例4.19,例4.88

例4.4设 f .x/在区间 Œa; b�上连续,开区间 .a; b/内二阶可导,
f .a/ D f .b/ D 0,

R b
a
f .x/dx D 0. 证明

(1) 至少存在一点 � 2 .a; b/,使得 f 0.�/ D f .�/;
(2) 至少存在一点 � 2 .a; b/; � ¤ � ,使得 f 00.�/ D f .�/

解由
R b
a
f .x/ dx D 0知存在 f .�/ D 0 .0 < � < b/, 令 g.x/ D f .x/e�x , g.�/ D g.a/ D 0, 显然

g.x/在区间 Œa; b�上连续,开区间 .a; b/内二阶可导,由罗尔定理知,至少存在一点 �1 2 .a; �/,使
得

g0.�1/ D 0 ; .a < �1 < �/

同理,至少存在一点 �2 2 .�; b/,使得

g0.�2/ D 0 .� < �2 < b/

令 h.x/ D f 2.x/� Œf 0.x/�2,易知 h.�1/ D h.�2/. h.x/在 .�1; �2/上满足罗尔定理的条件,因此至少
存在一点 � 2 .�1; �2/; � ¤ �,使得 h0.�/ D 0,即 f 00.�/ D f .�/

例4.5 设 f .x/ 在 .�1;C1/ 内可导, 且 f .a/ D f .b/ D 0, f 0.a/f 0.b/ > 0, 证明: f 0.x/ D 0 在

.a; b/内至少存在两个不相等的实根

证明 由题意 f 0.a/f 0.b/ > 0,故不妨设 f 0.a/ > 0; f 0.b/ > 0,由导数定义可得：

f 0.a/ D f 0
C.a/ D lim

x!aC

f .x/

x � a
> 0 ; f 0.b/ D f 0

�.b/ D lim
x!b�

f .x/

x � b
> 0
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由极限的保号性可知 9x1 2 .a; aC ı1/和 x2 2 .b � ı2; b/使得

f .x1/ > 0; f .x2/ < 0

其中 ı1，ı2 为充分小的正数，显然 x1 < x2。在区间 Œx1; x2�上应用介值定理得：9� 2 .x1; x2/ � .a; b/使

得 f .�/ D 0. 再由 f .a/ D f .�/ D f .b/ D 0及罗尔定理可知：存在 �1 2 .a; �/和 �2 2 .�; b/使得

f 0.�1/ D f 0.�2/ D 0

例4.6设 f .x/在 Œ0; 1�上二阶可导，且 f .0/ D f .1/ D 0; f 0.1/ D 1

求证：存在 � 2 .0; 1/使得 f 00.�/ D 2

解 令 F.x/ D f .x/ � x2, 则 F.0/ D 0; F.1/ D �1, 显然 F.x/ 满足拉格朗日中值定理的条件, 故
9C 2 .0; 1/,使

F 0.C / D
F.1/ � F.0/

1 � 0
D �1

又 F 0.x/ D f 0.x/�2x, F 0.1/ D �1,且 F.x/在 ŒC; 1�满足罗尔定理的条件. 故 9 � 2 .C; 1/ � .0; 1/,
使 F 00.�/ D f 00.�/ � 2 D 0.

例4.7设 f .x/在 .�1;C1/内可导,且 lim
x!C1

f .x/ D lim
x!�1

f .x/ D A,试证: 至少存在一点 � 使

f 0.�/ D 0.

解令 x D tan t ,

F.t/ D

8̂<̂
:
f .tan t /; t 2

�
�
�

2
;
�

2

�
A; t D ˙

�

2

则由 lim
t! �

2
C
F.t/ D lim

x!C1
f .x/ D A, lim

t! �
2

�
F.t/ D lim

x!�1
f .x/ D A, 得 F.t/ 在

h
�
�

2
;
�

2

i
连续,

又 F.t/ 在
�
�
�

2
;
�

2

�
内可导, 且 F

�
�
�

2

�
D F

��
2

�
, 根据罗尔定理, 存在 � 2

�
�
�

2
;
�

2

�
, 使得

F 0.�/ D 0. 即
f 0.tan �/ sec2 � D 0

由于 sec2 � ¤ 0,故 f 0.tan �/ D 0,令 � D tan �,则 f 0.�/ D 0.

例4.8设 f .x/在 Œ0; 1�上连续,在 .0; 1/内二阶可导,

lim
x!0C

f .x/

x
D 1; lim

x!1�

f .x/

x � 1
D 2

试证:
(1) 存在 � 2 .0; 1/,使 f .�/ D 0;
(2) 存在 � 2 .0; 1/,使 f 00.�/ D f .�/

解 (1) f .x/在 Œ0; 1�上连续,故 f .0/ D lim
x!0

f .x/ D 0, f .1/ D lim
x!1

f .x/ D 0. 因此,

f 0.0/ D f 0
C.0/ D lim

x!0C

f .x/

x
D 1 > 0; f 0.1/ D f 0

C.1/ D lim
x!1�

f .x/

x � 1
D 2 > 0

由极限的保号性可知 9x1 2 .0; ı1/和 9x2 2 .1 � ı2; 1/使得

f .x1/ > 0 ; f .x2/ < 0

其中: ı1，ı2为充分小的正数，显然 x1 < x2。在区间 Œx1; x2�上应用介值定理得：9� 2 .x1; x2/ �

.0; 1/使得 f .�/ D 0.
(2)令 g.x/ D f .x/e�x ,则 g0.x/ D e�x.f 0.x/ � f .x/,且 g.�/ D g.0/ D 0,显然 g.x/在 Œ0; 1�上连
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续, .0; 1/内二阶可导,由罗尔定理知,至少存在一点 �1 2 .0; �/,使得

g0.�1/ D 0 .0 < �1 < �/

同理,至少存在一点 �2 2 .�; 1/,使得

g0.�2/ D 0 .� < �2 < 1/

令 h.x/ D f 2.x/ � Œf 0.x/�2,易知 h.�1/ D h.�2/

h.x/在 .�1; �2/上满足罗尔定理的条件,因此至少存在一点 � 2 .�1; �2/; � ¤ �,使得 h0.�/ D 0,即
f 00.�/ D f .�/

� 练习 4.1函数 f W Œa; b� ! R在 Œa; b�上可导，且 f 0.a/ D f 0.b/.证明：9� 2 .a; b/,s.t.

f 0.�/ D
f .�/ � f .a/

� � a

证明法 1. 不妨设 f 0.a/ D f 0.b/ D 0，否则用 f .x/ � xf 0.a/即可．令

F.x/ D

8̂<̂
:
f .x/ � f .a/

x � a
; x 2 .a; b�;

f 0.a/ D 0; x D a;

则 F.x/在 Œa; b�内连续，在 .a; b/内可导．若 F.b/ D 0，

由 Rolle定理可知，存在 � 2 .a; b/使得 F 0.�/ D 0，即

f 0.�/

� � a
�
f .�/ � f .a/

.� � a/2
D 0;

从而

f 0.�/ D
f .�/ � f .a/

� � a
:

若 F.b/ > 0，由于 F 0.b/ D �
f .b/ � f .a/

.b � a/2
< 0，所以存在 x1 2 .a; b/使得 F.x1/ > F.b/．

因为

0 D F.a/ < F.b/ < F.x1/;

故由介值定理可知，存在 x2 2 .a; x1/使得 F.x2/ D F.b/，于是由 Rolle定理可知存在 � 2 .x2; b/ � .a; b/

使得 F 0.�/ D 0，从而结论成立．对 F.b/ < 0类似可证．

法 2. 令

g.x/ D

8̂<̂
:
f .x/ � f .a/

x � a
; a < x ⩽ b;

f 0.a/; x D a;

则 g在 Œa; b�上连续,在 .a; b�上可导. 分三种情况考虑.

1) g.a/ D f 0.a/ D
f .b/ � f .a/

b � a
D g.b/,根据 Rolle定理,存在 � 2 .a; b/,使得 g0.�/ D 0. 这等价于

f 0.�/ D
f .�/ � f .a/

� � a
:

2) g.a/ D f 0.a/ >
f .b/ � f .a/

b � a
D g.b/. 此时有

g0.b/ D
f 0.b/ �

f .b/�f .a/
b�a

b � a
D
g.a/ � g.b/

b � a
> 0:

从而只要 x 2 .a; b/且充分接近 b,就有 g.x/ < g.b/,故 g.a/, g.b/都不是 g的最小值,因此 g的最小值必在

某点 � 2 .a; b/处达到. 从而 g0.�/ D 0.
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3) g.a/ D f 0.a/ <
f .b/ � f .a/

b � a
D g.b/. 此时有

g0.b/ D
f 0.b/ �

f .b/�f .a/
b�a

b � a
D
g.a/ � g.b/

b � a
< 0:

从而只要 x 2 .a; b/且充分接近 b,就有 g.x/ > g.b/,故 g.a/; g.b/都不是 g的最大值,因此 g的最大值必在

某点 � 2 .a; b/处达到. 从而 g0.�/ D 0.

例4.9设 f .x/在 Œ0; 2�上连续,在 .0; 2/上可导,且 f .1/ D 0,求证: 存在 � 2 .0; 2/使得

f 0.�/ D
� cos � � sin �
2�2

�
� � sin �

f .x�/

解 (by西西)显然为
f 0.�/

f .�/
D

� cos ��sin �
�2

2�2

�
� � sin �

即两边积分即可

ln
�
f .�/

�
D

Z d
� sin �
�

�
2
�

�
sin �
�

D � ln
�
2

�
�

sin �
�

�
即有

F.x/ D f .x/

�
2

�
�

sin x
x

�

例4.10设 f .x/在 Œ0; 2�内连续，且在 .0; 2/内可导，且 f .1/ D 0,
求证: 9� 2 .0; 2/,

f 0.�/ D
�.� � tan �/

2�2 sec � � �� tan �
f .�/

解 (by西西)构造

F.x/ D

�
2 � � �

sin x
x

�
f .x/

F 0.x/ D �

� sin x � x cos x
x2

�
f .x/C f 0.x/

�
2x � � sin x

x

�
由于 F

��
2

�
D F.1/ D 0,由 Rolle定理知 9� 2 .0; 2/使得 F 0.�/ D 0

�

� sin � � � cos �
�2

�
f .�/C f 0.�/

�
2� � � sin �

�

�
D 0

) f 0.x/ D
�.� � tan �/

2�2 sec � � �� tan �
f .�/

例4.11 (IMC2013)设函数 f .x/具有二阶导数,且 f .0/ D 0,证明：存在 � 2 .��=2; �=2/,使得

f 00.�/ D f .�/Œ1C 2 tan2 ��

证明 (by西西)设
g.x/ D f .x/ cos x; g

�
�
�

2

�
D g.0/ D g

��
2

�
D 0

由 Rolle定理,那么有
g0.�1/ D g0.�2/ D 0; �1 2

�
�
�

2
; 0
�
; �2 2

�
0;
�

2

�
继续考虑

h.x/ D
g0.x/

cos2 x
D
f 0.x/ cos x � f .x/ sin x

cos2 x



4.1 微分中值定理 –122/572–

则显然有

h.�1/ D h.�2/ D 0

根据 Rolle定理,则有
0 D h0.�/ D

1

cos � Œf
00.�/ � f .�/.1C 2 tan2 �/�

4.1.2.1 常数 K 值法

定理 4.3. K值法 1

~

1. 对结论进行适当的变形,把不含中值 � 的因子分离出来作为一个整体,并令其为常数
K ,构造一个含 K 的等式

2. 对含常数 K 的等式进行适当变形,并且使等式右端为零
3. 再将等式左端中出现区间 .a; b/的端点 a (或 b)全部换成 x并令左端为 F.x/,此 F.x/

即为所构造的辅助函数

例4.12设 f .x/在区间 Œa; b�上连续,在 .a; b/内可导,证明: 在 .a; b/内至少存在一个 � 使得

bf .b/ � af .a/ D
�
f .�/C �f 0.�/

�
.b � a/

证明

bf .b/ � af .a/ D
�
f .�/C �f 0.�/

�
.b � a/ H)

bf .b/ � af .a/

b � a
D f .�/C �f 0.�/

令 K D
bf .b/ � af .a/

b � a
,令 b D x,则

K D
xf .x/ � af .a/

x � a
H) xf .x/ � af .a/ �K.x � a/ D 0

故令 F.x/ D xf .x/ � af .a/ �K.x � a/,显然有 F.a/ D F.b/ D 0. 对 F.x/在 Œa; b�上应用 Rolle定理,则有
� 2 .a; b/使得

F 0.�/ D 0 () f .�/C xf 0.�/ �K D 0

即

bf .b/ � af .a/ D
�
f .�/C �f 0.�/

�
.b � a/

例4.13设函数 f .x/在闭区间 Œa; b�内连续,开区间 .a; b/内可导,试证在 .a; b/内至少存在一点 �,
满足 2�

�
f .b/ � f .a/

�
D .b2 � a2/f 0.�/

证明

�
�
f .b/ � f .a/

�
D .b2 � a2/f 0.�/ H)

f .b/ � f .a/

b2 � a2
D
f 0.�/

�

令 K D
f .b/ � f .a/

b2 � a2
,再令 b D x.

K D
f .x/ � f .a/

x2 � a2
H) f .x/ � f .a/ �K.x2 � a2/ D 0

故令 F.x/ D f .x/ � f .a/ �K.x2 � a2/,显然有 F.a/ D F.b/ D 0. 对 F.x/在 Œa; b�上应用 Rolle定理,则有
� 2 .a; b/使得

F 0.�/ D 0 () f 0.�/ � 2�K D 0

即

2�
�
f .b/ � f .a/

�
D .b2 � a2/f 0.�/
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�
注意本题不能使用柯西中值定理, .a; b/内可能包含 0

例4.14设 f .x/在 Œa; b�上具有连续的二阶导数，求证：9 � 2 .a; b/，使得Z b

a

f .x/ dx D .b � a/
f .a/C f .b/

2
C

1

12
.b � a/3f 00.�/

证明 R b
a f .x/dx � .b � a/

f .a/Cf .b/
2

1
12 .b � a/3

D f 000.�/

令 K D

R b
a f .x/dx � .b � a/

f .a/Cf .b/
2

1
12 .b � a/3

,再令 b D x.

K D

R x
a f .x/dx � .x � a/

f .a/Cf .x/
2

1
12 .x � a/3

故令 F.x/ D

Z x

a
f .x/dx � .x � a/

f .a/C f .x/

2
�
1

12
.x � a/3K,显然有 F.a/ D F.b/ D 0. 对 F.x/在 Œa; b�

上应用 Rolle定理,则有 �1 2 .a; b/使得 F 0.�1/ D 0,又因为

F 0.x/ D f .x/ �
f .a/C f .x/

2
�
1

2
f 0.x/.x � a/ �

1

4
.x � a/2K

又因为 F 0.a/ D 0,从而由 Rolle定理,存在 � 2 .a; �1/ � .a; b/使得 F 00.�/ D 0.

F 0.�/ D �
1

2
f 00.�/ �

1

2
K D 0 H) f 00.�/ D K

即 Z b

a
f .x/dx D .b � a/

f .a/C f .b/

2
C

1

12
.b � a/3f 00.�/

例4.15设 f .x/在 Œa; b�上具有连续的二阶导数，求证：9 � 2 .a; b/，使得Z b

a

f .x/ dx D .b � a/f

�
aC b

2

�
C

1

24
.aC b/3f 00.�/

证明 令 g.x/ D

Z x

a
f .t/dt � .x � a/f

�
aC x

2

�
�
1

24
.x � a/3K 则 g.a/ D g.b/ D 0,

其中

K D

Z b

a
f .x/dx � .b � a/f

�
aC b

2

�
1

24
.b � a/3

所以由罗尔定理知存在一点 x0 2 .a; b/使得 g0.x0/ D 0. 又

g0.x/ D f .x/ � f

�
aC x

2

�
�
x � a

2
f 0
�x � a

2

�
�
1

8
.x � a/2K

所以

f .x0/ D f

�
aC x0

2

�
C
x0 � a

2
f 0
�x0 � a

2

�
C
1

8
.x0 � a/2K (4.1)

在 x D
aC x0

2
处将 f .x/泰勒展开，并令 x D x0 得到

f .x0/ D f

�
aC x0

2

�
C
x0 � a

2
f 0
�x0 � a

2

�
C
1

8
.x0 � a/2f 00.�/ (4.2)

其中 � 2

�
x0;

aC x0

2

�
� .a; b/比较 .4:1/.4:2/，得 K D f 00.�/。所以存在 � 使得

Z b

a
f .x/dx D .b � a/f

�
aC b

2

�
C

1

24
.aC b/3f 00.�/
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� 练习 4.2设函数 f .x/在 Œa; b�上 5次可微,则

f .b/ D f .a/C
1

6
.b � a/

�
f 0.a/C f 0.b/C 4f 0

�aC b

2

��
�

1

2880
.b � a/5f .5/.�/;

其中 a < � < b.

证明 令 a D c � h; b D c C h,即 c D .aC b/=2; h D .b � a/=2. 要证的等式可改写为

f .c C h/ D f .c � h/C
h

3

�
f 0.c � h/C f 0.c C h/C 4f 0.c/

�
�
h5

90
f .5/.�/:

若令

f .c C h/ D f .c � h/C
h

3

�
f 0.c � h/C f 0.c C h/C 4f 0.c/

�
�
h5

90
K;

则只需要证明 K D f .5/.�/. 为此定义函数

'.x/ D f .c C x/ � f .c � x/ �
x

3

�
f 0.c � x/C f 0.c C x/C 4f 0.c/

�
C
x5

90
K;

那么 '.x/在 Œ0; h�上 4次可微,并且 '.0/ D '.h/ D 0. 于是由 Rolle定理,存在 �1 2 .0; h/使得 '0.�1/ D 0. 又
因为

'0.x/ D
2

3

�
f 0.c C x/C f 0.c � x/ � 2f 0.c/

�
�
x

3

�
f 00.c C x/C f 00.c � x/

�
C
x4

18
K;

所以 '0.0/ D 0,从而由 Rolle定理,存在 �2 2 .0; �1/使得 '00.�2/ D 0. 类似地,由

'00.x/ D
1

3

�
f 00.c C x/C f 00.c � x/

�
�
x

3

�
f 000.c C x/C f 000.c � x/

�
C
2

9
x3K;

可知 '00.0/ D 0,从而存在 �3 2 .0; �2/使得 '000.�3/ D 0. 最后注意

'000.x/ D �
x

3

�
f .4/.c C x/ � f .4/.c � x/

�
C
2x2

3
K

D �
x

3
f .5/

�
.c C x/ � .c � x/

�
C
2x2

3
K D

2

3
x2
�
K � f .5/.�/

�
;

其中第二步应用了 Lagrange中值定理, � 2 .c � x; c C x/ � .c � h; c C h/,所以由 '000.�3/ D 0得到

2

3
�23
�
K � f .5/.�/

�
D 0:

因为 �3 ¤ 0,所以 K D f .5/.�/.

� 练习 4.3设 f .x/在区间 Œa; b�上连续,在 .a; b/上二阶可导,f 0
�aC b

2

�
D 0,

证明：若 f .x/不是常数，那么存在 � 2 .a; b/使得 jf 00.�/j >
4

.b � a/2
jf .b/ � f .a/j

证明 记

c D
aC b

2
; K D

4

.b � a/2
jf .b/ � f .a/j

若对一切 x 2 .a; b/都有 f 00.x/ � K,利用 Lagrange中值定理，

j
f 0.x/ � f 0.c/

x � c
j D jf 00.�/j � K

即 jf 0.x/j � K.x � c/,于是

jf .c/ � f .a/j �

Z c

a
jf 0.x/jdx � K

Z c

a
.c � x/dx D

jf .b/ � f .a/j

2

同理可以得到 Z b

c
jf .x/jdx �

jf .b/ � f .a/j

2
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于是

jf .b/ � f .a/j � jf .b/ � f .c/j C jf .c/ � f .a/j � jf .b/ � f .a/j

利用f 0.x/的连续性，为使上式中的等号成立必须有 jf 0.x/j D Kjx�cj,再利用f 0.c/ D 0得f 0.x/ D K.x�c/

或者 f 0.x/ D K.c � x/,不论哪种情况都有 f .b/ D f .a/,即 K D 0,这和 f .x/不是常数相矛盾. 因此必定存
在 � 2 .a; b/,使得

jf 00.�/j >
4

.b � a/2
jf .b/ � f .a/j

定理 4.4. K值法 2

~

1. 对结论进行适当的变形,把不含中值 � 的因子分离出来作为一个整体,并令其为常数
K ,构造一个含 K 的等式

2. 对含常数K 的等式进行适当变形,使等式左端为由 a构成的代数式,右端为由 b构成

的代数式

3. 上述等式关于区间 .a; b/端点 a 和 b 的表达式是对称的a, 此时只要把等式左端中出
现的 a全部换成 x,并令左端为 F.x/,此 F.x/即为所构造的辅助函数

a对称式: 将 b换成 a,原式呈 0 D 0

例4.16设 f .x/在区间 Œa; b�上连续,在 .a; b/内可导, a > 0证明: 在 .a; b/内至少存在一个 � 使得

af .b/ � bf .a/

b � a
D �f 0.�/ � f .�/

证明
af .b/ � bf .a/

b � a
D �f 0.�/ � f .�/ H) K D

af .b/ � bf .a/

b � a

分离 a; b. 则
f .b/CK

b
D
f .a/CK

a
H) F.x/ D

f .x/CK

x

显然有 F.a/ D F.b/ D 0. 对 F.x/在 Œa; b�上应用 Rolle定理,则有 � 2 .a; b/使得

F 0.�/ D 0 ()
xf 0.�/ � f .�/ �K

�2
D 0

即
af .b/ � bf .a/

b � a
D �f 0.�/ � f .�/

例4.17设函数 f .x/在 Œa; b�上二阶可导，f .a/ D f .b/ D 0,证明：

max
a⩽x⩽b

jf .x/j ⩽ 1

8
.b � a/2 max

a⩽x⩽b
jf 00.x/j:

证明对任何固定的 x 2 .a; b/,令

g.t/ D f .t/ �
f .x/

.x � a/.x � b/
.t � a/.t � b/; t 2 Œa; b�;

则 g.a/ D g.x/ D g.b/ D 0,根据 Rolle定理,存在 � 2 .a; b/使得 g00.�/ D 0,即

f .x/ D
.x � a/.x � b/

2
f 00.�/; x 2 .a; b/:

从而

jf .x/j ⩽ .b � a/2

8
max
x2Œa;b�

jf 00.x/j;8x 2 Œa; b�:
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4.1.2.2 利用行列式构造辅助函数

例4.18 设 f .x/在 Œa; b�上具有三阶导数,则在 .a; b/内至少存在一点 �,使得

f .b/ D f .a/C .b � a/f 0
�aC b

2

�
C
f 000.�/

24
.b � a/3:

解利用行列式构造辅助函数,令

'.x/ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

1 x x2 x3 f .x/

1 a a2 a3 f .a/

1 b b2 b3 f .b/

1
aC b

2

�aC b

2

�2 �aC b

2

�3
f
�aC b

2

�
0 1 aC b

3

2

�aC b

2

�2
f 0
�aC b

2

�

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

则 '.x/在 Œa; b�上有三阶连续导数,且

'.a/ D '.b/ D '
�aC b

2

�
D 0 ; '0

�aC b

2

�
D 0

反复应用 Rolle定理,得存在 � 2 .a; b/,使 '000.�/ D 0,即

'000.�/ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

0 0 0 6 f 000.�/

1 a a2 a3 f .a/

1 b b2 b3 f .b/

1
aC b

2

�aC b

2

�2 �aC b

2

�3
f
�aC b

2

�
0 1 aC b

3

2

�aC b

2

�2
f 0
�aC b

2

�

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

D 0

行列式按第一行展开,即得最终需要验证的结论

例4.19 (2019,数 II)已知函数f .x/在 Œ0; 1�上具有二阶导数,且f .0/ D 0, f .1/ D 1.
R 1
0
f .x/ dx D 1,

证明:
(1) 存在 � 2 .0; 1/,使得 f 0.�/ D 0;
(2) 存在 � 2 .0; 1/,使得 f 00.�/ < �2.

解 (by向禹)
(1)由积分中值定理知存在 �1 2 .0; 1/使得

R 1
0
f .x/ dx D f .�1/ D 1 D f .1/,于是由罗尔定理

知存在 � 2 .�1; 1/ � .0; 1/使得 f 0.�/ D 0.
(2)待定一组系数 a; b; c使得 f .x/ D ax2CbxCc满足条件 f .0/ D 0, f .1/ D 1.

R 1
0
f .x/dx D

1. 故考虑函数 F.x/ D f .x/C 3x2 � 4x,首先有 F.0/ D F.1/ D 0,且Z 1

0

F.x/dx D

Z 1

0

Œf .x/C 3x2 � 4x�dx

D

Z 1

0

f .x/dx C

Z 1

0

.3x2 � 4x/dx D 0

由积分中值定理可知存在 �1 2 .0; 1/ 使得 g.�1/ D 0. 因此由罗尔定理知存在 �2 2 .0; �1/,
�3 2 .�1; 1/使得 F 0.�2/ D F 0.�3/ D 0. 再由罗尔定理知存在 � 2 .�2; �3/ � .0; 1/; 使得 F 00.�/ D

f 00.�/C 6 D 0,从而 f 00.�/ D �6 < �2,证毕.

例4.20设函数 f .x/在闭区间 Œ�1; 1�上具有三阶连续导数,且 f .�1/ D 0, f .1/ D 1, f 0.0/ D 0,证
明: 在开区间 .�1; 1/内至少存在一点 �,使得 f 000.�/ D 3

解 (by向禹)待定一个首项系数为 1
2
1的三次函数 g.x/使得它满足 g.�1/ D 0, g.1/ D 1, g0.0/ D 0

1首项系数为 1
2
是为了保证 g 000.x/ D 3
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这就要求

g.x/ D
1

2
x3 C bx2 C

1

2
� b

还需满足 g.0/ D f .0/,那么 b D
1
2

� f .0/即可. 现在令

F.x/ D f .x/ � g.x/ D f .x/ �
1

2
x2.x C 1/C .1C x/.1 � x/f .0/

F.�1/ D F.0/ D F.1/ D 0, F 0.0/ D 0, 因此由罗尔定理知存在 �1 2 .�1; 0/, �2 2 .0; 1/ 使得

F 0.�1/ D F 0.�2/ D 0. 再由罗尔定理知存在 �1 2 .�1; 0/; �2 2 .0; �2/,使得 F 00.�1/ D F 00.�2/,进一
步存在 � 2 .�1; �2/ � .�1; 1/使得 F 000.�/ D f 000.�/ � 3 D 0,得证.

定理 4.5.罗尔原话

~若 f .n�1/.x/最多只有一个实零根,则 f .x/最多只有 n个不同实零点.

4.1.3 拉格朗日中值定理

定理 4.6.拉格朗日 (Lagrange)中值定理

~

如果函数 f .x/满足

(1) 在闭区间 Œa; b�上连续;
(2) 在开区间 .a; b/内可导;
那么在 .a; b/内至少有一点 � .a < � < b/ ,使等式 f .b/ � f .a/ D f 0.�/.b � a/成立

证明 结论变形为

f 0.�/ �
f .b/ � f .a/

b � a
D 0;

即 h
f .x/ �

f .b/ � f .a/

b � a
x
i0 ˇ̌̌
xD�

D 0:

于是构造辅助函数

F.x/ D f .x/ �
f .b/ � f .a/

b � a
x;

则 F.x/满足

F.a/ D
bf .a/ � af .b/

b � a
D F.b/;

且 F.x/ 在闭区间 Œa; b� 上连续, 在开区间 .a; b/ 内可导, 从而由罗尔定理得到在 .a; b/ 内至少存在一点

� .a < � < b/,使得 F 0.�/ D 0;于是有

0 D F 0.�/ D f 0.�/ �
f .b/ � f .a/

b � a
;

即

f .b/ � f .a/ D f 0.�/.b � a/:

例4.21设 f .x/在 Œ0; 1�上二阶可导，jf 00.x/j ⩽M，且 f .x/在 .0; 1/内取得最大值，试证

jf 0.0/j C jf 0.1/j ⩽M

解 设 f .x/ 在 x D c 2 .0; 1/ 取得最大值，因 f .x/ 在 .0; 1/ 上可导，故 f 0.c/ D 0 对于函数

y D f 0.x/，因 f 0.x/在 .0; 1/上可导，在区间 Œ0; c�与 Œc; 1�上分别应用拉格朗日中值定理得：存

在 �1 2 .0; c/，�2 2 .c; 1/，使得

f 0.c/ � f 0.0/ D f 00.�1/c ;

f 0.1/ � f 0.c/ D f 00.�2/.1 � c/ ;
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即

f 0.0/ D �f 00.�1/c ; f
0.1/ D f 00.�2/.1 � c/

于是

jf 0.0/j C jf 0.1/j D jf 00.x1/jc C jf 00.x2/j.1 � c/

⩽Mc CM.1 � c/ D M

例4.22设函数 f .x/在 Œ0; 1�上连续,在 .0; 1/上可导,且 jf 0.x/j < 1 ; f .0/ D f .1/

证明: 对于 Œ0; 1�上的任意两点 x1; x2,恒有 jf .x1/ � f .x2/j <
1

2

证明 不妨设 x1 < x2 ,由题意对 Œ0; x1�; Œx1; x2�; Œx2; 1�分别使用拉格朗日中值定理得

f .x1/ � f .0/ D f 0.�1/x1 �1 2 .0; x1/

f .x1/ � f .x2/ D f 0.�2/.x1 � x2/ �2 2 .x1; x2/

f .1/ � f .x2/ D f 0.�3/.1 � x2/ �3 2 .x2; 1/

以上式子相加,并注意到 f .0/ D f .1/ ,得

2
�
f .x1/ � f .x2/

�
D f 0.�1/x1 C f 0.�2/.x1 � x2/C f 0.�3/.1 � x2/

因为 jf 0.x/j < 1,于是

2
ˇ̌
f .x1/ � f .x2/

ˇ̌
D
ˇ̌
f 0.�1/x1 C f 0.�2/.x1 � x2/C f 0.�3/.1 � x2/

ˇ̌
<
ˇ̌
f 0.�1/x1

ˇ̌
C
ˇ̌
f 0.�2/.x1 � x2/

ˇ̌
C
ˇ̌
f 0.�3/.1 � x2/

ˇ̌
< x1 C .x2 � x1/C .1 � x2/ D 1

例4.23设 f .x/在 .�1;C1/内二阶可导,且 f 00.x/ ¤ 0.
(1) 证明：对任何非零实数 x,存在唯一的 �.x/ .0 < �.x/ < 1/,使得

f .x/ D f .0/C xf 0.x�.x//:

(2) 求 lim
x!0

�.x/

证明 (1)对任意非零实数 x,由拉格朗日中值定理知 �.x/ .0 < �.x/ < 1/存在,使得

f .x/ D f .0/C xf 0.x�.x//:

如果这样的 �.x/不唯一,则存在 �1.x/与 �2.x/ �1.x/ < �2.x/,使得 f 0.x�1.x// D f 0.x�2.x//,
由罗尔定理,存在一点 � 使得 f 00.�/ D 0. 这与 f 00.x/ ¤ 0矛盾,所以 �.x/是唯一的

(2)因为 f 00.0/ D lim
x!0

f 0.x�.x// � f 0.0/

x�.x/
,且

lim
x!0

f 0.x�.x// � f 0.0/

x
D lim
x!0

f .x/�f .0/
x � f 0.0/

x

D lim
x!0

f .x/ � f .0/ � xf 0.0/

x2

D lim
x!0

f 0.x/ � f 0.0/

2x
D
f 00.0/

2

所以 lim
x!0

�.x/ D
1

2
例4.24设 f 在 Œ0;C1/上二阶可导, f 00.x/有界. lim

x!1
f .x/ D 0. 证明: lim

x!C1
f 0.x/ D 0.
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解法 I2.设 jf 00.x/j ⩽M;8x 2 Œ0;C1/. 对 8" > 0,由 lim
x!C1

f .x/ D 0; 9�1 > 0,当 x > �1时,有

jf .x/j <
"2

2

取 �2 > �1 C ",当 x > �2时,再取 x0 D x � " > �1,由中值定理, 9� 2 .x0; x/.� > �1/, s.t.ˇ̌
f 0.�/

ˇ̌
D

ˇ̌̌̌
f .x/ � f .x0/

x � x0

ˇ̌̌̌
⩽ jf .x/j C jf .x0/j

"
< "

且 x � � < x � x0 D ". 故 9� 2 .�; x/; s; t

jf 0.x/j D jf 0.�/C f 00.�/.x � �/j

⩽ jf 0.�/j C jf 00.�/jjx � �j

< "CM" D .M C 1/"

即 lim
x!C1

f 0.x/ D 0.

例4.25设 f .x/在 Œ0; 1�上连续,在 .0; 1/内可导,且 f .0/ D 0; f .1/ D 1. 证明: 对任意的正数 a和

b,总存在 � ; � 2 .0; 1/ .� ¤ �/ ,使得
a

f 0.�/
C

b

f 0.�/
D aC b

证明 设 0 < c < 1,对 f .x/在区间 Œ0; c�; Œc; 1�上分别使用拉格朗日中值定理可得

f 0.�/ D
f .c/ � f .0/

c � 0
D
f .c/

c
; �1 2 .0; c/ H)

a
aCb

f 0.�/
D

a
aCb

c

f .c/

f 0.�/ D
f .1/ � f .c/

1 � c
D
f .1/ � f .c/

1 � c
; �1 2 .c; 1/ H)

b
aCb

f 0.�/
D

b
aCb

.1 � c/

1 � f .c/

欲使

a

f 0.�/
C

b

f 0.�/
D aC b ()

a
aCb

f 0.�/
C

b
aCb

f 0.�/
D 1

只需

f .c/ D
a

aC b
H) 1 � f .c/ D

b

aC b

又 f .0/ D 0; f .1/ D 1,由连续函数的介值定理知,存在 c 2 .0; 1/,使得 f .c/ D
a

aC b
例4.26设 f .x/在 Œ0; 1�上连续，在 .0; 1/上可导，且 f .0/ D 0; f .1/ D 1

证明：存在两个不同的常数 �; � 2 .0; 1/使得 f 0.�/f 0.�/ D 1

解构造函数令 F.x/ D f .x/C x � 1

因为 F.0/F.1/ < 0 故由零点定理知存在 x0 2 .0; 1/ 使得 F.x0/ D f .x0/ C x0 � 1 D 0, 即
f .x0/ D 1 � x0

在 .0; x0/和 .x0; 1/上分别对 f .x/用拉格朗日中值定理可得

f .x0/ � f .0/ D f 0.�/.x0 � 0/ ,
1 � x0

x0
D f 0.�/; � 2 .0; x0/

f .1/ � f .x0/ D f 0.�/.1 � x0/ ,
x0

1 � x0
D f 0.�/; � 2 .x0; 1/

于是有

f 0.�/f 0.�/ D
1 � x0

x0
�

x0

1 � x0
D 1

因此存在两个不同的常数 �; � 2 .0; 1/使得 f 0.�/f 0.�/ D 1.

例4.27 设 f .x/ 在 Œ01� 上连续，在 .0; 1/ 内可导，f .0/ D 0, f .1/ D
1

2
, 证明：存在 �; � 2 .0; 1/,

2徐森林《数学分析精选习题全解》P169
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� ¤ � ,使得 f 0.�/C f 0.�/ D � C �:

证明 令 G.x/ D f .x/ �
1

2
x2 则 G.0/ D G.1/ D 0,则由 Lagrange中值定理可知

G0.�/ D
G.12 / �G.0/

1
2 � 0

; � 2 .0;
1

2
/

G0.�/ D
G.1/ �G.12 /

1 �
1
2

; � 2 .
1

2
; 1/

故 G0.�/CG0.�/ D 0

例4.28 (2019江苏)设f .x/在 Œ0; 1�上连续,在 .0; 1/上可导, f .0/ D f .1/ D 0,若a 2 Œ0; 1�; f .a/ > 0,
证明: 存在 � 2 .0; 1/,使得 jf 0.�/j > 2f .a/.

证明 (by白朗) (i)若 a ¤
1
2 ,不妨设 0 < a < 1

2 ,由拉格朗日中值定理

0 < f .a/ D f .a/ � f .0/ D f 0.�/a <
f 0.�/

2
; � 2 .0; 12 /:

(ii)若 a D
1
2 ,反证法: 假设 jf 0.x/j ⩽ 2f .a/,则

8x 2 .0; a�; f 0.x/ ⩽ 2f .a/ (4.3)

8x 2 Œa; 1/; f 0.x/ ⩾ �2f .a/ (4.4)

若 (4.3)中等号不恒成立,则令 g.x/ D f .x/ � 2f .a/x; .0 ⩽ x ⩽ a/,则 g0.x/ ⩽ 0.

0 D g.0/ > g.a/ D 0

显然矛盾! 从而 (4.3)中等号恒成立,即

f .x/ D 2f .a/x; x 2 Œ0; a�: (4.5)

同理可得,
f .x/ D 2f .a/.1 � x/; x 2 Œa; 1�: (4.6)

由 (4.5)(4.6)可知
f 0.a/ D 2f .a/ D �2f .a/ (4.7)

再由题意 f .a/ > 0; a 2 .0; 1/知 (4.7)不存在！故结论成立.
综上所述,存在 � 2 .0; 1/,使得 jf 0.�/j > 2f .a/.

� 练习 4.4 函数 f 在 (-1,1) 上二阶可微，f .0/ D f 0.0/ D 0，且在该区间上成立不等式 jf 00.x/j �

jf .x/j C jf 0.x/j，证明：f .x/ � 0.

解设 x0 是 jf 0.x0/j在 Œ�1=2; 1=2�上取得最大值的点，由 Lagrange中值定理有

f 0.x0/ � f 0.0/ D x0f
00.�x0/; 0 < � < 1:

故结合已知，有

jf 0.x0/j D jx0jjf
00.�x0/j � jx0j.jf

0.�x0/j C jf .�x0/j/ � jx0j.jf
0.x0/C jf .�x0/j/:

因 f .�x0/ D

Z �x0

0

f 0.t/dt，故 jf .�x0/j �

ˇ̌̌̌ Z �x0

0

jf 0.t/jdt

ˇ̌̌̌
� jx0jjf

0.x0/j。因此

jf 0.x0/j � jx0j.jf
0.x0/j C � jx0jjf

0.x0/j/ D .jx0j C �x20/jf
0.x0/j:

因 jx0j C �x20 < 1,故 f 0.x0/ D 0，这说明 f 0.x/ D 0，8x 2 Œ�1=2; 1=2�。

又因 f .0/ D 0，故 f .x/ D 0，8x 2 Œ�1=2; 1=2�。

取 "; 0 < " < 1=2，设 x1 是 jf 0.x/j在 Œ1=2; 1 � "�上取得最大值的点。
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由 Lagrange中值定理，有

f 0.x1/ � f 0
�1
2

�
D

�
x1 �

1

2

�
f 00
�1
2

C �1

�
x1 �

1

2

��
; 0 < �1 < 1:

故

jf 0.x1/j D

ˇ̌̌
x1 �

1

2

ˇ̌̌ˇ̌̌
f 00
�1
2

C �1

�
x1 �

1

2

��ˇ̌̌
�

�
x1 �

1

2

�
.jf 0.�/j C jf .�/j/ � .jf 0.x1/j C jf .�/j/

(记 � D 1=2C �1.x1 � 1=2//。而

jf .�/j D

ˇ̌̌̌ Z �

1
2

f 0.t/dt

ˇ̌̌̌
�

Z �

1
2

jf 0.t/jdt � �1

�
x1 �

1

2

�
jf 0.x1/j:

于是，f .x/在 Œ1=2; 1� "�上恒为 0，因 " > 0可任意小，故 f .x/ D 0;8x 2 Œ�1=2; 1/。同理可证，

当 x 2 .�1; 1=2�时，f .x/ D 0。

例4.29证明: ln 3 <
p
3 ln 2

证明

ln 3 <
p
3 ln 2 ,

ln 3
p
3
< ln 2 ,

ln 3
p
3
<
2 ln 2
2

,
ln 3
p
3
<

ln 4
p
4

令 f .x/ D
ln x
p
x

,则 f 0.x/ D
2 � ln x
2x

3
2

H) x > e2; f 0.x/ < 0I 0 < x < e2; f 0.x/ > 0

ln 4
p
4

�
ln 3
p
3

D .4 � 3/f 0.�/ > 0; � 2 .3; 4/

例4.30证明: ln� >
r
�

e

证明

ln� >
r
�

e
,

ln�
p
�
>

r
1

e
,

ln�
p
�
>

1
p
e

,
ln�
p
�
>

ln e
p
e

令 f .x/ D
ln x
p
x

,则 f 0.x/ D
2 � ln x
2x

3
2

H) x > e2; f 0.x/ < 0I 0 < x < e2; f 0.x/ > 0

ln�
p
�

�
ln e
p
e

D .� � e/f 0.�/ > 0; � 2 .e; �/

例4.31证明: 2
p
15 < 15

证明

2
p
15 < 15 , ln 2

p
15 < ln 15 , ln 2 < ln 15

p
15

,
4 ln 2
4

<
ln 15
p
15

,
ln 16
p
16

<
ln 15
p
15

令 f .x/ D
ln x
p
x

,则 f 0.x/ D
2 � ln x
2x

3
2

H) x > e2; f 0.x/ < 0I 0 < x < e2; f 0.x/ > 0

ln 16
p
16

�
ln 15
p
15

D .16 � 15/f 0.�/ < 0; � 2 .15; 16/

例4.32证明: 3e ln 2 < 4
p
2

证明

3e ln 2 < 4
p
2 , e ln 8 < 4

p
2 , ln 8 < 4

p
2

e
,

ln 8
2
p
2
<
2

e
,

ln 8
p
8
<

ln e2
p
e2

令 f .x/ D
ln x
p
x

,则 f 0.x/ D
2 � ln x
2x

3
2

H) x > e2; f 0.x/ < 0I 0 < x < e2; f 0.x/ > 0

ln 8
p
8

�
ln e2
p
e2

D .8 � e2/f 0.�/ < 0; � 2 .e2; 8/
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例4.33设函数 f .x/ D x
1
x ; x > 1. 证明：8x > 1,恒有 1 < f .x/ < 1C e

1
e �

ln x
x

证明 f .x/ D x
1
x D e

ln x
x ; x > 1并注意到

ln x
x

> 0 .x > 1/故 f .x/ > e0 D 1

由于 ex 在
h
0;

ln x
x

i
可导,由拉格朗日中值定理有

e
ln x

x � e0 D
ln x
x
e� � 2

�
0;

ln x
x

�
令 g.x/ D

ln x
x
则 g0.x/ D

1 � ln x
x2

故 g.x/在 .1; e/ "在 .e;C1/ #因此 gmax.x/ D
1

e
故

f .x/ D e
ln x

x D 1C e�
ln x
x

< 1C
ln x
x
e

ln x
x < 1C

ln x
x
e

1
e

例4.34设函数 y D f .x/二阶可导,且 f 00.x/ > 0; f .0/ D 0; f 0.0/ D 0,求 lim
x!0

x3f .u/

f .x/ sin3 u
,其中 u

是曲线 y D f .x/上点 P.x; f .x//处的切线在 x 轴上的截距.

解 (by向禹)利用切线与截距可以得到

u D x �
f .x/

f 0.x/

易知 x ! 0时 u ! 0. 由拉格朗日中值定理可知存在 �1; �2 2 .0; 1/使得

f .x/ D f .0/C f 0.x�1.x//x D f 0.x�1.x//x:

f .u/ D f .0/C f 0.u�2.u//u D f 0.u�2.u//u:

且由于 f 00.x/ ¤ 0,故由导函数介值定理可知 f 00.x/不变号,即 f 0.x/严格单调. 从而对于给定的
x 上述 �1.x/; �2.u/是唯一的. 因此

lim
x!0

x3f .u/

f .x/ sin3 u
D lim
x!0

x3f .u/

u3f .x/
D lim
x!0

x3f 0.�2.u/u/

u3f .�1.x/x/

D lim
x!0

f 0.�2.u/u/

�2.u/u

�1.x/x

f 0.�1.x/x/

�2.u/x
2

�1.x/u2
D lim
x!0

f 00.0/

f 00.0/

x2

u2

D lim
x!0

�
x

x � f .x/=f 0.x/

�2
D lim
x!0

�
1

1 � f .x/=.xf 0.x//

�2
D 4:

其中

lim
x!0

f .x/

xf 0.x/
D lim
x!0

xf 0.�1.x/x/

xf 0.x/
D lim
x!0

�1.x/
f 0.�1.x/x/

�1.x/x

x

f 0.x/
D �1.x/

由于 f 00.0/ D lim
x!0

f 0.�1.x/x/ � f 0.0/

�1.x/x
,且

lim
x!0

f 0.�1.x/x/ � f 0.0/

x
D lim
x!0

f .x/�f .0/
x

� f 0.0/

x
D lim
x!0

f .x/ � f .0/ � xf 0.0/

x2

洛必达
HHHHH lim

x!0

f 0.x/ � f 0.0/

2x
D lim
x!0

f 00.0/

2

所以 lim
x!0

�1.x/ D
1

2

例4.35求极限: lim
x!0

.esinx C sin x/ 1
sin x � .etanx C tan x/ 1

tan x

x3
.

解 (by fin3574)

原式 D lim
x!0

.esinx C sin x/ 1
sin x � .etanx C tan x/ 1

tan x

sin x � tan x
�

sin x � tan x
x3

拉格朗日中值定理
HHHHHHHHHHH

d
dx
.ex C x/

1
x

ˇ̌̌̌
xD�

� lim
x!0

tan x.cos x � 1/

x3
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D
d

dx
.ex C x/

1
x

ˇ̌̌̌
xD0

� lim
x!0

�
1
2
x2

x3
D �

1

2
lim
x!0

.ex C x/
1
x � e2

x

D �
e2

2
lim
x!0

e
1
x ln.exCx/�2 � 1

x
D �

e2

2
lim
x!0

ln.ex C x/ � 2x

x2

洛必达
HHHHH �

e2

2
lim
x!0

exC1
exCx

� 2

2x
D �

e2

2
lim
x!0

1 � ex � 2x

2x.ex C x/

D �
e2

2
lim
x!0

1 � ex � 2x

2x

洛必达
HHHHH �

e2

2
lim
x!0

�ex � 2

2
D
3

4
e2

� 练习 4.5求极限: lim
n!1

n2. n
p
nC 1 � nC1

p
n/

ln.nC 1/

解法 1. 根据 Lagrange定理,对任意 n � 1,存在 �n; �n 2 .0; 1/,使得

n
p
nC 1 �

n
p
n D

.nC �n/
1=n�1

n
D n1=n�2.1C

�n

n
/1=n�1;

n
p
n �

nC1
p
n D lnn � n

1
nC�n

�
1

n
�

1

nC 1

�
:

从而
n
p
nC 1 �

n
p
n �

1

n2
; n

p
n �

nC1
p
n �

ln.nC 1/

n2
.n ! 1/:

所以

n2. n
p
nC 1 � nC1

p
n/

ln.nC 1/
D
n2. n

p
nC 1 � n

p
n/

ln.nC 1/
C
n2. n

p
n � nC1

p
n/

ln.nC 1/

! 0C 1 D 1.n ! 1/:

即

lim
n!1

n2. n
p
nC 1 � nC1

p
n/

ln.nC 1/
D 1:

法 2. 注意到 .�n 2 .0; 1//

n
p
nC 1 �

nC1
p
n D e

ln.nC1/
n � e

ln n
nC1

D e�n
ln.nC1/

n C.1��n/
ln n
nC1 .

ln.nC 1/

n
�

lnn
nC 1

/

�
ln.nC 1/

n
�

lnn
nC 1

D
lnn

n.nC 1/
C

ln.1C 1=n/

n

D
lnn

n.nC 1/
C

1

n2
C o

�
1

n2

�
�

lnn
n.nC 1/

�
ln.nC 1/

n2
.n ! 1/;

故

lim
n!1

n2. n
p
nC 1 � nC1

p
n/

ln.nC 1/
D 1:

例4.36 (07年数学 I)设函数 f .x/在 .0;C1/上具有二阶导数,且 f 00.x/ > 0. 令 un D f .n/ .n D

1; 2; � � � /,则下列结论正确的是 ( ).
若 u1 > u2,则 fung必收敛.(A) 若 u1 > u2,则 fung必发散.(B)

若 u1 < u2,则 fung必收敛.(C) 若 u1 < u2,则 fung必发散.(D)

解

(A) 设 f .x/ D x2

(B) 设 f .x/ D
1

x
(C) 设 f .x/ D � ln x
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(D) 若 u1 < u2,则存在 k > 0,使得 u2 � u1 > k > 0. 在区间 Œ1; 2�上应用 Lagrange中值定理,存
在 �1 2 .1; 2/使得

u2 � u1

2 � 1
D
f .2/ � f .1/

2 � 1
D f 0.�1/ > k > 0:

又因为在 .0;C1/ 上 f 00.x/ > 0, 因此 f 0.x/ 在 .�1;C1/ 上单调增加, 于是对任意 x 2

.�1;C1/有

f 0.x/ > f 0.�1/ > k > 0:

在区间 Œ�1; x�上应用 Lagrange中值定理,存在 �2 2 .�1; x/,使得
f .x/ � f .�1/

x � �1
D f 0.�2/ > k > 0;

即 f .x/ D f .�1/C f 0.�2/.x � �1/ ! C1 .x ! C1/.

推论 4.1

~如果函数 f .x/在区间 I 上的导数恒为零,那么 f .x/在区间 I 上是一个常数

证明 充分性显然,下面证明必要性.
在区间 I 上任取两点 x1; x2.x1 < x2/,在 Œx1; x2�上应用 .3-1/有

f .x2/ � f .x1/ D f 0.�/.x2 � x1/ .x1 < � < x2/:

由条件知 f 0.�/ D 0,从而 f .x1/ � f .x2/ D 0,即

f .x1/ D f .x2/:

因为 x1; x2.x1 < x2/是区间上的任意两点,所以 f .x/在区间 I 上是一个常数.

例4.37证明：t 2 Œ0; 1�,恒有 2 arcsin t C arcsin.1 � 2t2/ D
�

2

证明 令 f .t/ D 2 arcsin t C arcsin.1 � 2t2/则

f 0.t/ D
2

p
1 � t2

C
�4tp

1 � .1 � 2t2/2
D

2
p
1 � t2

C
�4t

p
4t2 � 4t4

D
2

p
1 � t2

C
�2

p
1 � t2

D 0

由拉格朗日中值定理知 f .x/ � C , 令 x D 0得 f .0/ D
�

2

故 8 t 2 Œ0; 1�,恒有 2 arcsin t C arcsin.1 � 2t2/ D
�

2

例4.38求极限 lim
x!1

x4
�

arctan 2x
2 C 5

x2 C 1
� arctan 2x

2 C 7

x2 C 2

�
解利用恒等变形

arctan a � arctan b D arctan a � b

1C ab
; ab > �1

得

lim
x!1

x4
�

arctan 2x
2 C 5

x2 C 1
� arctan 2x

2 C 7

x2 C 2

�

D lim
x!1

x4 arctan
2x2C5
x2C1

�
2x2C7
x2C2

1C
.2x2C5/.2x2C7/

.x2C1/.x2C2/

D lim
x!1

x4 arctan 3

5x4 C 27x2 C 37
D
3

5
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推论 4.2

~如果函数 f .x/在区间 I 上 f .x/ D g.x/恒成立，则 f .x/在区间 I 上有 f .x/ D g.x/C C

4.1.4 柯西中值定理

定理 4.7.柯西中值定理

~

如果函数 f .x/及 g.x/满足

(1) 在闭区间 Œa; b�上连续;
(2) 在开区间 .a; b/内可导;
(3) 对任一 x 2 .a; b/; g0.x/ ¤ 0,

那么在 .a; b/内至少有一点 �.a < � < b/ ,使等式
f .a/ � f .b/

g.a/ � g.b/
D
f 0.�/

g0.�/
成立

证明 首先 g.b/ � g.a/ D g0.�/.b � a/ .a < � < b/;由条件 (3)知 g0.�/ ¤ 0,所以有 g.b/ � g.a/ ¤ 0. 其次将
结论变形为

f 0.�/ �
f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
g0.�/ D 0;

构造辅助函数 F.x/ D f .x/ �
f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
g.x/,则 F.x/满足

F.a/ D
g.b/f .a/ � g.a/f .b/

g.b/ � g.a/
D F.b/;

且 F.x/ 在闭区间 Œa; b� 上连续, 在开区间 .a; b/ 内可导, 从而由罗尔定理得到在 .a; b/ 内至少存在一点

� .a < � < b/,使得 F 0.�/ D 0;于是有

0 D F 0.�/ D f 0.�/ �
f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
g0.�/;

即
f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
D
f 0.�/

g0.�/
:

例4.39 设 f .x/ 在 Œ0; �
2
� 上具有连续的二阶导数, 且 f 0.0/ D 0. 证明: 存在 �; �; ! 2 .0; �

2
/, 使得

f 0.�/ D
�

2
� sin 2� � f 00.!/.

解 (by啦神)由柯西中值定理知，8� 2 .0; 1
2

arccos 2
�2 / 2 .0; �

2
/.

f 0.�/

sin 2�
D

f 0.�/ � f 0.0/

sin 2� � sin.2 � 0/
D

f 00.!/

2 cos.2!/
; ! 2 .0; �/ 2 .0; 1

2
arccos 2

�2 /

令 � D
1

� � cos.2!/
2 . 1

�
; �
2
/ � .0; �

2
/,有

f 0.�/ D
�

2
� sin 2� � f 00.!/

例4.40设 x 与 y 均大于 0,且 x ¤ y. 证明:
1

x � y

ˇ̌̌̌
ˇ x y

ex ey

ˇ̌̌̌
ˇ < 1

证明注意到

1

x � y

ˇ̌̌̌
ˇ x y

ex ey

ˇ̌̌̌
ˇ D

xey � yex

x � y

分子分母同除以xy
HHHHHHHHHHHHH

ey

y �
ex

x

1
y �

1
x

< 1

令 f .x/ D
ex

x
, g.x/ D

1

x
,则 f .x/; g.x/在 Œx; y�连续,又 x ¤ y,故 f .x/; g.x/在 .x; y/可导,
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不妨设 y > x, f .x/; g.x/在 Œx; y�应用柯西中值定理,

ey

y �
ex

x

1
y �

1
x

D

.y � x/
e� .��1/

�2

.y � x/�1
�2

D e� .1 � �/ ; � 2 .0 < x < � < y/

又令 h.x/ D ex.1 � x/,则 h0.x/ D �xex < 0 ; x 2 .0;C1/,故 max
x2.0;C1/

h.x/ D h.0/ D 1

因此不等式成立

� 练习 4.6设 f .x/在 Œa; b�上连续,在 .a; b/内可导 .0 < a < b/, f .a/ ¤ f .b/,

证明存在 �; � 2 .a; b/,使得
f 0.�/

2�
D

ln b
a

b2 � a2
�f 0.�/

解考虑
f 0.�/

2�
H) g0.x/ D x2 H)构造 g.x/ D x2

令 g.x/ D x2, g.x/与 f .x/在 Œa; b�上连续,在 .a; b/内可导,由柯西中值定理知 9 � 2 Œa; b�

f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
D
f 0.�/

g0.�/
D
f 0.�/

2�
H) f .b/ � f .a/ D

.b2 � a2/f 0.�/

2�

考虑

�f 0.�/ D
f 0.�/
1
�

H) g0.x/ D ln x H)构造 g.x/ D ln x

令 g.x/ D ln x, g.x/与 f .x/在 Œa; b�上连续,在 .a; b/内可导,由柯西中值定理知 9 � 2 Œa; b�

f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
D
f 0.�/

g0.�/
D �f 0.�/ H) f .b/ � f .a/ D ln b

a
�f 0.�/

故 9 �; � 2 .a; b/使得
f 0.�/

2�
D

ln b
a

b2 � a2
�f 0.�/. 得证

�
注意复杂程度相同,柯西;复杂程度不同,复杂的用柯西,简单的用拉格朗日

� 练习 4.7设 f .x/在 Œa; b�上连续,在 .a; b/内可导,且 f 0.x/ ¤ 0,

试证明存在 �; � 2 .a; b/,使得
f 0.�/

f 0.�/
D
eb � ea

b � a
� e��

解考虑
e�

f 0.�/
H) g0.x/ D ex H)构造 g.x/ D ex

令 g.x/ D ex , g.x/与 f .x/在 Œa; b�上连续,在 .a; b/内可导,由柯西中值定理知 9 � 2 Œa; b�

g.b/ � g.a/

f .b/ � f .a/
D
g0.�/

f 0.�/
D

e�

f 0.�/
H) f .b/ � f .a/ D

.eb � ea/f 0.�/

e�

f .x/在 Œa; b�上连续,在 .a; b/内可导,由拉格朗日中值定理知 9 � 2 Œa; b�

f .b/ � f .a/ D .b � a/f 0.�/

故 9 �; � 2 .a; b/使得
f 0.�/

f 0.�/
D
eb � ea

b � a
� e�� .得证

� 练习 4.8设函数 f .x/在 Œ0; 1�连续,且 .0; 1/内可导.证明：8 �; � 2 .0; 1/使

3

7
f 0.�/ D

f 0.�/

.1C �/2

证明 f .x/在 Œ0; 1�上连续,在 .0; 1/内可导,由拉格朗日中值定理可得

f .1/ � f .0/ D f 0.�/ � 2 .0; 1/
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令 g.x/ D
.1C x/3

7
, g.x/与 f .x/在 Œ0; 1�上连续,在 .0; 1/内可导,由柯西中值定理知

f .1/ � f .0/ D
f .1/ � f .0/

g.1/ � g.0/
D

f 0.�/
3
7 .1C �/2

� 2 .0; 1/

故 8 �; � 2 .0; 1/使
3

7
f 0.�/ D

f 0.�/

.1C �/2

4.2 洛必达法则

定理 4.8. 0
0
不定型极限, L0Hospital法则

~

设

(1) 当 x ! a时,函数 f .x/及 g.x/都趋向于 0;
(2) 在点 a的某去心领域内, f 0.x/及 g0.x/都存在且 g0.x/ ¤ 0;

(3) lim
x!a

f 0.x/

g0.x/
存在 (或为无穷大),

则

lim
x!a

f .x/

g.x/
D lim
x!a

f 0.x/

g0.x/

例4.41设 f .x/是定义在区间 .0;C1/内的具有二阶连续导数的函数,且ˇ̌̌
f 00.x/C 2xf 0.x/C .x2 C 1/f .x/

ˇ̌̌
⩽ 1

证明: lim
x!C1

f .x/ D 0

证明 对分式表达式
f .x/e

x2

2

e
x2

2

使用两次洛必达法则

lim
x!C1

f .x/ D lim
x!C1

f .x/e
x2

2

e
x2

2

D lim
x!C1

�
f 0.x/C xf .x/

�
e

x2

2

xe
x2

2

D lim
x!C1

�
f 00.x/C 2xf 0.x/C .x2 C 1/f .x/

�
e

x2

2

.x2 C 1/e
x2

2

D 0

例4.42设 f .x/在 x D 0的某领域内二阶可导,且 lim
x!0

� sin 3x
x3

C
f .x/

x2

�
D 0 .

求 f .0/, f 0.0/, f 00.0/, lim
x!0

f .x/C 3

x2

解由题意

lim
x!0

� sin 3x
x3

C
f .x/

x2

�
D lim
x!0

sin 3x C xf .x/

x3
D lim
x!0

sin 3x � 3x C 3x C xf .x/

x3

D lim
x!0

sin 3x � 3x

x3
C lim
x!0

3x C xf .x/

x3

D �
9

2
C lim
x!0

3C f .x/

x2
D 0

故

lim
x!0

3C f .x/

x2
D
9

2
H) lim

x!0
f .x/ D �3

且 f .x/在 x D 0的某领域内二阶可导,故

f .0/ D lim
x!0

f .x/ D �3
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以及

lim
x!0

3C f .x/

x2
洛必达

HHHHH lim
x!0

f 0.x/

2x
D
9

2
H) f 0.0/ D lim

x!0
f 0.x/ D 0

由上式

lim
x!0

f 0.x/

2x

洛必达
HHHHH lim

x!0

f 00.x/

2
D
9

2
H) f 00.0/ D lim

x!0
f 00.x/ D 9

例4.43设 f .x/在 .�1; 1/内可微,且 f 0.0/ D 0; f 00.0/ D A ¤ 0;求 lim
x!0

f .x/ � f .sin x/
x4

解

lim
x!0

f .x/ � f .sin x/
x4

洛必达
HHHHH lim

x!0

f 0.x/ � cos xf 0.sin x/
4x3

D lim
x!0

f 0.x/ � f 0.sin x/C f 0.sin x/ � cos xf 0.sin x/
4x3

D lim
x!0

f 0.x/ � f 0.sin x/
4x3

C lim
x!0

f 0.sin x/ � cos xf 0.sin x/
4x3

D
1

4
lim
x!0

.x � sin x/f 00.�/

x3„ ƒ‚ …
�在x与 sinx之间

C lim
x!0

1 � cos x
4x2

lim
x!0

f 0.sin x/
x

D
A

24
C
1

8
lim
x!0

cos x lim
x!0

f 00.sin x/ D
A

6

例4.44求极限 lim
x!C1

h�
x3 � x2 C

x

2

�
e

1
x �

p
x6 C 1

i
解

I D lim
x!C1

h�
x3 � x2 C

x

2

�
e

1
x �

p
x6 C 1

i
uD 1

x
HHHHH lim

u!0C

�
1 � uC

u2

2
eu
�

�
p
1C u6

u3

D lim
u!0C

u2eu

2
�

3u5
p
1Cu6

3u2
D lim
u!0C

eu

2
�

3u3
p
1Cu6

3

代值
HHHH

1

6

例4.45求极限 lim
x!0

�
tan.�

4
C x/

� 1
x � e2

x2

解

lim
x!0

�
tan.�

4
C x/

� 1
x � e2

x2
D e2 lim

x!0

e
1
x ln tan

�
�
4

Cx
�

�2
� 1

x2

ex�1�x
HHHHHHH e2 lim

x!0

ln tan
�
�
4

C x
�

� 2x

x3

洛必达
HHHHH e2 lim

x!0

2 csc
�
�
2

C 2x
�

� 2

3x2

D
2

3
e2 lim

x!0

sec.2x/ � 1

x2
D
4

3
e2

例4.46求极限 lim
x!0

� ln.x C
p
1C x2/

x

� 1

x2

.

解

原式
取对数

HHHHH exp lim
x!0

1

x2
ln
� ln.x C

p
1C x2/

x

�
等价

HHHH exp lim
x!0

1

x2

� ln.x C
p
1C x2/

x
� 1

�



4.2 洛必达法则 –139/572–

整理
HHHH exp lim

x!0

ln.x C
p
1C x2/ � x

x3

洛必达
HHHHH exp lim

x!0

1p
1Cx2

� 1

3x2
D exp lim

x!0

1 �
p
1C x2

3x2
p
1C x2

等价
HHHH e� 1

6

例4.47求极限 lim
x!0

sin.sin x/ � x

x3

解

lim
x!0

sin.sin x/ � x

x3
sinxDt

HHHHHH lim
t!0

sin t � arcsin t
.arcsin t/3

D lim
t!0

sin t � arcsin t
t3

洛必达
HHHHH lim

t!0

cos t �
1p
1�t2

3t2

洛必达
HHHHH lim

t!0

� sin t � t .1 � t2/�
3
2

6t
D �

1

3

例4.48求极限 lim
x!�1

�
�

4
� arctan x C 1

x � 1

� 1
x

解

lim
x!�1

�
�

4
� arctan x C 1

x � 1

� 1
x

xD�t
HHHHH lim

t!C1

�
�

4
C arctan 1 � t

�1 � t

�� 1
t

D lim
t!C1

�
�

4
� arctan 1 � t

1C t

�� 1
t

D lim
t!C1

��
4

�

��
4

� arctan t
��� 1

t

D lim
t!C1

�
arctan 1

t

�� 1
t

D exp lim
t!C1

� ln
�
arctan 1

t

�
t

¬
HH exp lim

t!C1

ln t
t

D 1

¬ � ln.arctan 1
t
/ � ln t ,是由于

� ln
�

arctan 1
t

�
D � ln

 
1

t
�

arctan 1
t

1=t

!
D ln t � ln

 
arctan 1

t

1=t

!
� ln t

例4.49求极限: lim
x!0

R x
0

sin t dt � ln
p
1C x2

x4
.

解

原式 D lim
x!0

R x
0

sin t dt �
1
2

ln.1C x2/

x4

洛必达
HHHHH lim

x!0

sin x �
x

1Cx2

4x3
D lim
x!0

x2 sin x C sin x � x

4x3.1C x2/

D
1

4
lim
x!0

x2 sin x C sin x � x

x3
D
1

4
lim
x!0

x2 sin x
x3

C
1

4
lim
x!0

sin x � x

x3

洛必达
HHHHH

1

4
C
1

4
lim
x!0

cos x � 1

3x2
D
1

4
�
1

24
D

5

24

例4.50求极限 lim
x!0

1 � cos x
p

cos x 3
p

cos x � � � n
p

cos x
.x C sin x/2



4.2 洛必达法则 –140/572–

解

lim
x!0

1 � cos x
p

cos x 3
p

cos x � � � n
p

cos x
.x C sin x/2

D lim
x!0

1 � eln.cosx
p

cosx 3
p

cosx��� n
p

cosx/

.x C sin x/2

D � lim
x!0

ln.cos x/C ln. 2
p

cos x/C � � � C ln. n
p

cos x/
.x C sin x/2

D lim
x!0

tan x C tan 2x C � � � C tannx
2.x C sin x/.1C cos x/

D
1

4
lim
x!0

tan x C tan 2x C � � � C tannx
x C sin x

D
1

4
lim
x!0

sec2 x C 2 sec2 2x C 3 sec2 3x C � � � C n sec2 nx
1C cos x

D
1

8
.1C 2C 3C � � � C n/ D

n.nC 1/

16

例4.51求极限 lim
x!0

sin.ex � 1/ � .esinx � 1/

sin4 3x
傲娇小魔王

解

原式 D
1

34
lim
x!0

sin.ex � 1/ � .esinx � 1/

x4

洛必达
HHHHH

1

4 � 34
lim
x!0

ex cos.ex � 1/ � esinx cos x
x3

D
1

4 � 34
lim
x!0

ex cos.ex � 1/ � ex cos x C ex cos x � esinx cos x
x3

D
1

4 � 34

 
lim
x!0

2ex sin ex�1Cx
2

sin x�exC1
2

x3
C lim
x!0

esinx cos x �
ex�sinx � 1

x3

!

D
1

4 � 34

�
�
1

2
C
1

6

�
D �

1

4 � 35
D �

1

972

例4.52证明: lim
t!C1

�
e�t

Z t

0

Z t

0

ex � ey

x � y
dx dy

�
D C1:

解令

F.t/ D

Z t

0

Z t

0

ex � ey

x � y
dx dy;

则

F.t/ D 2

Z t

0

dx
Z x

0

ex � ey

x � y
dy:

根据 L’Hopital法则

lim
t!C1

e�tF.t/ D lim
t!C1

F.t/

et
D 2 lim

t!C1
e�t

Z t

0

et � ex

t � x
dx

D 2 lim
t!C1

Z t

0

1 � ex�t

t � x
dx

D 2 lim
t!C1

Z t

0

1 � e�u

u
du

D 2

Z C1

0

1 � e�u

u
du

D C1:
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例4.53设 f1.x/ D x; f2.x/ D xx ; f3.x/ D xx
x

; � � � ; fn.x/ D xx
: : :x„ƒ‚…

n个x

. 求极限 lim
x!0C

fn.x/

解

lim
x!0C

fn.x/ D

8<:0; n D 2m � 1.奇数/

1; n D 2m.偶数/
m D 1; 2; � � � :

用数学归纳法证明. 当 m D 1时易证结论成立. 假定 m D k 时结论成立,即

lim
x!0C

f2k�1.x/ D 0 ; lim
x!0C

f2k.x/ D 1

都成立. 当 m D k C 1时,由归纳假定可知

lim
x!0C

f2kC1.x/ D lim
x!0C

xf2k.x/ D 0

并且当 x充分小 (不妨设 0 < x < ı < 1)有
1

2
< f2k.x/ <

3

2
,从而

x
1
2 > xf2k.x/ > x

3
2 ;

进而

xx
1
2
> f2kC2.x/ > x

x
3
2
< xx

3
2
:

又因 lim
x!0C

xx
1
2

D lim
x!0C

xx
3
2

D 1,则 lim
x!0C

f2kC2.x/ D 1:

由数学归纳法可知结论成立

例4.54设 f1.x/ D x; f2.x/ D xx ; � � � ; fn.x/ D xfn�1.x/,求极限

lim
x!1

fn.x/ � fn�1.x/

.1 � x/n

解当 n D 2时,

lim
x!1

f2.x/ � f1.x/

.1 � x/2
D lim
x!1

x.xx�1 � 1/

.1 � x/2
D 1

当 n > 2时,

lim
x!1

fn.x/ � fn�1.x/

.1 � x/n
D lim
x!1

xfn�1.x/ � xfn�2.x/

.1 � x/n

D lim
x!1

xfn�2.x/.xfn�1.x/�fn�2.x/ � 1/

.1 � x/n

D lim
x!1

.fn�1.x/ � fn�2.x// ln x
.1 � x/n

D � lim
x!1

fn�1.x/ � fn�2.x/

.1 � x/n�1

D � � � D lim
x!1

.�1/n�2 f2.x/ � f1.x/

.1 � x/2

D .�1/n�2
D .�1/n

例4.55求极限: lim
x!0

sin.tan x/ � tan.sin x/
x7

解 (by ytdwdw)
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引理 4.1

~

若 lim
x!0

f .x/ D lim
x!0

g.x/ D 0,且对 0 < jxj < ı成立 f .x/ ¤ g.x/,则

lim
x!0

tanf .x/ � tang.x/
f .x/ � g.x/

D 1

我们有

lim
x!0

sin.tan x/ � tan.sin x/
x7

用x代替 tanx
HHHHHHHHH lim

x!0

sin x � tan sin arctan x
x7

??
HHH lim

x!0

arctan sin x � sin arctan x
x7

sin arctanxD xp
1Cx2

HHHHHHHHHHHHHH lim
x!0

arctan sin x �
xp
1Cx2

x7

洛必达
HHHHH lim

x!0

cosx
1Csin2 x

�
1

.1Cx2/
3
2

7x6

D lim
x!0

cos2 x

.1Csin2 x/2
�

1
.1Cx2/3

14x6

D lim
x!0

1 � sin4 x �
�
1Csin2 x
1Cx2

�3
14x6

D lim
x!0

� sin4 x �
3.x2�sin2 x/

1Cx2

14x6

D lim
x!0

3x2 � 3 sin2 x � sin4 x
14x6

�
1

14

接下来可以这样计算

lim
x!0

3x2 � 3 sin2 x � sin4 x
14x6

�
1

14
D lim
x!0

3x2 �
15�16 cos2xCcos4x

8

14x6
�
1

14

D lim
x!0

24x2 � 4.15 � 16 cos x C cos 2x/
7x6

�
1

14

D lim
x!0

24x � 2.16 sin x � 2 sin 2x/
21x5

�
1

14

D lim
x!0

24 � 2.16 cos x � 4 cos 2x/
105x4

�
1

14

D lim
x!0

8 sin x � 4 sin 2x
105x3

�
1

14

D lim
x!0

8 cos x � 8 cos 2x
315x2

�
1

14

D lim
x!0

�4 sin x C 8 sin 2x
315x

�
1

14
D �

1

30

也可以这样算

lim
x!0

3x2 � 3 sin2 x � sin4 x
14x6

�
1

14
D lim
x!0

3x2 � 3
�

sin x C
sin3 x
6

�2
14x6

�
11

12 � 14

D lim
x!0

3
�
x � sin x �

sin3 x
6

�
7x5

�
11

12 � 14

D lim
x!0

3
�
1 � cos x �

sin2 x cosx
2

�
35x4

�
11

12 � 14

D lim
x!0

3
�

sin x � sin x cos2 x C
sin3 x
2

�
140x3

�
11

12 � 14

D
9

280
�

11

12 � 14
D �

1

30
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或

lim
x!0

3x2 � 3 sin2 x � sin4 x
14x6

�
1

14
D lim
x!0

3x2 � 3
�

sin x C
sin3 x
6

�2
14x6

�
11

12 � 14

D lim
x!0C

3
�
x � sin x �

sin3 x
6

�
7x5

�
11

12 � 14

D lim
x!0C

3
�

arcsin x � x �
x3

6

�
7x5

�
11

12 � 14

D lim
x!0C

3
�

1p
1�x2

� 1 �
x2

2

�
35x4

�
11

12 � 14

D lim
x!0C

3
�

1p
1�x

� 1 �
x
2

�
35x2

�
11

12 � 14

D lim
x!0C

3
�
.1 � x/�

3
2 � 1

�
140x

�
11

12 � 14

D
9

280
�

11

12 � 14
D �

1

30

4.3 泰勒公式

皮亚诺余项

定理 4.9.泰勒中值定理--皮亚诺形式

~

如果函数 f .x/在点 x0的某个领域 U.x0/内有 .nC 1/阶导数,那么对任一
x 2 U.x0/ ,有

f .x/ D f .x0/C f 0.x0/.x � x0/C
f 00.x0/

2Š
.x � x0/

2
C � � � C

f .n/.x0/

nŠ
.x � x0/

n
CRn.x/

其中 Rn.x/ D o
�
.x � x0/

n
�
.

例4.56求极限 lim
x!1

Z x

0

sin �

x C t
dt

解

lim
x!1

Z x

0

sin �

x C t
dt uDxCt

HHHHHH lim
x!1

Z 2x

x

sin �
u

du

泰勒展开
HHHHHH lim

x!1

Z 2x

x

�

u
C o

�
1

u

�
du D � ln 2

例4.57求极限 lim
x!C1

�
.x � 1/e

x
2 Carctanx

� e�x
�

解

lim
x!C1

�
.x � 1/e

x
2 Carctanx

� e�x
�

D lim
x!C1

�
.x � 1/e

�
2 C.�

2 �arctan. 1
x // � e�x

�
De� lim

x!C1

�
.x � 1/e� arctan. 1

x / � x
�

De� lim
x!C1

�
.x � 1/

�
1 �

1

x
C o

�
1

x

��
� x

�
D � 2e�
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注:
arctan x C arctan 1

x
D
�

2
; x > 0

例4.58求极限 lim
x!1

xx � x

ln x � x C 1

解

lim
x!1

xx � x

ln x � x C 1
D lim
x!1

x
�
e.x�1/ lnx � 1

�
ln x � x C 1

D lim
x!1

x � lim
x!1

e.x�1/ lnx � 1

ln x � x C 1

D lim
x!1

e.x�1/2Co..x�1/2/ � 1

�
1
2
.x � 1/2 C o

�
.x � 1/2

�
D lim
x!1

.x � 1/2 C o
�
.x � 1/2

�
�
1
2
.x � 1/2 C o

�
.x � 1/2

�
D �2

例4.59求极限 lim
x!C1

x2
�
ln
�
1C

1

x

�
�

1

1C x

�
解

lim
x!C1

x2
�
ln
�
1C

1

x

�
�

1

1C x

�
D lim
x!C1

x2
�
1

x
�

1

2x2
�

1

1C x
C o

�
1

x2

��
D lim
x!C1

x2
�
�
1

2x2
C o

�
1

x2

��
C lim
x!C1

x2
�
1

x
�

1

1C x

�
D �

1

2
C 1 D

1

2

例4.60求极限 lim
n!1

n ln
 

nX
kD1

1

C kn

!
解

lim
n!1

n ln
 

nX
kD1

1

C kn

!
D lim
n!1

n ln
�
1C

1

C 1n
C

1

C n�1
n

C o
� 1
n2

��
D lim
n!1

n

�
1C

2

n
C o

� 1
n2

��
D 2

例4.61求极限 lim
n!1

n sin.2�enŠ/

解

e D 1C
1

1Š
C
1

2Š
C � � � C

1

nŠ
C

1

.nC 1/Š
C

�nC1

.nC 1/Š.nC 1/
.0 < �nC1 < 1/

nŠe D nŠ

�
1C

1

1Š
C
1

2Š
C � � � C

1

nŠ

�
„ ƒ‚ …

整数

C
nŠ

.nC 1/Š
C

nŠ�nC1

.nC 1/Š.nC 1/

lim
n!1

n sin.2�enŠ/ D lim
n!1

n sin
�
2�enŠ �

sin.x˙2k�/Dsinx ; k2Z‚ …„ ƒ
2�nŠ

�
1C

1

1Š
C
1

2Š
C � � � C

1

nŠ

��
D lim
n!1

n sin
�
2�

nC 1
C

�nC1

.nC 1/2

�
D lim
n!1

n

�
2�

nC 1
C

�nC1

.nC 1/2

�
D 2�
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� 练习 4.9求极限 lim
x!0C

x.sinx/x � .sin x/xsin x

x3

解

lim
x!0C

x.sinx/x � .sin x/xsin x

x3

D lim
x!0C

e.sinx/x lnx � ex
sin x ln sinx

x3

D lim
x!0C

e.x� 1
6x

3Co.x3//
x lnx � ex

.x� 1
6

x3Co.x3// ln.x� 1
6x

3Co.x3//

x3

D lim
x!0C

ex
.x� 1

6
x3/ ln.x� 1

6x
3/

x
� lim
x!0C

e.x� 1
6x

3/ lnx�x.x� 1
6

x3/ ln.x� 1
6x

3/ � 1

x2

D1 � lim
x!0C

�
x �

1
6
x3
�

ln x � x.x� 1
6x

3/ ln
�
x �

1
6
x3
�

x2

D lim
x!0C

h�
x �

1
6
x3
�x

� x.x� 1
6x

3/
i

ln x
x2

� lim
x!0C

x.x� 1
6x

3/
�
�
1
6
x2
�

x2

D0 �

�
�
1

6

�
D
1

6

� 练习 4.10求极限

lim
n!1

 
n2
r

n

nC 1
�
�
n2 C 1

�rnC 1

nC 2

!

解

lim
n!1

 
n2
r

n

nC 1
�
�
n2 C 1

�rnC 1

nC 2

!

D lim
n!1

n3
p
nC 2 �

�
n2 C 1

�
.nC 1/

p
np

n .nC 1/ .nC 2/

D lim
n!1

�
n

7
2

q
1C

2
n

�
�

�
n

7
2 C n

5
2 C n

3
2 C

p
n
�

n
3
2

D lim
n!1

�
n

7
2

�
1C

1
n

�
1
2n2 C o

�
1
n2

���
�

�
n

7
2 C n

5
2 C n

3
2 C

p
n
�

n
3
2

D �
3

2�
注意

p
1C x D 1C

1

2
x �

1

8
x2 C o

�
x2
�

� 练习 4.11求极限

lim
x!1

�
xxC1

.1C x/x
�
x

e

�
解

lim
x!1

�
xxC1

.1C x/x
�
x

e

�
D lim
x!1

 
x�

1C
1
x

�x �
x

e

!

D
1

e
lim
x!1

x

24 1

exp
�
x ln

�
1C

1
x

�
� 1

� � 1

35
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D
1

e
lim
x!1

x

"
exp

 
1 � x

�
1

x
�

1

2x2
C o

� 1
x2

��!
�1

#

D
1

e
lim
x!1

x

�
exp

�
1

2x
C o

� 1
x

��
�1

�
D

1

2e

� 练习 4.12求极限
lim

x!C1
x

3
2

�p
x C 1C

p
x � 1 � 2

p
x
�

解

lim
x!C1

x
3
2

�p
x C 1C

p
x � 1 � 2

p
x
�

D lim
x!C1

x2

 r
1C

1

x
C

r
1 �

1

x
� 2

!

D lim
t!0C

p
1C t C

p
1 � t � 2

t2

D lim
t!0C

�
1C

1
2
t �

1
8
t2 C o

�
t2
��

C
�
1 �

1
2
t �

1
8
t2 C o

�
t2
��

� 2

t2

D lim
t!0C

�
1
4
t2 C o

�
t2
�

t2
D �

1

4�
注意

p
1C x D 1C

1

2
x �

1

8
x2 C o

�
x2
�

� 练习 4.13求极限

lim
n!1

�
1

p
n2 C 1

C � � � C
1

p
n2 C n

�n
:

解 (by Hansschwarzkopf)令

an D

�
1

p
n2 C 1

C
1

p
n2 C 2

C : : :C
1

p
n2 C n

�n
D

 
nX
kD1

1
p
n2 C k

!n
:

注意到

1 �
x

2
⩽ 1

p
1C x

⩽ 1 �
x

2
C
3

8
x2;8x 2 Œ0; 1�;

得到 �
1 �

nC 1

4n2

�n
⩽ an D

0B@ 1
n

nX
kD1

1q
1C

k
n2

1CA
n

⩽
�
1 �

nC 1

4n2
C
.nC 1/.2nC 1/

48n4

�n
:

故

an D

�
1 �

1

4n
C o

�
1

n

��n
D e� 1

4 C o.1/ ; n ! 1:

即

lim
n!1

�
1

p
n2 C 1

C
1

p
n2 C 2

C : : :C
1

p
n2 C n

�n
D lim
n!1

an D e� 1
4 :

� 练习 4.14求极限

lim
n!1

n

"�
1

�

�
sin

� �
p
n2 C 1

�
C sin

� �
p
n2 C 2

�
C � � � C sin

� �
p
n2 C n

���n
�
1

4
p
e

#
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解 (by西西)记

I D n

��
1

�

�
sin

�
�

p
n2 C 1

�
C sin

�
�

p
n2 C 2

�
C � � � C sin

�
�

p
n2 C n

���n
�

1
4
p
e

�
则

I D
n

4
p
e

 
exp

 
n ln

sin �p
n2C1

C sin �p
n2C2

C � � � C sin �p
n2Cn

�
C
1

4

!
� 1

!
注意到

sin �
p
n2 C k

D
�

p
n2 C k

�
1

6

�
�

p
n2 C k

�3
C o

�
1

n3

�
.n ! C1/

所以

1

�

nX
kD1

sin
�

�
p
n2 C k

�
D

nX
kD1

1
p
n2 C k

�
1

6

"
nX
kD1

�2p
.n2 C k/3

#
C o

�
1

n2

�
.n ! C1/

而
nX
kD1

1
p
n2 C k

D
1

n

nX
kD1

�
1C

k

n2

�� 1
2

D
1

n

nX
kD1

 
1 �

k

2n2
C
3

8

�
k

n2

�2
C o

�
1

n2

�!

D 1 �
.nC 1/

4n2
C
.nC 1/.2nC 1/

16n4
C o

�
1

n2

�
所以

1

�

nX
kD1

sin
�

�
p
n2 C k

�
D 1 �

.nC 1/

4n2
C
.nC 1/.2nC 1/

16n4
�
1

6

"
nX
kD1

�2p
.n2 C k/3

#
C o

�
1

n2

�

ln
"
1

�

nX
kD1

sin
�

�
p
n2 C k

�#

D �
.nC 1/

4n2
C
.nC 1/.2nC 1/

16n4
�
1

6

"
nX
kD1

�2p
.n2 C k/3

#

�
1

2

"
.nC 1/

4n2
�
.nC 1/.2nC 1/

16n4
C
1

6

"
nX
kD1

�2p
.n2 C k/3

##2
C o

�
1

n2

�

D �
.nC 1/

4n2
C
.nC 1/.2nC 1/

16n4
�
1

6

"
nX
kD1

�2p
.n2 C k/3

#
�
1

2

�
nC 1

4n2
C o

�
1

n

��2
C o

�
1

n2

�
.n ! C1/

n ln
"
1

�

nX
kD1

sin
�

�
p
n2 C k

�#
C
1

4

D
1

4
C n

"
�
.nC 1/

4n2
C
.nC 1/.2nC 1/

16n4
�
1

6

"
nX
kD1

�2p
.n2 C k/3

#
�
1

2

�
nC 1

4n2
C o

�
1

n

��2
C o

�
1

n2

�#

D �
15

96n
�
�2

6n
C o

�
1

n

�
.n ! C1/

这里得注意到事实 "
nX
kD1

�2p
.n2 C k/3

#
�
�2

n2

所以就有

lim
n!1

I D lim
n!1

n
4
p
e

�
e� 15

96n � �2

6n Co. 1
n / � 1

�
D �

1
4
p
e

�
15

96
C
�2

6

�
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� 练习 4.15求极限

lim
n!1

n

"
e.�e2 C 2e C 11/.5e C 1/

24.e � 1/5
� n

�
n

�
e

e � 1
�

nX
kD1

�k
n

�n�
�
e.e C 1/

2.e � 1/3

�#

解 (西西)我们如果利用泰勒公式就可以达到很好的结果
nX
kD1

�
k

n

�n
D

nX
kD1

�
1 �

k

n

�n
D

nX
kD1

e
n ln

�
1�
k
n

�

注意到

e
n ln

�
1�
k
n

�
D e�k

�
1 �

k2

2n
C
k3.3k � 8/

24n2
�
k4.k2 � 8k C 12/

48n3

�
C o

�
1

n4

�
且注意到

nX
kD0

e�k
D

e

e � 1

nX
kD0

k2e�k
D
e.e C 1/

.e � 1/3

和
nX
kD0

k3.3k � 8/e�k
D
e.�e2 C 2e C 11/.5e C 1/

.e � 1/5

nX
kD0

k4.k2 � 8k C 12/e�k
D
e.21C 365e C 502e2 � 138e3 � 35e4 C 5e5/

.e � 1/7

带入即可得到
nX
kD1

�
k

n

�n
D

e

e � 1
�
1

2n
�
e.e C 1/

.e � 1/3
C

1

24n2
�
e.�e2 C 2e C 11/.5e C 1/

.e � 1/5

�
1

48n3
�
e.21C 365e C 502e2 � 138e3 � 35e4 C 5e5/

.e � 1/7
C o

�
1

n4

�
那么我们可以达到

lim
n!1

n

"
e.�e2 C 2e C 11/.5e C 1/

24.e � 1/5
� n

�
n

�
e

e � 1
�

nX
kD1

�k
n

�n�
�
e.e C 1/

2.e � 1/3

�#

D
e.21C 365e C 502e2 � 138e3 � 35e4 C 5e5/

48.e � 1/7

例4.62计算 lim
x!0

arcsin arctan x � arctan arcsin x
sin tan x � tan sin x

解 It is convenient to do the computation in the general form. Let

f .x/ D x C ax3 C bx5 C cx7 C o.x7/ and �.x/ D x C ˛x3 C ˇx5 C x7 C o.x7/

be the Taylor expanxions of two odd infinitely differentiable functions with the gerivatives at x D 0 equal
to 1. Then

f .�.x// D x C ˛x3 C ˇx5 C x7 C a.x C ˛x3 C ˇx5/3 C b.x C ˛x3/5 C cx7 C o.x7/

D x C .aC ˛/x3 C .b C 3a˛ C ˇ/x5 C .c C 3aˇ C 3a˛2 C 5b˛ C /x7 C o.x7/

Since the coefficients at x3 and x5 are symmetric with respect to exchanging Latin and Greek letters, the
expansion of f .�.x//−�.f .x// starts only with x7. This is a bad news, but the good news is that the

http://www.wolframalpha.com/input/?i=Series%5BE%5E(n*Log%5B1-k%2Fn%5D),%7Bn,Infinity,4%7D%5D
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Sum%5Bk%5E2%2FE%5Ek,%7Bk,0,Infinity%7D%5D
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Sum%5B1%2FE%5Ek,%7Bk,0,Infinity%7D%5D
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Sum%5B(k%5E3(3*k-8))%2FE%5Ek,%7Bk,0,Infinity%7D%5D
http://www.wolframalpha.com/input/?i=Sum%5B(k%5E4(k%5E2-8*k%2B12))%2FE%5Ek,%7Bk,0,Infinity%7D%5D
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coefficient at x7 depends on the Taylor coefficients of f .x/ and �.x/ only up to order x5.

f .�.x// � �.f .x// D
�
3a˛.˛ � a/C 2.b˛ � ˇa/

�
x7 C o.x7/

On the other hand, if �.x/ D f �1.x/ D x C Ax3 C Bx5 C o.x5/, then

x D f .f �1.x// D x C .aC A/x3 C .b C aAC B/x5 C o.x5/

i.e. A D −a, and B D 3a2 � b. Substituting into 3a˛.˛ � a/C 2.b˛ � ˇa/ respectively: −a for a, �˛

for ˛, 3a2 � b for b, and 3˛2 � ˇ for ˇ, we find:

f �1.��1.x// � ��1.f �1.x// D Œ3a˛.a � ˛/C 2.a.3˛2 � ˇ/ � ˛.3a2 � b//�x7 C o.x5/

D �Œ3a˛.a � ˛/C 2.b˛ � ˇa/�x7 C o.x7/

Thus
lim
x!0

f �1.��1.x// � ��1.f �1.x//

f .�.x// � �.f .x//
D 1

拉格朗日余项

定理 4.10.泰勒中值定理--拉格朗日形

~

如果函数 f .x/在 x0 的某个领域 U.x0/内具有 .nC 1/阶导数,那么对任一 x 2 U.x0/,有

f .x/ D f .x0/C f 0.x0/.x � x0/C
f 00.x0/

2Š
.x � x0/

2
C � � � C

f .n/.x0/

nŠ
.x � x0/

n
CRn.x/

其中 Rn.x/ D
f .nC1/.�/

.nC 1/Š
.x � x0/

nC1, � 在 x 与 x0 之间.

泰勒公式证明题

h 区间中点展开

h 区间端点展开

h 极值点或最值点展开

h 任意点展开

例4.63证明不等式:
ˇ̌̌̌
sin x � siny
x � y

� cosy
ˇ̌̌̌
⩽ 1

2
jx � yj ; x; y 2 .�1;C1/.

解将 sin x 在点 y 处展开成一阶泰勒公式

sin x D siny C cosy � .x � y/ �
1

2
sin � � .x � y/2 ; .�介于x与y之间/

则 ˇ̌̌̌
sin x � siny
x � y

� cosy
ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌
ˇ
ˇ̌
siny C cosy � .x � y/ �

1
2

sin � � .x � y/2
ˇ̌
� siny

x � y
� cosy

ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
�
1

2
sin � � .x � y/2

ˇ̌̌̌
⩽ 1

2
jx � yj

�
注意由不等式的形式很容易让人想到微分中值定理,然后。。。就被套路了
例4.64设函数 f .x/满足 Œ0; 1�内二阶可导,且 jf .x/j ⩽ a, jf 00.x/j ⩽ b. 证明：jf 0.x/j ⩽ 2aC

b

a

证明 f .x/在 x D x0 处泰勒展开,其中 � 介于 x与 x0 之间

f .x/ D f .x0/C f 0.x0/.x � x0/C
1

2
f 00.�/.x � x0/

2

分别取 x D 0和 x D 1有

f .0/ D f .x0/ � f 0.x0/x0 C
1

2
f 00.�1/x

2
0 ¬
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f .1/ D f .x0/C f 0.x0/.1 � x0/C
1

2
f 00.�2/.1 � x0/

2 

由�¬得:
f .1/ � f .0/ D f 0.x0/C

1

2
f 00.�2/.1 � x0/

2
�
1

2
f 00.�1/x

2
0

H) f 0.x0/ D f .1/ � f .0/ �
1

2
f 00.�2/.1 � x0/

2
C
1

2
f 00.�1/x

2
0

所以

ˇ̌
f 0.x0/

ˇ̌
⩽
ˇ̌
f .1/

ˇ̌
C
ˇ̌
f .0/

ˇ̌
C

ˇ̌̌1
2
f 00.�2/.1 � x0/

2
ˇ̌̌
C

ˇ̌̌1
2
f 00.�1/x

2
0

ˇ̌̌
⩽ 2aC

b

2

�
.1 � x0/

2
C x20

�
D 2aC

b

2

�
1C 2x20 � 2x0

�„ ƒ‚ …
x02.0;1/

⩽ 2aC
b

a

例4.65 (Putnam,14)设 f W Œ0; 2� ! R二次可微,且满足 jf .x/j ⩽ 1,及 jf 00.x/j ⩽ 1; .x 2 Œ0; 2�/. 证
明对一切 x 2 Œ0; 2�; jf 0.x/j ⩽ 2成立.

证明 对任一点 x 2 Œ0; 2�,由泰勒公式

f .0/ D f .x/C f 0.x/.0 � x/C
f 00.�1/

2
x2; .0 < �1 < x/

f .2/ D f .x/C f 0.x/.2 � x/C
f 00.�2/

2
x2; .x < �2 < 2/

将上面二式相减并整理后得

2f 0.x/ D f .2/ � f .0/C
1

2
x2f 00.�1/ �

1

2
.2 � x/2f 00.�2/;

上式两边取绝对值,并注意到绝对值不等式得

2jf 0.x/j ⩽ jf .0/j C jf .2/j C
1

2
x2jf 00.�1/j C

1

2
.2 � x/2jf 00.�2/j;

由题设我们有

2jf 0.x/j ⩽ 2C
x2 C .2 � x/2

2

不难证明二次函数 g.x/ D x2 C .2 � x/2 在 Œ0; 2�上最大值为 4,因而

2jf 0.x/j ⩽ 4 H) jf 0.x/j ⩽ 2; x 2 Œ0; 2�

� 练习 4.16 设函数 f .x/ 在 .0;C1/ 上有三阶导数, 并且 lim
x!C1

f .x/ 和 lim
x!C1

f 000.x/ 存在, 则

lim
x!C1

f 0.x/和 lim
x!C1

f 00.x/也存在,并且

lim
x!C1

f 0.x/ D lim
x!C1

f 00.x/ D lim
x!C1

f 000.x/ D 0

证明 由题设极限存在条件,记

lim
x!C1

f .x/ D a ; lim
x!C1

f 000.x/ D b

由于 f .x/在 .0;C1/上有三阶导数,

f .x C h/ D f .x/C f 0.x/hC
1

2
f 00.x/h2 C

1

6
f 000.�x/h

3 (4.8)

f .x � h/ D f .x/ � f 0.x/hC
1

2
f 00.x/h2 �

1

6
f 000.�x/h

3 (4.9)

其中 �x 2 .x; x C h/, �x 2 .x � h; x/.
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.4:8/与 .4:8/两式相加,得

f 00.x/ D
�
f .x C h/C f .x � h/ � 2f .x/

�
C
h3

6

�
f 000.�x/ � f 000.�x

��
在式中令 x ! C1,可推出 lim

x!C1
f 00.x/存在,并且

lim
x!C1

f 00.x/ D .aC a � 2a/ �
1

6
.b � b/ D 0

.4:8/与 .4:8/两式相减,得

f 0.x/ D
1

2h

�
f .x � h/ � f .x C h/ �

h3

6

�
f 000.�x/C f 000.�x/

��
(4.10)

在式 .4:10/中令 x ! C1,可推出 lim
x!C1

f 0.x/存在,由 Lagrange中值定理,

f .x � h/ � f .x C h/ D 2hf 0.�/ ; � 2 .x � h; x C h/

在式 .4:10/中令 x ! 1,那么 � ! C1,于是 a D a �
h2b

6
,因此 b D 0所以 lim

x!C1
f 000.x/ D 0

在 .4:8/中,令 x ! C1,得 lim
x!C1

f 0.x/ D 0

� 练习 4.17设 f .x/ 2 C .2/.0; 1/,且 lim
x!1�

f .x/ D 0.若存在M > 0，使得

.1 � x/2jf 00.x/j � M .0 < x < 1/

则 lim
x!1�

.1 � x/f 0.x/ D 0

证明 对 t; x 2 .0; 1/ W t > x,用 Taylor公式

f .t/ D f .x/C f 0.x/.t � x/C f 00.�/
.t � x/2

2
; x < � < t

并取 t D x C .1 � x/ı; .0 < ı <
1

2
/,我们有

f .t/ � f .x/ D ı.1 � x/f 0.x/C
ı2

2
f 00.�/.1 � x/2

, .1 � x/f 0.x/ D
f .t/ � f .x/

ı
�
ı

2
f 00.�/.1 � x/2

jf 0.x/.1 � x/j �
jf .t/ � f .x/j

ı
C
ı

2
jf 00.�/j.1 � x/2

注意到 � D x C .t � x/�; 0 < � < 1

) .1 � �/2 D .1 � x/2.1 � ı�/2 >
1

4
.1 � x/2

（这里是由于 0 < ı� <
1

2
)及条件 .1 � x/2jf 00.x/j � M.0 < x < 1/

ı

2
jf 00.�/j.1 � x/2 D jf 00.�/j.1 � �/2 �

.1 � x/2

.1 � �/2
�
ı

2
< 2Mı

) jf 0.x/.1 � x/j �
jf .t/ � f .x/j

ı
C 2Mı

现在，对 8",取 ı D
"

4M
对上述 ı",存在 � > 0,对 80 < 1 � x < �,有 jf .t/ � f .x/j <

ı"

2
这样，对 80 < 1 � x < �，就有) jf 0.x/.1 � x/j < "故得

lim
x!1�

.1 � x/f 0.x/ D 0
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例4.66设 f .x/在 Œa; b�上二阶可导, f 0.a/ D f 0.b/ D 0,求证: 存在 � 2 .a; b/使得ˇ̌
f 00.�/

ˇ̌
⩾ 4

.b � a/2
jf .b/ � f .a/j

证明 将 f .x/在 x D a与 x D b处分别泰勒展开得

f .x/ D f .a/C f 0.a/.x � a/C
1

2
f 00.�a/.x � a/2 ; �a 2 .a; x/

f .x/ D f .b/C f 0.b/.x � b/C
1

2
f 00.�b/.x � b/2 ; �b 2 .x; b/

在以上两式分别令 x D
aC b

2
可得

f
�aC b

2

�
D f .a/C

1

8
f 00.� 0

a/.b � a/2 ; �a 2

�
a;
aC b

2

�
(4.11)

f
�aC b

2

�
D f .b/C

1

8
f 00.� 0

b/.a � b/2 ; �a 2

�aC b

2
; b
�

(4.12)

由 (4.12) � (4.11)得

f .b/ � f .a/ D
.b � a/2

8

�
f 00.� 0

a/ � f 00.� 0
b/
�

于是

ˇ̌
f .b/ � f .a/

ˇ̌
⩽ .b � a/2

8

�ˇ̌
f 00.� 0

a/
ˇ̌
C
ˇ̌
f 00.� 0

b/
ˇ̌�

⩽ .b � a/2

4
max

�ˇ̌
f 00.� 0

a/
ˇ̌
;
ˇ̌
f 00.� 0

b/
ˇ̌�

D
.b � a/2

4

ˇ̌
f 00.�/

ˇ̌
这里 � 为

ˇ̌
f 00.� 0

a/
ˇ̌
或
ˇ̌
f 00.� 0

b/
ˇ̌
由此即得原式

例4.67设 f 在 Œ0;C1/上二阶可导, f 00.x/有界. lim
x!1

f .x/ D 0. 证明: lim
x!C1

f 0.x/ D 0.

解法 II3.设 jf 00.x/j ⩽ M;8x ⩾ 0. 对 8" > 0. 9N 2 N, s,t.
M

2N
<
"

3
. 固定 N ,因为 lim

x!C1
f .x/故

9� > 0. 当 x > �时,有 jf .x/j <
"

3N
,由 Tayor公式得

f .x C
1
N
/ � f .x/ D

f 0.x/

N
C
f 00.�/

2
�
�
N�1

�2
所以

jf 0.x/j D N jf .x C
1
N
/ � f .x/ �

1
2N2 f

00.�/j

⩽ N.jf .x C
1
N
/j C jf .x/j/C

jf 00.�/j

2N

< N
� "

3N
C

"

3N

�
C
M

2N
<
2

3
"C

"

3
D "

即 lim
x!C1

f 0.x/ D 0.

柯西余项

定理 4.11.泰勒中值定理--柯西形
如果函数 f .x/在 x0 处具有 n阶导数,那么存在 x0 的一个领域，对于该领域内的任一 x ，

有

f .x/ D f .x0/C f 0.x0/.x � x0/C
f 00.x0/

2Š
.x � x0/

2
C � � � C

f .n/.x0/

nŠ
.x � x0/

n
CRn.x/

3徐森林《数学分析精选习题全解》P169
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~
其中 Rn.x/ D

f .nC1/
�
x0 C �.x � x0/

�
.nC 1/Š

.x � x0/
nC1, � 2 .0; 1/.

� 练习 4.18设 f .x/在 Œ�1; 1�上有任意阶导数，f .n/.0/ D 0;8n 2 NC;且存在常数 C � 0,使得对
所有 n 2 NC 和 x 2 Œ�1; 1�成立不等式 jf .n/.x/j � nŠC n. 证明：f .x/ � 0.

证明 不妨设 C > 0. 令 ı D minf1;
1

2C
g,则对任何 x 2 Œ�ı; ı�和正整数 n,根据 Taylor定理和所给条件,存

在 � 2 .0; 1/,使得

jf .x/j D

ˇ̌̌̌
ˇ
nX
iD0

f .i/.0/

i Š
xi C

f .nC1/.�x/

.nC 1/Š
xnC1

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇf .nC1/.�x/

.nC 1/Š
xnC1

ˇ̌̌̌
ˇ � 2�n�1:

令 n ! 1,得到 f .x/ � 0; x 2 Œ�ı; ı�. 从而

f .n/.x/ � 0; x 2 Œ�ı; ı�; n D 0; 1; 2; : : : :

令

a D inff˛ 2 Œ�1; 0/ W f .x/ D 0;8x 2 Œ˛; 0�g; b D supfˇ 2 .0; 1� W f .x/ D 0;8x 2 Œ0; ˇ�g;

则根据已证结果, �1 � a < b � 1. 我们断言必有 a D �1; b D 1. 先证 b D 1. 若 b < 1,取 ı1 D minfı; 1� bg.
则对任何 x 2 Œb; b C ı1�和正整数 n,根据 Taylor定理和已证结果,存在 �1 2 .0; 1/,使得

jf .x/j D

ˇ̌̌̌
ˇ
nX
iD0

f .i/.b/

i Š
.x � b/i C

f .nC1/.b C �1.x � b//

.nC 1/Š
.x � b/.nC1/

ˇ̌̌̌
ˇ � 2�n�1:

令 n ! 1, 得到 f .x/ � 0; x 2 Œb; b C ı1�, 从而 f .x/ � 0; x 2 Œ0; b C ı1�, 这与 b 的定义矛盾. 矛盾
说明必有 b D 1. 从而 f .x/ � 0; x 2 Œ0; 1�. 类似可证 a D �1. 从而 f .x/ � 0; x 2 Œ�1; 0�. 最后得到
f .x/ � 0; x 2 Œ�1; 1�

积分余项

定理 4.12.泰勒中值定理--积分型

~

若函数 f .x/在点 x0 的领域 U.x0/内有连续的 nC 1阶导数,则 8x 2 U.x0/，有

f .x/ D f .x0/C f 0.x0/.x � x0/C
f 00.x0/

2Š
.x � x0/

2
C � � � C

f .n/.x0/

nŠ
.x � x0/

n
CRn.x/

其中 Rn.x/ D
1

nŠ

Z x

x0

f .nC1/.t/.x � t/n dt .

例4.68证明: 1C
n

1Š
C � � � C

nn

nŠ
>
en

2
对于每个整数 n ⩾ 0成立

解由于 en D

nX
kD1

nk

kŠ
C
1

nŠ

Z n

0

.n � t /net dt ,问题等价于证明

nŠ > 2e�n

Z n

0

.n � t /net dt ()

Z C1

0

tne�t dt„ ƒ‚ …
DnŠ

> 2e�n

Z n

0

.n � t/net dt

令 u D n � t ,上式化为 Z C1

0

tne�t dt > 2
Z n

0

une�u du

从而其等价于 Z C1

n

une�u du >
Z n

0

une�u du
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设 f .u/ D une�u,则只要证明

f .nC h/ ⩾ f .n � h/ ; 0 ⩽ h ⩽ n

则问题得证. 以下证明上式成立. 上式等价于证明

.nC h/ne�n�h ⩾ .n � h/eh�n

即

n ln.nC h/ ⩾ n ln.n � h/C h

令 g.h/ D n ln.nC h/ � n ln.n � h/ � 2h,则 g.0/ D 0,并且对 0 < h < n,有
dg
dh

D
n

nC h
C

n

n � h
� 2 D

2n2

n2 � h2
� 2 > 0

从而当 0 < h < n时, g.h/ > 0. 这样问题得证

�
注意利用这一结论我们可以证明如下结论。证明存在 50 < a < 100. 使得Z a

0

e�x

�
1C

x

1Š
C
x2

2Š
C � � � C

x100

100Š

�
dx D 50

� 练习 4.19设 a > 1，试证明：

lim
n!C1

nnC1

nŠ

Z a

0

.e�xx/
n dx D 1

解首先,
nnC1

nŠ

Z 1

0

.e�xx/n dx D
1

nŠ

Z 1

0

e�yyn dy D 1:

其次,取 � 2 .0; 1/使得 a� > 1. 命

f .x/ D e��xx ) f 0.x/ D e��x.1 � �x/ < 0; 8x 2 Œa;1/:

因此, 8x 2 Œa;1/,有 e��xx � e��aa.
nnC1

nŠ

Z 1

a

.e�xx/n dx D
nnC1

nŠ

Z 1

a

e�.1��/xn.e��xx/n dx

�
nnC1

nŠ
.e��aa/n

Z 1

a

e�.1��/xn dx

D
nnC1

nŠ
.e��aa/n

e�.1��/an

.1 � �/n
D
nn

nŠ
an
e�an

1 � �

�
1

.1 � �/
p
2n�

.ae1�a/n ! 0:

由此可知:

lim
n!1

nnC1

nŠ

Z a

0

.e�xx/
n dx D 1:

� 练习 4.20设 a > 1，试证明：

lim
n!1

1C
na
1Š

C
.na/2

2Š
C : : :C .na/n

nŠ

ena
D 0

解令 nx D t ,则原极限等价于

lim
n!1

1

nŠ

Z na

0

tne�tdt D 1:

注意到

1 D
1

nŠ

Z C1

0

tne�tdt;
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上式又等价于

lim
n!1

1

nŠ

Z C1

na

tne�tdt D 0:

事实上,容易算出Z C1

na

tne�tdt D
�
.na/n C n.na/n�1

C n.n � 1/.na/n�2
C : : :C nŠ

�
e�na:

由 a > 1易知

.na/n C n.na/n�1
C n.n � 1/.na/n�2

C : : :C nŠ < .nC 1/.na/n:

因此
1

nŠ

Z C1

na

tne�tdt < .nC 1/.na/ne�na

nŠ
:

根据 Stirling公式和 ea�1 > a.a > 1/,
.nC 1/.na/ne�na

nŠ
�
.nC 1/.na/ne�na�

n
e

�n p
2�n

�

r
n

2�

� a

ea�1

�n
! 0.n ! 1/:

这就证明了

lim
n!1

1

nŠ

Z C1

na

tne�tdt D 0; a > 1:

注意上式即

lim
n!1

1C
na
1Š

C
.na/2

2Š
C : : :C .na/n

nŠ

ena
D 0; a > 1:

� 练习 4.21证明

lim
n!1

nŠ

nn

0@ nX
kD0

nk

kŠ
�

1X
kDnC1

nk

kŠ

1A D
4

3

解 (西西):我们有

en D

nX
kD0

nk

kŠ
C

1X
kDnC1

nk

kŠ
D

nX
kD0

nk

kŠ
C
1

nŠ

Z n

0

et .n � t/n dt

所以
1X

kDnC1

nk

kŠ
D

1

nŠ

Z n

0

et .n � t/n dt

nX
kD0

nk

kŠ
D en �

1

nŠ

Z n

0

et .n � t/n dt

因此，只要计算

lim
n!1

nŠ

nn

�
en �

2

nŠ

Z n

0

et .n � t/n dt
�

下面来估计

Z n

0

et .n � t /n dt ,我们有Z n

0

et .n � t/n dt D nnC1

Z 1

0

enz.1 � z/ndz

D nnC1

Z 1

0

en.zCln.1�z//dz

D nnC1

Z 1

0

e� 1
2nz

2� 1
3nz

3Co.nz3/dz

D nnC1

Z 1

0

e� 1
2nz

2

�
1 �

1

3
nz3 C o.nz3/

�
dz
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nŠ

nn

�
en �

2

nŠ

Z n

0

et .n � t /n dt
�

D
nŠen

nn
� 2n

�Z 1

0

e� 1
2nz

2

�
1 �

1

3
nz3 C o.nz3/

�
dz

�
D

�
p
2�ne

�n
12n � 2n

Z 1

0

e� 1
2nz

2

dz

�
C 2n

Z 1

0

e� 1
2nz

2

�
1

3
nz3 C o.nz3/

�
dz

其中 �n 2 .0; 1/. 显然有

lim
n!1

�
p
2�ne

�n
12n � 2n

Z 1

0

e� 1
2nz

2

dz

�
D 0

lim
n!1

2n

Z 1

0

e� 1
2nz

2

�
1

3
nz3 C o.nz3/

�
dz D lim

n!1

4

3

 Z n
2

0

e�zzdz C o

�
1

n

�!
D
4

3

所以

lim
n!1

nŠ

nn

0@ nX
kD0

nk

kŠ
�

1X
kDnC1

nk

kŠ

1A D
4

3

� 练习 4.22 (Bernstein’s limit). Proof that

lim
n!1

1C nC
n2

2Š
C � � � C

nn

nŠ

en

解法 I4.由带积分余项的泰勒展开式知

en D 1C nC
n2

2Š
C � � � C

nn

nŠ
C
1

nŠ

Z n

0

ex.n � x/n dx:

因而原命题等价于证明

lim
n!1

e�n

nŠ

Z n

0

ex.n � x/n dx D
1

2

再利用斯特林公式

nŠ D
p
2n�

�n
e

�n
e

�
12n ; � 2 .0; 1/

知原命题等价于证明

lim
n!1

p
n

Z 1

0

Œex.1 � x/�n dx D

r
�

2

首先,注意到 e� x2

2 ⩾ .1 � x/ex .x ⩾ 0/,于是:

lim
n!1

Z 1

0

p
n.1 � x/nenx dx ⩽ lim

n!1

Z 1

0

p
ne� nx2

2 dx D

Z C1

0

e� t2

2 dt D

r
�

2

其次,对任何 ˛ > 1考虑辅助函数

f .x/ D .1 � x/ex � e� ˛x2

2 ; x ⩽ 0:

因为 f 0.x/ D xex
�
˛e�

˛x2Cx
2 � 1

�
,而

lim
x!0C

�
˛e�

˛x2Cx
2 � 1

�
D ˛ � 1 > 0;

故存在实数 x˛ 2 .0; 1/,使得当 x 2 .0; x˛/时,

˛e�
˛x2Cx

2 � 1 > 0

因而, f .x/在 Œ0; x˛�内递增,故 .1 � x/ex ⩾ e� ˛t2

2 .x 2 Œ0; x˛�/. 从而,

lim
n!1

Z 1

0

p
n.1 � x/nenx dx ⩾ lim

n!1

Z 1

0

p
ne� n˛x2

2 dx D

Z C1

0

e� ˛t2

2 dt D

r
�

2˛

4《大学数学竞赛指导》
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再由 ˛的任意性知

lim
n!1

Z 1

0

p
n.1 � x/nenx dx ⩾

r
�

2

综上所述,可得:

lim
n!1

Z 1

0

p
n.1 � x/nenx dx D

r
�

2

法 II(by ytdwdw). 由带积分余项的泰勒展开式知

en D 1C nC
n2

2Š
C � � � C

nn

nŠ
C
1

nŠ

Z n

0

ex.n � x/n dx:

得到 �
1C nC

n2

2Š
C � � � C

nn

nŠ

�
e�n

D 1 � e�n

Z n

0

.n � t/n

nŠ
et dt D 1 �

1

nŠ

Z n

0

tne�t dt:

由于

Z C1

0

tne�t dt D nŠ,要证明的结论等价于

lim
n!1

R n
0
tne�t dtR C1

n
tne�t dt

D 1;

即

lim
n!1

R 1
0
f n.t/ dtR C1

1
f n.t/dt

D 1;

其中 f .t/ D te1�t . 为了证明上述不等式, 除了利用积分的收敛性, 我们证明主要利用以下性质:
8ˇ > 1 >  > 0,
(1) 8̂̂<̂

:̂
f .ˇt/

f .t/
⩽ f .ˇ/ < 1; t 2 Œ1;C1/;

f . t/

f .t/
⩽ f ./ < 1; t 2 .0; 1�:

(2)存在 " D "ˇ; 2 .0; 1/使得

f .1C ˇs/ ⩽ f .1 � s/ ⩽ f .1C s/; 8s 2 .�"; "/:

上式由 f .1C t/ D 1 �
t2

2
C o.t2/ .t ! 0/推得.

由 (1),

lim
n!C1

R C1

ˇ
f n.t/dtR C1

1
f n.t/dt

D lim
n!C1

ˇ
R C1

1
f n.ˇt/dtR C1

1
f n.t/ dt

⩽ lim
n!C1

f̌ n.ˇ/ D 0:

lim
n!1

R 
0
f n.t/dtR 1

0
f n.t/ dt

D lim
n!1


R 1
0
f n. t/dtR 1

0
f n.t/ dt

⩽ lim
n!C1

f n./ D 0:

于是结合 (2)得到

lim
n!1

R 1
0
f n.t/dtR C1

1
f n.t/dt

D lim
n!1

R 1
1�"

f n.t/dtR 1Cˇ"

1
f n.t/ dt

D lim
n!1

R "
0
f n.1 � t/ dt

ˇ
R "
0
f n.1C ˇt/dt

⩾ 1

ˇ
;

lim
n!1

R 1
0
f n.t/ dtR C1

1
f n.t/ dt

D lim
n!1

R 1
1�"

f n.t/ dtR 1C"

1
f n.t/dt

D lim
n!1

R "
0
f n.1 � t /dt


R "
0
f n.1C  t/ dt

⩽ 1


;

由 ˇ > 1 >  > 0的任意性即得 lim
n!1

R 1
0
f n.t/dtR C1

1
f n.t/dt

D 1从而结论得证. 解法 2

∵ .1C nC
n2

nŠ
C � � � C

nn

nŠ
/ D en �

Z n

0

et
.n � t /n

nŠ
dt n�tDx

HHHHHH en � en
Z n

0

xne�x

nŠ
dx
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两边除以 en

∴ an D 1 �

Z n

0

xne�x

nŠ
dx

下面求 lim
n!1

Z n

0

xne�x

nŠ
dx

令 � D n� 1
2 Cz ; 0 < " <

1

6

∵
Z n

0

xne�x

nŠ
dx xDn.zC1/

HHHHHHHH

Z 0

�1

e�n.zC1/.z C 1/nnnC1

nŠ
dz

D n
nn

nŠen

Z 0

�1

e�nz.z C 1/ndz

D

r
n

2�
Œ1C o.

1

n
/�

Z 0

�1

Œe�z.z C 1/�ndz

D

r
n

2�
Œ1C o.

1

n
/�Œ

Z �

�1

Œe�z.z C 1/�ndz C

Z 0

��

Œe�z.1C z/�ndz�

D I1 C I2

设 f .z/ D e�z.1C z/; .z � 0/; f 0.z/ D �e�z
� z � 0

∴
Z �

�1

Œe�z.1C z/�ndz < .1 � �/Œe��.1 � �/�n < Œe��.1 � �/�n

∴ I1 D o.
p
ne� 1

2n
2z

/

下面考虑 I2

∵ e�z.1C z/ D e�zCln.zC1/
D e

� z2

2 C z3

3 � z4

4.1C�.z//4 .0 < �.z/ < 1/

I2 D

r
n

2�
Œ1C o.n�1C4z/�

Z 0

��

e�n.x2

2 � z2

3 /dz

D

r
n

2�
Œ1C o.n�1C4z/�

Z 0

��

e�n z2

2 .1C n
z3

3
/dz

D
1

p
2�

Z 0

�nz

e�
y2

2 dy.1C
y3

3
p
n
/dy

∴ lim
n!1

an D 1 � lim
n!1

Z n

0

xne�x

nŠ
dx

D 1 � . lim
n!1

.I1 C I2//

D 1 � lim
n!1

1
p
2�

Z 0

�nz

e�
y2

2 dy.1C
y3

3
p
n
/dy

D 1 �
1

p
2�

Z 0

�1

e�
y2

2 dy � lim
n!1

1

2
p
�n

Z 0

�1

y3

3
e�

y2

2 dy

D 1 �
1

2
� lim
n!1

1

2
p
n�
.�
2

3
/

D
1

2

从这个解答也可以看出

.1C nC
n2

2Š
C � � � C

nn

nŠ
/

D en � en
Z n

0

xn

nŠ
e�xdx

D
1

nŠ

Z n

0

.x C n/ne�xdx
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D
nn

nŠ

Z n

0

.1C
x

n
/ne�xdx �

nn

nŠ

r
n�

2

解法 3考虑 Taylor公式的积分形式,有

en D 1C nC
n2

2Š
C � � � C

nn

nŠ
C
1

nŠ

Z n

0

ex.n � x/ndx

1C nC
n2

2Š
C � � � C

nn

nŠ
D en �

Z n

0

et .n � t /n dt

令.n � t D x/ D en � en
Z n

0

xn

nŠ
e�xdx

注意到.

Z C1

0

xn

nŠ
e�xdx D 1/ D en.

Z C1

0

xn

nŠ
e�xdx �

Z n

0

xn

nŠ
e�xdx/

D en
Z C1

n

xn

nŠ
e�xdx

D
1

nŠ

Z C1

n

xnen�xdx

令.n � x D �t / D
1

nŠ

Z C1

0

.nC t/ne�t dt

D
nn

nŠ

Z C1

0

.1C
x

n
/ne�xdx

由 Striling公式得
nn

nŠ

Z C1

0

.1C
x

n
/ne�xdx �

nn

nŠ

r
n�

2

nŠ � nne�n
p
2n�

所以

lim
n!C1

1C nC
n2

2Š
C � � � C

nn

nŠ

en
D lim
n!C1

nn

nŠ

R C1

0
.1C

x
n
/ne�xdx

en

D lim
n!C1

nn

nŠ

q
n�
2

en

D lim
n!C1

nn

nne�n
p
2n�

q
n�
2

en

D
1

2

证明:
nn

nŠ

Z 1

0

�
1C

x

n

�n
e�x dx �

nn

nŠ

r
n�

2

因为 �
1C

x

n

�n
e�x

D e
� x2

2n C x3

3n2 Co.x3

n3 /

所以 Z 1

0

.1C
x

n
/
n

e�x dx D

Z 1

0

e
� x2

2n C x3

3n2 Co.x3

n3 / dx D
p
2n

Z n

0

e�t2e
o. 1p

n
/ dt �

p
2n

p
�

2

下面考察

nn

nŠ

Z 1

1

�
1C

x

n

�n
e�x dx D

nnC1

nŠ

Z 1

n

.1C x/ne�nx dx < nnC1

nŠ
e� n2

2

Z 1

n

.1C x/ne�nx=2 dx

因为

ln.nnC1e� n2

2 / D .nC 1/ lnn �
n2

2
D n2

�
.1C

1

n
/
lnn
n

�
1

2

�
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所以 lim
n!1

nnC1e� n2

2 D 0,且由 e
nx
2 >

�
nx
2

�nC2

.nC 2/Š
) e� nx

2 <
.nC 2/Š

.nx
2
/
nC2

)
nnC1

nŠ
e� n2

2

Z 1

n

.1C x/ne�nx=2 dx < nnC1e� n2

2 .nC 1/.nC 2/

.n
2
/
nC2

Z 1

n

�
1C

1

x

�n
1

x2
dx

所以

lim
n!1

.nC 1/.nC 2/�
n
2

�nC2
D 0: lim

n!1

Z 1

n

�
1C

1

x

�n
1

x2
dx D 0:

所以

lim
n!1

nnC1

nŠ
e� n2

2

Z 1

n

.1C x/ne�nx=2 dx D 0

所以
nn

nŠ

Z 1

0

�
1C

x

n

�n
e�x dx �

nn

nŠ

r
n�

2

解法 4考虑中心极限定理
我们来证一个一般性的结论设 x1; x2; � � � 为相互独立且服从参数 � 的普阿松分布 P.xi D k/ D

1

kŠ
e��

∴
nX
iD1

xi 服从参数 n�的普阿松分布,即 P

 
nX
iD1

xi D k

!
D
.n�/

kŠ
e�n� 因为

E.

nX
iD1

xi / D n�; var.
nX
iD1

xi / D n�

由中心极限定理对任意的 x有

lim
n!1

0BB@
nP
iD1

xi � n�

p
n�

< x

1CCA D
1

p
2�

Z x

�1

e� t2

2 dt

因为

P

0BB@
nP
iD1

xi � n�

p
n�

< x

1CCA D P

 
nX
iD1

xi < n�C x
p
n�

!
D

Œn�Cx
p
n��X

kD0

.n�/k

kŠ
e�n�

所以

lim
n!1

e�n�

Œn�Cx
p
n��X

kD0

.n�/k

kŠ
e�n�

D
1

p
2�

Z x

�1

e� t2

2 dt

所以取 x D 0; � D 1即得到: lim
n!1

e�n

nX
kD0

nk

kŠ
D
1

2

� 练习 4.23设 an D

nP
iD0

ni

iŠ

en
,我们来计算 lim

n!1
an

解因为�
1C nC

n2

2Š
C � � � � � � C

nn

nŠ

�
D en �

Z n

0

.n � t/n

nŠ
et dt n�tDx

D en � en
Z n

0

xne�x

nŠ
dx

两边除以 en

) an D 1 �

Z n

0

xne�x

nŠ
dx; 即求 lim

n!1

Z n

0

xne�x

nŠ
dx就好
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先令 �Dn� 1
2 C"; 0 < " <

1

6
:

因为 Z n

0

xne�x

nŠ
dx xDn.zC1/

HHHHHHHH

Z 0

�1

e�n.zC1/.z C 1/nnnC1

nŠ
dz

D n
nn

nŠen

Z 0

�1

e�nz.z C 1/ndz

D

r
n

2�

�
1C o.

1

n
/

� Z 0

�1

Œe�z.1Cz/�ndz

D

r
n

2�

�
1C o.

1

n
/

� �Z �

�1

Œe�z.1Cz/�ndz C

Z 0

��

Œe�z .1C z/�
n
dz

�
D I1 C I2

设 f .z/ D e�z.1C z/; .z � 0/:f 0.z/ D �e�zz � 0:

所以 Z �

�1

Œe�z.1Cz/�ndz < .1 � �/Œe��.1 � �/�n < Œe��.1 � �/�
n

所以 I1 D o.
p
ne� 1

2n
2"

/

再来考虑 I2; e
�z.1C z/ D e�zCln.zC1/

D e
� z2

2 C z3

3 � z4

4.1C�.z//4 ; 0 < �.z/ < 1

所以

I2 D

r
n

2�

�
1C o.n�1C4"/

� Z 0

��

e�n.x2

2 � z3

3 /dz

D

r
n

2�

�
1C o.n�1C4"/

� Z 0

��

e�n z2

2 .1C n
z3

3
/dz

D
1

p
2�

Z 0

�n"

e�
y2

2 dy
�
1C

y3

3
p
n

�
dy

所以

lim
n!1

an D 1 � lim
n!1

Z n

0

xne�x

nŠ
dx D 1 �

�
lim
n!1

.I1 C I2/
�

D 1 � lim
n!1

1
p
2�

Z 0

�n"

e�
y2

2 dy
�
1C

y3

3
p
n

�
dy

所以

lim
n!1

an D 1 � lim
n!1

Z n

0

xne�x

nŠ
dx D 1 �

�
lim
n!1

.I1 C I2/
�

D 1 � lim
n!1

1
p
2�

Z 0

�n"

e�
y2

2 dy
�
1C

y3

3
p
n

�
dy

D 1 �
1

p
2�

Z 0

�1

e�
y2

2 dy � lim
n!1

1

2
p
�n

Z 0

�1

y3

3
e�

y2

2 dy

D 1 �
1

2
� lim
n!1

1

2
p
�n

�

�
�
2

3

�
D
1

2

得证,从这个解答也可以看出�
1CnC

n2

2Š
C � � � � � � C

nn

nŠ

�
D en � en

Z n

0

xn

nŠ
e�x

D
1

nŠ

Z 1

0

.x C n/ne�x dx

D
nn

nŠ

Z 1

0

�
1C

x

n

�n
e�x dx

�
nn

nŠ

r
n�

2
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� 练习 4.24求证

lim
n!1

p
n

�
e�n

nX
kD0

nk

kŠ
�
1

2

�
D

2

3
p
2�

解 (by逆逆)可以证明

e�n

�
1C nC

n2

2Š
C � � � C

nn

nŠ

�
D

1

nŠ

Z C1

n

tne�t dt D
nn

nŠen

Z C1

0

�
1C

t

n

�n
e�t dt

D
nnC 1

2

nŠen

Z C1

0

�
1C

t
p
n

�n
e�

p
nt dt

考虑函数列

fn.t/ D
p
n

��
1C

t
p
n

�n
e�

p
nt

� e� t2

2

�
�.0;

p
n/.t/

根据 log.1C x/ D x �
t2

2
C
t3

3
CO.x4/可得

fn.t/ D
p
ne� t2

2

�
e

t3

3
p

n
CO. t4

n / � 1

�
�.0;

p
n/.t/ ! f .t/ D

t3

3
e� t2

2

再根据 log.1C x/ ⩽ x �
t2

2
C
t3

3
,以及 ex � 1 ⩽ xex 可得

fn.t/ ⩽
p
ne� t2

2

�
e

t3

3
p

n � 1

�
�.0;

p
n/.t/

⩽ t3

3
e� t2

2 e
t3

3
p

n�.0;
p
n/.t/ ⩽ g.t/ D

t3

3
e� t2

2

根据控制收敛定理可得Z p
n

0

p
n

��
1C

t
p
n

�n
e�

p
nt

� e� t2

2

�
dt D

Z C1

0

fn.t/ dt !

Z 1

0

f .t/dt D
2

3
:

另一方面,存在 c > 0使得 x ⩾ 1时 log.1C x/ ⩽ .1 � c/x,于是有Z C1

p
n

�
1C

t
p
n

�n
e�

p
nt dt ⩽

Z C1

p
n

e�c
p
nt dt D

e�cn

c
p
n
:

根据 Z C1

p
n

e� t2

2 dt ⩽
Z C1

p
n

e� 1
2

p
nt dt D

2e� n
2

p
n

可以得到估计式 Z C1

0

�
1C

t
p
n

�n
e�

p
nt dt D

1

2

p
2� C

�
2

3
C o.1/

�
1

p
n

因此根据 Stirling公式 nŠ D
p
2�n

�n
e

�n �
1CO. 1

n
/
�
可得

e�n

�
1C nC

n2

2Š
C � � � C

nn

nŠ

�
D
1

2
C

2

3
p
2�n

C o
� 1

p
n

�
� 练习 4.25求证

lim
n!1

n

 
2

3
p
2�

�
p
n

�
e�n

nX
kD0

nk

kŠ
�
1

2

�!
D

23

270
p
2�

解 (by ytdwdw)可以证明:
p
s

Z C1

0

.1C x/se�sx dx D
1

p
s

C

mX
kD0

ak�.
kC1
2
/

s
k
2

C o
� 1

s
m
2

�
; .s ! C1/:

p
s

Z C1

�1

.1C x/se�sx dx D

mX
kD0

2ak�.k C
1
2
/

sk
C o

� 1
sm

�
; .s ! C1/:
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其中

a0 D
1

2

p
2; a1 D �

1

3
;

a2 D
1

12

p
2; a3 D �

4

135
;

a4 D
1

432

p
2; a5 D

4

2835
;

a6 D �
139

194400

p
2; a7 D

8

25515
;

a8 D �
571

32659200

p
2; a9 D �

1124

37889775
;

a10 D
163879

12345177600

p
2; a11 D �

41768

7388506125
;

并由此得到 (用到 a0; a1; � � � ; a5)R C1

s
.1C x/se�sx dxR C1

0
.1C x/se�sx dx

D
1

2
C

2

3
p
2s

�
23

270
p
2�s3

C
23

3024
p
2�s5

C o.s
5
2 /; .s ! C1/

4.4 函数的单调性与曲线的凹凸性

例4.69证明 x2 C 3x3 C 7x4 � 5x6 � 8x7 D 0有且仅有一个正实根.

解 [4]我们只需证明

F.x/ �
x2 C 3x2 C 7x4 � 5x6 � 8x7

x4
D x�2

C 3x�1
C 7 � 5x2 � 8x3

在 .0;C1/内有且只要一个零点.
由于 F.0C/ D C1,而 F.C1/ D �1,因此, F.x/在 .0;C1/内至少有一个零点. 另一方面,

F 0.x/ D �2x�3
� 3x�2

� 10x � 24x2 < 0; 8x > 0:

因此, F.x/在 .0;C1/内严格单减. 从而 F.x/在 .0;C1/内至多只要一个零点.

例4.70试证: 当 0 < x <
�

2
时, tan x > x C

x3

3
C

2

15
x5 C

1

63
x7

解令 f .x/ D tan x �

�
x C

x3

3
C

2

15
x5 C

1

63
x7
�

,则 f .0/ D 0,

f 0.x/ D sec2 x �

�
1C x2 C

2

3
x4 C

1

9
x6
�

D tan2 x �

�
1C

2

3
x2 C

1

9
x4
�
x2

D tan2 x �

�
1C

1

3
x2
�2
x2

平方差公式
HHHHHHHH

�
tan x �

�
x C

1

3
x3
���

tan x C

�
x C

1

3
x3
��

当 0 < x <
�

2
时,上式第二个括号内显然为正. 记 g.x/ D tan x � x �

1

3
x3. 则有

g0.x/ D sec2 x � 1 � x2 D tan2 �x2

平方差公式
HHHHHHHH .tan x � x/.tan x C x/ > 0; 8x 2

�
0;
�

2

�
又 g.0/ D 0,因此 g.x/ > 0

�
0 < x <

�

2

�
. 所以 f 0.x/ > 0. 又因 f .0/ D 0,所以 f .x/ > 0

�
0 < x <

�

2

�
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例4.71设 0 < x < 1,证明: .1C x/
1
x

�
1C

1

x

�x
< 4

证明 (by Hansschwarzkopf)两边取对数得

.1C x/
1
x

�
1C

1

x

�x
< 4 ()

ln.1C x/

x
C x ln

�
1C

1

x

�
< ln 4

令 f .x/ D
ln.1C x/

x
C x ln

�
1C

1

x

�
,则

f 0.x/ D
1

x
�

2

x C 1
�

ln.1C x/

x2
C ln

�
1C

1

x

�

f 00.x/ D
2 ln.1C x/

x3
�

4x2 C 2x

x2.1C x/2
D

2

x3

 
ln.1C x/ �

2x2 C x

.1C x/2

!
:

令 g.x/ D ln.1C x/ �
2x2 C x

.1C x/2
,则 g0.x/ D

x2 � x

.1C x/3
D
x.x � 1/

.1C x/3
< 0 ; 8x 2 .0; 1/,故

g.x/ < g.0/ D 0 ; 8x 2 .0; 1/:

因此 f 00.x/ < 0 ; 8x 2 .0; 1/. 进一步有

f .x/ < f .1/C f 0.1/.x � 1/ D f .1/ D ln 4 ; 8x 2 .0; 1/:

从而 �
1C

1

x

�x
.1C x/

1
x D ef .x/ < 4 ; 8x 2 .0; 1/ :

例4.72证明: 当 n ⩾ 2时成立不等式:

3

4
⩽
�
1

n

� 1
n�1

C

�
1

n

� n
n�1

< 1

证明 (by MSE5)当 n ⩾ 2时,

�
1

n

� 1
n�1

C

�
1

n

� n
n�1

D
nC 1

nn=.n�1/
D eu.n/;

8x > 1, u.x/ D log.x C 1/ �
x

x � 1
log x. 则

u0.x/ D
1

.x � 1/2

�
log.x/ � 2

x � 1

x C 1

�
;

令 v.x/ D log.x/ � 2
x � 1

x C 1
,则

v0.x/ D
1

x
�

4

.x C 1/2
D

.x � 1/2

x.x C 1/2
:

则当 x > 0 时, v0.x/ > 0 ) v.x/ " ) v.x/ ⩾ v.1/ D 0 ) 8x > 1; u0.x/ > 0 ) u.x/ ". 从而,
log 3 � 2 log 2 D u.2/ ⩽ u.n/ ⩽ u.C1/,

u.C1/ D lim
x!C1

u.x/ D lim
x!C1

�
log

�
1C

1

x

�
�

log x
x � 1

�
D 0

从而,当 n ⩾ 2时,
3

4
D eu.2/ ⩽

�
1

n

� 1
n�1

C

�
1

n

� n
n�1

< eu.C1/
D 1:

� 练习 4.26设 0 < x <
�

2
证明：

4

�2
<

1

x2
�

1

tan2 x
<
2

3
.

5How prove this inequality 3
4
⩽
�

1
n

� 1
n�1 C

�
1
n

� n
n�1 < 1

https://math.stackexchange.com/questions/532059/how-prove-this-inequality-frac34-le-left-frac1n-right-frac1n-1
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证明 设 f .x/ D
1

x2
�

1

tan2 x

�
0 < x <

�

2

�
,则

f 0.x/ D �
2

x3
C
2 cos x
sin3 x

D
2.x3 cos x � sin3 x/

x3 sin3 x
(4.13)

令 '.x/ D
sin x

3
p

cos x
� x

�
0 < x <

�

2

�
,则

'0.x/ D
cos 4

3 x C
1
3 cos� 2

3 x sin2 x

cos 2
3 x

� 1

D
2

3
cos

2
3 x C

1

3
cos� 4

3 x � 1

由均值不等式,得

2

3
cos

2
3 x C

1

3
cos� 4

3 x D
1

3

�
cos

2
3 x C cos

2
3 x C cos� 3

4 x
�

>
3

q
cos 2

3 x C cos 2
3 x C cos� 3

4 x D 1

所以当 0 < x <
�

2
时, '0.x/ > 0,从而 '.x/单调递增，又 '.0/ D 0,因此 '.x/ > 0,即

x3 cos x � sin3 x < 0

由 .4:13/式得 f 0.x/<0从而 f .x/在区间
�
0;
�

2

�
单调递减,由于

lim
x! �

2
�
f .x/ D lim

x! �
2

�

�
1

x2
�

1

tan2 x

�
D

4

�2

lim
x!0C

f .x/ D lim
x!0C

�
1

x2
�

1

tan2 x

�
D lim
x!0C

tan2 x � x2

x2 tan2 x

D lim
x!0C

tan x C x

x
� lim
x!0C

tan x � x

x tan2 x

D 2 � lim
x!0C

1
3x
3

x3
D
2

3

所以 0 < x <
�

2
时,有

4

�2
<

1

x2
�

1

tan2 x
<
2

3

例4.73设 x 2 .0; �
2
/. 证明:

1

sin2 x
�
1

x2
< 1 �

4

�2
.

证明 (by ytdwdw)6定义

f .x/ D
1

sin2 x
�
1

x2
�

�
1 �

4

�2

�
; x 2

�
0;
�

2

i
则

f 0.x/ D �
2 cos x
sin3 x

C
2

x3
D

2

sin3 x

 
sin3 x
x3

� cos x
!

考虑

g.x/ D ln sin x
x

�
1

3
ln cos x; x 2

�
0;
�

2

�
则 g.0C/ D 0,

g0.x/ D
1

tan x
�
1

x
C
1

3
tan x D �

1

x tan x

�
tan x � x �

1

3
x tan2 x

�
6《数学分析高等数学例题选解 V6》P56
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再考虑

h.x/ D tan x � x �
1

3
x tan2 x; x 2

�
0;
�

2

�
则 h.0/ D 0,

h0.x/ D sec2 x � 1 �
1

3
tan2 x �

2

3
x tan x sec2 x

D
2

3
tan x sec2 x.sin x cos x � x/

< 0; x 2

�
0;
�

2

�
由此依次得到在 .0; �2 /内, h.x/ < h.0/ D 0, g0.x/ > 0, g.x/ > g.0/ D 0, f 0.x/ > 0, f .x/ < f .�2 / D 0.
顺便证明了几个不等式

x3 cos x < sin3 x; x 2

�
0;
�

2

i
x3 < tan x sin2 x; x 2

�
0;
�

2

�
例4.74设 a > b > 1. 证明：ab

a

> ba
b

证明 (by Hansschwarzkopf)
1)若 ba > ab ,则

ab
a

> bb
a

> ba
b

:

2)若 ba � ab ,则
ln a
ln b �

a

b
. 注意到 f .x/ D

ln x
x � 1

在 .1;C1/上为严格减函数,

从而
ln b
b � 1

>
ln a
a � 1

,即
a

b
>
ab

ba
. 因此

ln a
ln b �

a

b
>
ab

ba
:

即

ab
a

> ba
b

:

例4.75证明:
a � b

p
1C a2

p
1C b2

< arctan a � arctan b < a � b,其中 0 < b < a

证明 设 f .x/ D arctan x. 则 f 在 Œb; a�上连续可导, f 0
D

1

1C x2
.

由拉格朗日 (Lagrange)中值定理, 9�.b; a/, s.t

arctan a � arctan b D
1

1C �2
.a � b/ < a � b

为证明另一半不等式. 令 a D tan˛, b D tanˇ,则

a � b
p
1C a2

p
1C b2

< arctan a � arctan b ()
tan˛ � tanˇ

sec˛ secˇ
< ˛ � ˇ

() sin˛ cosˇ � sinˇ cos˛ < ˛ � ˇ () sin.˛ � ˇ/ < ˛ � ˇ

sin.˛ � ˇ/ < ˛ � ˇ当 0 < ˛ � ˇ <
�

2
成立

或者,令 F.x/ D arctan x � arctan b �
x � b

p
1C x2

p
1C b2

,则

F 0.x/ D
1

1C x2
�

1
p
1C b2

p
1C x2 �

x2�bxp
1Cx2

1C x2

D
1

1C x2

�
1 �

bx C 1
p
1C b2

p
1C x2

�
> 0

F.x/单调增,由 a > b得

arctan a � arctan b �
a � b

p
1C a2

p
1C b2

D F.a/ � F.b/ D 0:
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由此得 arctan a � arctan b > a � b
p
1C a2

p
1C b2

例4.76设 a; b; c; d 是 4个不等于 1的正数,满足 abcd D 1,问 a2010 C b2010 C c2010 C d2010 和

a2011 C b2011 C c2011 C d2011 哪个数大？为什么？

解

f .x/ D ax C bx C cx C dx.x > 0/

则有

f 0.x/ D ax ln aC bx ln b C cx ln c C dx ln d

且有 f 0.0/ D 0.二阶导数

f 00.x/ D ax ln2 aC bx ln2 b C cx ln2 c C dx ln2 d > 0

故有 f 0.x/ > 0; x > 0:f .x/严格单调递增,故

f .2010/ < f .2011/

本题的推广

设 ai > 0; p > q; p; q 2 R若 a1a2 � � � an D 1,则
nX
iD1

a
p
i �

nX
iD1

a
q
i .

例4.77 (CMC, 2015)设

f .x/ D

�
x sin 1

x
; x ¤ 0

0; x D 0

求最大常数 ˛满足

sup
x¤y

jf .x/ � f .y/j

jx � yj˛
< C1

解 ˛的最大值为
1

2
. 若 ˛ >

1

2
,取 xn D .n�/�1; yn D

�
.nC

1
2
/�
��1. 则

jf .xn/ � f .yn/j

jxn � ynj˛
D 2˛�˛�1n2˛�1

�
1C

1

2n

�˛�1

! 1

下证 sup
x¤y

jf .x/ � f .y/j

jx � yj
1
2

< C1. 由于 f .x/为偶函数,不妨设 0 ⩽ x < y. 令

z D supfu � yjf .u/ D f .x/g

则 z�1 ⩽ y�1C2� .

jf .x/ � f .y/j D jf .z/ � f .y/j

�

Z y

z

ˇ̌
f 0.t/

ˇ̌
dt � jy � zj

1
2

�Z y

z

f 0.t/2 dt
� 1

2

� jx � yj
1
2

 Z y

z

�
sin 1

t
�
1

t
cos 1

t

�2
dt
! 1

2

� jx � yj
1
2

 Z y�1C2�

y�1

4ds
! 1

2

D
p
8�jx � yj

1
2

推广7: 对任意 x; y > 0,均有 ˇ̌̌̌
x sin 1

x
� y sin 1

y

ˇ̌̌̌
⩽
p
2jx � yj

7Note on the hölder norm estimate of the function, Jiaqiang Mei, Haifeng Xu,2014.

https://arxiv.org/pdf/1407.6871.pdf
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例4.78证明: 当 x ⩾ 1时成立不等式:

.x C 1/
1

xC1 C x� 1
x > 2

解 (by逆逆)原命题等价于: 当 x ⩾ 1时成立

e
ln.xC1/

xC1 C e� ln x
x > 2

令 f .x/ D
ln x
x

,易得 f .x/在 .0; e/ ",在 .e;C1/ #. 且 f .x/ ⩽ f .e/ D
1

e
.

当 1 ⩽ x ⩽ 6,有
f .1C x/ ⩾ minf .2/; f .7/ D f .7/

ef .1Cx/
C e�f .x/ ⩾ ef .7/ C e� 1

e � 1:32047C 0:692201 � 2:01267 > 2

当 6 ⩽ x ⩽ 9,有

ef .1Cx/
C e�f .x/ ⩾ ef .10/ C e�f .6/

� 1:25893C 0:741836 � 2:00076 > 2

当 x ⩾ 9,由泰勒公式我们有

ef .1Cx/
C e�f .x/ > 1C f .1C x/C

1

2
f 2.1C x/C 1 � f .x/ > 2

即得
1

2

� ln.1C x/

1C x

�2
C

ln.1C x/

1C x
>

ln x
x

1

2

ln2.1C x/

1C x
C ln

�
1C

1

x

�
>

ln x
x

1

2

ln.1C x/

1C x
>
1

x
H) ln.1C x/ > 2

�
1C

1

x

�
ln.1C x/ � 2

�
1C

1

x

�
⩾ ln 10 � 2

�
1C

1

9

�
� 0:0803629 > 0

� 练习 4.27某产品的需求函数和总成本函数分别为 p D 40� 4q和 C.q/ D 2q2 C 4q C 10，政府对

产品以税率 t 征税，求：

(1) 厂方以税率 t 纳税后，获得最大利润时产品的产量和单价，以及征税收益．

(2) t D 12和 t D 30时，分别求厂方获得最大利润时产品的产量和单价，以及征税收益．

(3) 税率 t 为多少时，征税收益最大？此时产品的产量和单价为多少？

解 纳税后的利润函数

Lt .q/ D R.q/ � C.q/ � tq D 36q � 6q2 � 10 � tq; L0.q/ D 36 � 12q � t D 0;

得唯一驻点 q D
36 � t

12
，又 L00.q/ D �12 < 0，所以 qt D q D

36 � t

12
是最大值点，此时

pt D 40 � 4qt D 28C
t

3
;

因此，以税率 t 纳税时，当产量 qt D
36 � t

12
，单价 pt D 28C

t

3
时，厂方获得最大利润，此时征

税收益 T D tqt D
36t � t2

12
．

(2) 把 t D 12代入上述各值，得

q12 D
36 � 12

12
D 2; p12 D 28C

12

3
D 32; T D 12 � 2 D 24;

再把 t D 30代入，得

q30 D
36 � 30

12
D
1

2
; p30 D 28C

30

3
D 38; T D 30 �

1

2
D 15;

(3)由征税收益

T D
36t � t2

12
; T 0

D
18 � t

6
D 0; T 00

D �
1

6
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得唯一驻点 t D 18，又 T 00.18/ < 0，所以 t D 18为最大值点．因此，当税率 t D 18时，征税收

益最大，此时

q18 D
36 � 18

12
D
3

2
; p18 D 40 � 4q18 D 40 � 4 �

3

2
D 34;

征税收益

T D 18 �
3

2
D 27;

因此，当税率 t D 18时，征税收益最大为 27，此时产品产出量为 1.5，单价为 34.

定理 4.13

~

设 f .x/与 g.x/在 Œa;C1�上 n阶可导,且

f .k/.a/ D g.k/.a/ .k D 0; 1; 2; � � � ; n � 1/ ; f .n/.x/ > g.n/.x/ .x > a/

则当 x > a时有 f .x/ > g.x/

证明 令 F.x/ D f .x/ � g.x/ ; x ⩾ a. 则

F .k/.x/ D f .k/.x/ � g.k/.x/ .k D 0; 1; 2; � � � ; n/

由 f .k/.a/ D g.k/.a/ .k D 0; 1; 2; � � � ; n � 1/及 F.x/在 x D a点的 n � 1阶泰勒公式得

F.x/ D
F .n/.�/

nŠ
.x � a/n .a < � < x/

因为 F .n/.�/ D f .n/.�/ � g.n/.�/ > 0,所以 F.x/ > 0. 即 f .x/ > g.x/

例4.79证明不等式:
� sin x

x

�3
⩾ cos x ;

�
0 < jxj <

�

2

�
解 � sin x

x

�3
⩾ cos x ;

�
0 < jxj <

�

2

�
() sin3 x � .cos x/�1 ⩾ x3 ;

�
0 < jxj <

�

2

�
记 f .x/ D sin3 x � .cos x/�1, g.x/ D x3,则

f 0.x/ D 2 sin2 x C .cos x/�2 � 1 ; g0.x/ D 3x2 H) f 0.0/ D g0.0/ D 0:

f 00.x/ D 4 sin x cos x C 2.cos x/�3 sin x ; g0.x/ D 6x H) f 00.0/ D g00.0/ D 0:

f 000.x/ D 4 cos 2x � 6.cos x/�4 sin x C 2.cos x/�2 ; g0.x/ D 6 H) f 000.0/ D g000.0/ D 6:

f .4/.x/ D
�
24.cos x/�5 � 8.cos x/�3 � 16 cos x

�
sin x ; g.4/.0/ D 6:

当 0 < jxj <
�

2
时, 0 < cos x < 1,则

.cos x/�5 > .cos x/�3 > cos x ; f .4/.x/ > 0 D g.4/.x/:

故 f .x/ > g.x/
�
0 < x <

�

2

�
,即有

� sin x
x

�3
⩾ cos x

由于不等式两边都是偶函数,所以当 0 < jxj <
�

2
时不等式仍成立.

例4.80一个可微函数 f .x/,使得 f 0.x0/ > 0,但 f .x/在点 x0的任何领域内都不是单调的

解

f .x/ D

8<:
x

2
C x2 sin 1

x
; x ¤ 0

0 ; x D 0
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4.4.1 曲线的凹凸性与拐点

定义 4.1.凹函数

|

设函数 f 在区间 I 上定义. 若对每一对点 x1; x2 2 I , x1 ¤ x2 和每个 � 2 .0; 1/成立不等

式

f .�x1 C .1 � �/x2/ ⩾ �f .x1/C .1 � �/f .x2/; (4.14)

则称 f 为区间 I 上的凹函数.

例4.81设 f .x/在 .a; b/内有二阶导数,且 f 00.x/ > 0,证明:
1. 对于 a < x < x0 < y < b,存在 �.0 < � < 1/,使 x0 D �x C .1 � �/y;
2. 对于满足 0 < � < 1的 �,有

f .�x C .1 � �/y/ < �f .x/C .1 � �/f .y/

解 1. 令
y � x0

y � x
D �,则 0 < � < 1,且有

x0 D �x C .1 � �/y

2. 令 x0 D �x C .1 � �/y, 9�1 2 .x; x0/, �2 2 .x0; y/使得

f .x/ D f .x0/C f 0.x0/.x � x0/C
f 00.�1/

2Š
.x � x0/

2

f .y/ D f .x0/C f 0.x0/.y � x0/C
f 00.�2/

2Š
.y � x0/

2

由于 f 00.�1/ > 0; f
00.�2/ > 0, x ¤ x0; y ¤ y0,故有

f .x/ > f .x0/C f 0.x0/.x � x0/

f .y/ > f .x0/C f 0.x0/.y � x0/

因此有

�f .x/C .1 � �/f .y/ > �f .x0/C �f 0.x0/.x � x0/

C .1 � �/f .x0/C .1 � �/f 0.x0/.y � x0/

D f .x0/ � f 0.x0/
�
�x C .1 � �/y � x0

�
D f .x0/ D f .�x C .1 � �/y/

故得证

例4.82设函数 f .x/在 Œ0; 2�上具有连续二阶导数，且 f 00.x/ � 0，

证明：若对于 0 < a < b < aC b < 2，有 f .a/ � f .aC b/，则

af .a/C bf .b/

aC b
� f .aC b/:

证明 根据 f 00.x/ ⩽ 0,可知 f 在 Œ0; 2�上是凹函数. 故

f .b/ D f

�
b � a

b
.aC b/C

a

b
a

�
⩾ b � a

b
f .aC b/C

a

b
f .a/:

再根据条件 f .a/ ⩾ f .aC b/得到 f .b/ ⩾ f .aC b/. 因此

af .a/C bf .b/

aC b
D

a

aC b
f .a/C

b

aC b
f .b/

⩾ a

aC b
f .aC b/C

b

aC b
f .aC b/ D f .aC b/:



4.4 函数的单调性与曲线的凹凸性 –171/572–

例4.83求
100X
nD1

n� 1
2 的整数部分

解因为
1

p
n

D
2

2
p
n
<

2
p
nC

p
n � 1

D 2
�p
n �

p
n � 1

�
故

100X
nD1

n� 1
2 D 1C

100X
nD2

1
p
n

< 1C 2

100X
nD2

�p
n �

p
n � 1

�
D 1C 2.10 � 1/ D 19

又
1

p
n

D
2

2
p
n
>

2
p
nC

p
nC 1

D 2
�p
nC 1 �

p
n
�

故
100X
nD1

n� 1
2 > 2

100X
nD2

�p
nC 1 �

p
n
�

D 2.
p
101 � 1/ > 18

因此
100X
nD1

n� 1
2 的整数部分为 18

例4.84证明对于任何自然数 n,有

2

3
n
p
n <

nX
kD1

p
k <

4nC 3

6

p
n

证明 左边有

nX
kD1

p
k D

nX
kD1

Z k

k�1

p
k dx <

nX
kD1

Z k

k�1

p
x dx D

Z n

0

p
x dx D

2

3
n
p
n

右边,注意到 (凹凸性,面积法)
p
k C

p
k � 1 <

Z k

k�1

p
x dx

故

nX
kD1

p
k C

p
k � 1

2
D
1

2

nX
kD1

�p
k C

p
k � 1

�
D
1

2

�
2

nX
kD1

p
k �

p
n

�
D

nX
kD1

p
k �

p
n

2

<

nX
kD1

Z k

k�1

p
x dx D

2

3
n

p
n

于是
nX
kD1

p
k �

p
n

2
<
2

3
n
p
n H)

nX
kD1

p
k <

4nC 3

6

p
n

� 练习 4.28设 n � 1; a1; a2; � � � ; an > 0.求证
a1 C a2 C � � � C an

n
� n

p
a1a2 � � � an �

n � 1

n
max
i:j2R

.
p
ai �

p
aj /

2

解 (by tian27546)设

f .a1; a2; � � � ; an/ D
a1 C a2 C � � � C an

n
� n

p
a1a2 � � � an
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max
i
ai D b;min

i
ai D a

考虑任意 ai � aj 则有

f .a1; a2; � � � ; an/ � f .a1; a2; � � � ; ai C "; � � � ; aj � "; � � � ; an/

D n
p
a1a2 � � � an �

n

q
a1 � � � .ai C "/.aj � "/ � � � an

D n
p
a1a2 � � � an.

n

q
.ai C "/.aj � "/ � n

p
aiaj /

注意

aiaj � .ai C "/.aj � "/ D ".ai � aj /C "2 � 0

故

f .a1; a2; � � � ; an/ � f .a1; a2; � � � ; ai C "; � � � ; aj � "; � � � ; an/ � 0

如此下去, 我们只有当 ai 中有 k 个值为 a, 有 n � k � 1 个取 b, 还有一个是任意的, 不妨设是
ap D x > 0,故我们考虑

f .c/ D
kaC .n � k � 1/b C x

n
�

n
p
akbn�k�1x

显然有

f 00.x/ D
n
p
akbn�k�1 �

1

n

�
1 �

1

n

�
x

1

n
�2
> 0

故 f 是凸函数,那么只有当 x D b时取得最大.故我们只要证明
kaC .n � k/b

n
�

n
p
akbn�k �

n � 1

n
.a � 2

p
ab C b/

即等价证明

.n � 1 � k/C .k � 1/b C n
n
p
akbn�k � .2n � 2/

p
ab

这显然有 2n � 2元均值不等式有

aC� � � aCbC� � � bC
n
p
anbn�kC� � �C

n
p
anbn�k � .2n�2/

2n�2
p
an�1�kbk�1akbn�k D .2n�2/

p
ab

证毕!
按照同样方法我们可以得到下界:

n2 � 1

6
min
i;j
.
p
ai �

p
aj /

2
�
a1 C a2 C � � � C an

n
� n

p
a1a2 � � � an

例4.85单点二阶导数大于 0而不具有凹凸性的函数

解 (by向禹)

f .x/ D

Z x

0

t2 sin 1
t

dt C
x2

4

4.5 函数的极值与最大值最小值

定理 4.14.极值的第三充分条件

设 f .x/ 在点 x0 的某邻域内存在直到 n � 1 阶的导数, 且 f .n/.x0/ 存在. 若 f 0.x0/ D

f 00.x0/ D � � � D f .n�1/.x0/ D 0, f .n/.x0/ ¤ 0,则有

1. 当 n为偶数, x0为
�
极小值; 当f .n/.x0/ > 0

极大值; 当f .n/.x0/ < 0
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~2. 当 n为奇数, x0不是极值点

证明 由泰勒公式有

f .x/ D f .x0/C
f .n/.x0/

nŠ
.x � x0/

.n/
C o

�
.x � x0/

n
�

D f .x0/C �n.x/.x � x0/
n:

其中 �n.x/ D
f .n/.x0/

nŠ
C o.1/,它在某领域 U.x0I ı/内恒与 f .n/.x0/同号.

(i)当 n为偶数,而 f .n/.x0/ > 0时,有

�n.x/.x � x0/
n > 0; x 2 U.x0I ı/

故 f .x/ ⩾ f .x0/, x 2 U.x0I ı/,即 x0 是极小值点;
又当 f .n/.x0/ < 0时,有

�n.x/.x � x0/
n < 0; x 2 U.x0I ı/

故 f .x/ ⩽ f .x0/, x 2 U.x0I ı/,即 x0 是极大值点.
(ii)当 n为奇数时,有

.x � x0/
n

8<:< 0 ; x 2 .x0 � ı; x0/;

> 0 ; x 2 .x0; x0 C ı/:

从而 �n.x/.x � x0/
n 在 x0 左右两侧异号,这就说明 x0 不是极值点

例4.86设函数 f .x/满足方程
1

x
f 00.x/C 3xŒf 0.x/�2 D

�
1C

1

x

�
ln2.1C x/ � x,若 x0 > 0是 f .x/

的一个驻点,能否确定 x0是 f .x/的极值点? 若是,说明是极大值点还是极小值点.

解由所给方程和 f 0.x0/ D 0知

f 00.x0/ D .1C x0/ ln2.1C x0/ � x20 :

下面证明 f 00.x0/ < 0: 记 '.x/ D .1C x/ ln2.1C x/ � x2,因为

'0.x/ D ln2.1C x/C 2 ln.1C x/ � 2x ; '00.x/ D
2

1C x
Œln.1C x/ � x�

当 x > 0时,由 ln.1C x/ < x,知 '00.x/ < 0,所以 '0.x/单调减少,又 '0.0/ D 0,得 '0.x/ < 0,故
'.x/在 x > 0单调减少,又 '.0/ D 0,所以 '.x/ < 0.
根据上面的判断可知, f .x/在 x0取得极大值

例4.87求函数

f .x/ D

�
1C x C

x2

2Š
C � � � C

xn

nŠ

�
e�x

的极值,其中 n为正整数

解 f .x/ D e�x

nX
kD0

xk

kŠ
,

f 0.x/ D �e�x

nX
kD0

xk

kŠ
C e�x

nX
kD1

xk�1

.k � 1/Š

D e�x

 
�

nX
kD0

xk

kŠ
C

n�1X
kD0

xk

kŠ

!
D �

xn

nŠ
e�x

令 f 0.x/ D 0,可解得唯一驻点 x D 0. 当 n为奇数时,

f 0.x/ D

�
> 0 ; x < 0

< 0 ; x > 0
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所以 f .x/在 x D 0取得极大值 f .0/ D 1;而当 n为偶数时, 8 x ¤ 0有 f 0.x/ < 0所以此时 f .x/

无极值

� 练习 4.29设 x > 0,证明
p
x C 1 �

p
x D

1

2
p
x C �.x/

,其中
1

4
< �.x/ <

1

2

解 (by蓝兔兔): 由题易得

�.x/ D
1

4.
p
1C x �

p
x/2

� x

D
1

4

�
2
p
x2 C x � 2x C 1

�
令 g.x/ D 2

p
x2 C x � 2x C 1,则有 g.0/ D 1因为

g0.x/ D
2x C 1

p
x2 C x

� 2 D
.
p
1C x �

p
x/2

p
x2 C x

⩾ 0

由此可知 g.x/ "

又 lim
x!0

g.x/ D g.0/ D 1以及 lim
x!C1

g.x/ D 1C 2 lim
x!C1

.
p
x2 C x � x/ D 2

所以 �.x/ D
1

4
g.x/ 2

�
1

4
;
1

2

�
解 (by Hilbert):由题

p
x C 1 �

p
x D

1
p
1C x C

p
x

D
1

2
p
x C �.x/

()
p
1C x C

p
x D 2

p
x C �.x/

故

�.x/ D

 p
1C x C

p
x

2

!2
� x D

 p
1C x C

p
x

2

!2
�
�p
x
�2

D
3
p
x C

p
1C x

2
�

p
1C x �

p
x

2

D

p
x C

p
1C x C 2

p
x

4
�p
x C

p
1C x

�
D
1

4
C
1

2
�

p
x

p
x C

p
1C x

D
1

4
C
1

2
�

1

1C

q
1C

1
x

显然 �.x/ ",且 lim
x!0C

�.x/ D
1

4
以及 lim

x!C1
�.x/ D

1

2

故 �.x/ 2

�
1

4
;
1

2

�

4.6 Lagrange差值公式

� 练习 4.30求
nX
kD0

.�1/n�k

�
n

k

�
knC1

解设

f .x/ D xnC1
� x.x � 1/.x � 2/ � � � .x � n/

由插值公式我们有

f .x/ D

nX
kD0

0@Y
j¤k

.x � j /

k � j

1Af .k/
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比较两边 xn系数:

1C 2C � � � C n D

nX
kD0

0@Y
j¤k

knC1

k � j

1A
化简得

nX
kD0

.�1/n�k

�
n

k

�
knC1

D
n.nC 1/Š

2

例4.88 设 f .x/在 Œa; b�上具有三阶导数,则在 .a; b/内至少存在一点 �,使得

f .b/ D f .a/C .b � a/f 0
�aC b

2

�
C
f 000.�/

24
.b � a/3:

解根据 n给函数点的已知条件构造 n � 1次多项式函数,由题目中函数特征 f .a/, f .b/, f 0
�
.a C

b/=2
�
,再考虑 f

�
.aCb/=2

�
,则四个点特征可以构造三次多项式函数P3.x/. 令P3.x/ D a0Ca1xC

a2x
2

C a3x
3,该函数满足

P3.a/ D f .a/ ; P3.b/ D f .b/

P3

�aC b

2

�
D f

�aC b

2

�
; P 0

3

�aC b

2

�
D f 0

�aC b

2

�
:

令 '.x/ D f .x/ � P3.x/,则函数在 Œa; b�上具有三阶连续导数,并且满足

'.a/ D '.b/ D '
�aC b

2

�
D 0 ; '0

�aC b

2

�
D 0

应用 Rolle定理可以得到三个 '0.x/存在三个零点,再两次应用 Rolle定理,则可知存在 � 2 .a; b/,
使得 '000.�/ D 0即

f 000.�/ � P3.�/ D f 000.�/ � 6a3 D 0

下面计算

a3 D
4

.b � a/3

�
f .b/ � f .a/ � .b � a/f 0

�aC b

2

��
由多项式函数满足的四个条件,可得四个方程构成的关于 a0; a1; a2; a3的四元一次方程组8̂̂̂̂

ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

a0 C a1aC a2a
2

C a3a
3

D f .a/

a0 C a1b C a2b
2

C a3b
3

D f .b/

a0 C a1

�aC b

2

�
C a2

�aC b

2

�2
C a3

�aC b

2

�3
D f

�aC b

2

�
a1aC 2a2

�aC b

2

�
C 3a3

�aC b

2

�2
D f 0

�aC b

2

�
由这个方程组,即可计算得到

a3 D
4

.b � a/3

�
f .b/ � f .a/ � .b � a/f 0

�aC b

2

��
即存在 � 2 .a; b/,使得 f 000.�/ D 6a3,即

f 000.�/ D
24

.b � a/3

�
f .b/ � f .a/ � .b � a/f 0

�aC b

2

��
:
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4.7 函数的凹凸性

定理 4.15

~

设函数 f .x/在 Œa; b�上连续,在 .a; b/内具有一阶和二阶导数,那么
1. 如果在 .a; b/内 f 00.x/ > 0,那么函数 y D f .x/在 Œa; b�上的图形是凹的;
2. 如果在 .a; b/内 f 00.x/ < 0,那么函数 y D f .x/在 Œa; b�上的图形是凸的.

证明 先证情形 (1). 在 Œa; b�上任取两点 x1; x2,且 x1 < x2,记

x0 D
x1 C x2

2
:

由泰勒中值定理得:

f .x1/ D f .x0/C f 0.x0/.x1 � x0/C
f 00.�1/

2
.x1 � x0/

2; 其中 x1 < �1 < x0;

f .x2/ D f .x0/C f 0.x0/.x2 � x0/C
f 00.�2/

2
.x2 � x0/

2; 其中 x0 < �2 < x2:

由于

x1 � x0 D �.x2 � x0/;

所以

f .x1/C f .x2/ D 2f .x0/C
f 00.�1/C f 00.�2/

2
.x1 � x0/

2;

由条件知 f 00.�1/ > 0; f
00.�2/ > 0,从而有

f .x1/C f .x2/ > 2f .x0/;

即
f .x1/C f .x2/

2
> f

�x1 C x2

2

�
:

所以 f .x/在 Œa; b�上的图形是凹的. 情形 (2)的证明与上类似,定理证完.

定义 4.2.拐点8

|

一般地, 设 y D f .x/ 在区间 I 上连续, x0 是 I 内的点. 如果曲线 y D f .x/ 在经过点

.x0; f .x0//时,曲线的凹凸性改变了,那么就称点 .x0; f .x0//为曲线的
::
拐

::
点

例4.89曲线 y D
ex

1C x
( ).

有一个拐点(A) 有两个拐点(B) 有三个拐点(C) 无拐点(D)

解本题答案为D.

y00
D
ex.1C x2/

.1C x/3
D

�
< 0; x < �1

> 0; x > �1

但 x D �1不满足拐点定义 (不连续).
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4.8 渐近线

定义 4.3.水平渐近线

|

曲线 y D f .x/ 上点
�
x; f .x/

�
与直线 y D c 的距离为

ˇ̌
f .x/ � c

ˇ̌
, 当 lim

x!C1
f .x/ D c ,

lim
x!�1

f .x/ D c , lim
x!1

f .x/ D c三种情况之一成立,直线 y D c为曲线 y D f .x/的水平渐

近线

�
注意一条曲线最多两条水平渐近线

定义 4.4.铅直渐近线

|

若 lim
x!x0

f .x/ D 1

�
或 lim

x!x�
0

f .x/ D 1 或 lim
x!x

C
0

f .x/ D 1

�
, 则直线 x D x0 为曲线

y D f .x/的铅直渐近线

�
注意当 x D c 为函数 f .x/的无穷间断点时, x D x0 为曲线 y D f .x/的铅直渐近线

定义 4.5.斜渐近线

|

若 lim
x!1

f .x/

x
D k ¤ 0且 lim

x!1

�
f .x/ � kx

�
D b ,则直线 y D kx C b 为曲线 y D f .x/的

斜渐近线

�
注意有时需要分 x ! �1或 x ! C1加以讨论. 一条曲线最多两条斜渐近线
例4.90求极限

lim
x!C1

�p
4x2 C x ln

�
2C

1

x

�
� 2x ln 2

�
解

lim
x!C1

�p
4x2 C x ln

�
2C

1

x

�
� 2x ln 2

�
D lim
x!C1

��p
4x2 C x � 2x C 2x

�
ln
�
2C

1

x

�
� 2x ln 2

�
D lim
x!C1

��p
4x2 C x � 2x

�
ln
�
2C

1

x

�
C 2x ln

�
2C

1

x

�
� 2x ln 2

�
D lim
x!C1

�
x

p
4x2 C x C 2x

ln
�
2C

1

x

�
C 2x

�
ln
�
2C

1

x

�
� ln 2

��
D lim
x!C1

�
x

p
4x2 C x C 2x

ln
�
2C

1

x

�
C 2x ln

�
1C

1

2x

��
D
1

4
ln 2C 1

� 练习 4.31求极限:
lim

x!C1

h
.x C a/1C 1

x � x1C 1
xCa

i
证明

原式 D lim
x!C1

h
.x C a/.x C a/

1
x � x � x

1
xCa

i
D lim
x!C1

x
h
.x C a/

1
x � x

1
xCa

i
C lim
x!C1

a.x C a/
1
x

D lim
x!C1

x � x
1

xCa

h
e

1
x ln.xCa/� 1

xCa
lnx

� 1
i

C a

ex�1�x
HHHHHHH lim

x!C1
x

1
xCa lim

x!C1
x

�
1

x
ln.x C a/ �

1

x C a
ln x

�
C a
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D lim
x!C1

x

�� 1
x

ln.x C a/ �
1

x
ln x

�
C

� 1
x

ln x �
1

x C a
ln x

��
C a

ln.1Cx/�x
HHHHHHHHH lim

x!C1
x

�
a

x2
C

a ln x
x.x C a/

�
C a D a

定义 4.6.极坐标渐近线

|

对于以极坐标表示的曲线 r D f .�/ ,其渐近线为 r sin.�0 � �/ D p ,其中 lim
�!�0

f .�/ D 1 ,

lim
�!�0

r.�0 � �/ .

例4.91求极坐标系下的曲线 r D
1

3���
的斜渐近线

解写成参数方程形式

r D
1

3� � �
()

8̂̂<̂
:̂
x D

cos �
3� � �

y D
sin �
3� � �

当且仅当 � !
�

3
时,才有 x ! 1. 所以曲线至多有一条斜渐近线,由于

a D lim
x!1

y

x
D lim
�! �

3

tan � D
p
3

b D lim
x!1

.y �
p
3x/ D lim

�! �
3

sin � �
p
3 cos �

3� � �

洛必达
HHHHH lim

�! �
3

cos � C
p
3 sin �

3
D
2

3

所以,有斜渐近线 y D
p
3x C

2

3

4.9 曲率

定理 4.16.曲率 (直角坐标系)

~

设 y D f .x/二次可导,则曲线 y D f .x/在
�
x; f .x/

�
处的曲率值

K D

ˇ̌
y00
ˇ̌

�
1C y02

� 3
2

定理 4.17.曲率 (参数方程)

~

设

�
x D '.t/

y D  .t/
二阶可导,则 K D

ˇ̌
'0.t/ 00.t/ � '00.t/ 0.t/

ˇ̌
�
'02.t/C  02.t/

� 3
2

证明 因为
dy
dx

D
 0.t/

'0.t/
H)

d2y
dx2

D
'0.t/ 00.t/ � '00.t/ 0.t/

'03.t/

故

K D

ˇ̌
y00
ˇ̌

�
1C y02

� 3
2

D

ˇ̌
'0.t/ 00.t/ � '00.t/ 0.t/

ˇ̌
�
'02.t/C  02.t/

� 3
2

例4.92求摆线
�
x D a.t � sin t/;
y D a.1 � cos t/

的曲率半径

解因为
dy
dx

D
y0.t/

x0.t/
D

a sin t
a.1 � cos t /

D
sin t

1 � cos t
;
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d2y
dx2

D
d

dx

�
y0.t/

x0.t/

�
D

d
dt

�
y0.t/

x0.t/

�
1

x0.t/
D

cos t � 1

a.1 � cos t/3
D �

1

a.1 � cos t/2
;

故摆线的曲率半径为

R D

�
1C

�dy
dx
�2� 3

2ˇ̌d2y

dx2

ˇ̌ D a.1 � cos t /2
�
1C

� sin t
1 � cos t

�2� 3
2

D
a.2 � 2 cos t/ 3

2

1 � cos t
D 2

p
2a

p
1 � cos t

定理 4.18.曲率 (极坐标系)

~

当曲线由极坐标形式 r D f .�/表示时,则曲率为 K D

ˇ̌
r2 C 2r 02 � rr 00

ˇ̌
�
r2 C r 02

� 3
2

定理 4.19.弧微分

~y D f .x/ ds D
p
.dx/2 C .dy/2 D

p
1C y02 dx

4.10 方程的近似解

定理 4.20. Newton迭代法

~

设函数 f .x/在区间 Œa; b�上二阶可导, f .a/ < 0; f .b/ > 0,且对任意 x 2 Œa; b�有 f 0.x/ >

0; f 00.x/ > 0. ,且数列 fxng满足

xnC1 D xn �
f .xn/

f 0.xn/
; n D 0; 1; 2; � � � ; x0 D b:

那么就有

1. 方程 f .x/ D 0在 .a; b/内恰有一个根 �;
2. 数列 fxng收敛,且 lim

n!C1
xn D �.

证明 [11] 1. 因为 f .a/ < 0; f .b/ > 0,由连续函数的零点定理知, 9� 2 .a; b/使得 f .�/ D 0. 又 f 0.x/ > 0,因
此方程的根唯一.
2. 由泰勒公式

f .�/ D f .xn/C f 0.xn/.� � xn/C
f 00.�n/

2
.� � xn/

2 �n在 xn与 �之间

又 f .�/ D 0, f 00.x/ > 0,于是

f .xn/C f 0.xn/.� � xn/ D �
f 00.�n/

2
.� � xn/

2 < 0

由此即得到

� < xn �
f .xn/

f 0.xn/
D xnC1; 8n 2 NC

由递推公式得 8f .xn/ > 0 有 xnC1 < xn 成立. 由于初始值 x0 D b 处有 f .b/ > 0, 而当 xn > � 时就有

f .xn/ > 0,因此,数列 fxng是单调递减数列,且以 � 为下界. 故数列 fxng收敛,记 lim
n!C1

xn D A. 递推式两

端取极限

A D A �
f .A/

f 0.A/
H) f .A/ D 0

由于方程 f .x/ D 0在 Œa; b�中根唯一,因此 A D � .
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3. 现在用泰勒公式估计迭代误差

0 < xnC1 � � D xn �
f .xn/

f 0.xn/
� � D

.xn � �/f 0.xn/ � f .xn/

f 0.xn/

D
f 00.�n/.xn � �/2

2f 0.xn/

其中 �n 2 .�; xn/. 利用 f 00.x/连续且处处大于 0,就有

lim
n!C1

xnC1 � �

.xn � �/2
D
f 00.�/

2f 0.�/
¤ 0

因此 fxng二阶收敛于 �.

例4.93求方程 x2 sin 1
x

D 2x � 501的近似解,精确到 0:001

证明 由泰勒公式 sin t D t �
sin.� t/
2

t2 .0 < � < 1/. 令 t D
1

x
得

sin 1
x

D
1

x
�

sin
�
�
x

�
2x2

;

代入原方程得

x �
1

2
sin

��
x

�
D 2x � 501 H) x D 501 �

1

2
sin

��
x

�
由此知 x > 500, 0 <

�

x
<

1

500
,则有

jx � 501j D
1

2

ˇ̌̌̌
sin

��
x

�ˇ̌̌̌
⩽ 1

2
�
�

x
<

1

1000
D 0:001

所以, x D 501是满足条件的解



第 5章 不定积分

正确评估自己的能力,手写题先上Wolfram alpha

定义 5.1.不定和式

|

如果 �.F.x// D f .x/，则定义 f .x/的不定和式为X
f .x/ D F.x/C C:

5.1 不定积分的概念与性质

定理 5.1.原函数存在定理

~

1. 连续函数 f .x/必有原函数 F.x/.
2. 含有第一类间断点、无穷间断点的函数 f .x/在包含该间断点的区间内必没有原函数

F.x/.

表 5.1: 部分初等函数积分表Z
sec x dx D ln j sec x C tan xj C C

Z
csc x dx D ln j csc x � cot xj C CZ dx

p
a2 � x2

D arcsin x
a

C C

Z dx
x2 C a2

D
1

a
arctan x

a
C C

Z dx
x2 � a2

D
1

2a
ln
ˇ̌̌̌
x � a

x C a

ˇ̌̌̌
C C

Z dx
p
x2 ˙ a2

D ln
ˇ̌
x C

p
x2 ˙ a2

ˇ̌
C C

定理 5.2.积化和差和积化和差公式

~

积化和差 积化和差

sin˛ cosˇ D
1

2
Œsin.˛ C ˇ/C sin.˛ � ˇ/� sin˛ C sinˇ D 2 sin ˛ C ˇ

2
cos ˛ � ˇ

2

cos˛ sinˇ D
1

2
Œsin.˛ C ˇ/ � sin.˛ � ˇ/� sin˛ � sinˇ D 2 cos ˛ C ˇ

2
sin ˛ � ˇ

2

cos˛ cosˇ D
1

2
Œcos.˛ C ˇ/C cos.˛ � ˇ/� cos˛ � cosˇ D �2 sin ˛ C ˇ

2
sin ˛ � ˇ

2

sin˛ sinˇ D
1

2
Œcos.˛ � ˇ/ � cos.˛ C ˇ/� cos˛ C cosˇ D 2 cos ˛ C ˇ

2
cos ˛ � ˇ

2

结论 若函数 y D f .x/在区间 I 上有界,则 f .x/的导函数和原函数在区间上不一定有界

例: y D
p
x; x 2 .0; 1�与 y D 1 � sin x; x 2 .�1;C1/

� 练习 5.1求不定积分
Z

sin x sin 2x sin 3x dx

解 Z
sin x sin 2x sin 3x dx D

1

2

Z
.cos x � cos 3x/ sin 3x dx

D
1

2

Z
cos x sin 3x dx �

1

2

Z
cos 3x sin 3x dx
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D
1

4

Z
.sin 2x C sin 4x/ dx �

1

4

Z
sin 6x dx

D �
1

8
cos 2x �

1

16
cos 4x C

1

24
cos 6x C C

�
注意

sin˛ cosˇ D
1

2
Œsin.˛ C ˇ/C sin.˛ � ˇ/�

5.2 分段函数的不定积分

例5.1求
Z

maxf1; jxjg dx

解由于

maxf1; jxjg D

(�x ; x < �1

1 ; �1 ⩽ x ⩽ 1

x ; x > 1

所以

Z
maxf1; jxjg dx D

8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:

�
x2

2
C C1 ; x < �1

x C C2 ; �1 ⩽ x ⩽ 1

x2

2
C C3 ; x > 1

由原函数的连续性,若记 C2 D C ,则 C1 D �
1

2
C C , C3 D

1

2
C C . 故

Z
maxf1; jxjg dx D

8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:

�
x2

2
�
1

2
C C ; x < �1

x C C ; �1 ⩽ x ⩽ 1

x2

2
C
1

2
C C ; x > 1

例5.2求
Z
ejxj dx

解 Z
ejxj dx D

(
ex C C1 ; x ⩾ 0

�e�x
C C2 ; x < 0

由于函数满足连续，所以

lim
x!0C

.ex C C1/ D lim
x!0�

.�e�x
C C2/

故

1C C1 D �1C C2 H) C2 D C1 C 2

因此 Z
ejxj dx D

(
ex C C ; x ⩾ 0

�e�x
C 2C C ; x < 0

例5.3计算不定积分
Z
Œx�dx
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解由微积分基本定理，有Z
Œx�dx D

Z x

0

Œt �dt C C D

Œx��1X
kD0

Z kC1

k

k dt C

Z x

Œx�

Œt � dt C C

D

Œx��1X
kD0

k C

Z x

Œx�

Œx�dt C C

D

Œx��1X
kD0

k C Œx�
�
x � Œx�

�
C C

D xŒx� �
Œx�2 C Œx�

2
C C

例5.4计算
Z

bxcj sin�xj dx .x ⩾ 0/，其中 bxc为取整函数

解由

Z
bxcj sin�xj dx D

Z x

0

bxcj sin�xj dx C C ,将区间内插入整数点,Z
bxcj sin�xj dx D

Z x

0

bxcj sin�xj dx C C

D

Z 1

0

bxcj sin�xj dx C

Z 2

1

bxcj sin�xj dx C � � �

C

Z bxc

bxc�1

bxcj sin�xj dx C

Z x

bxc

bxcj sin�xj dx C C

D 2 �

Z 2

1

sin�x dx C 2

Z 3

2

sin�x dx C � � � C

.�1/bxc�1.bxc � 1/

Z bxc

bxc�1

sin�x dx C .�1/bxc
bxc

Z x

bxc

sin�x dx C C

D
1

�
� 2C

2

�
� 2C � � � C

.�1/bxc.bxc � 1/

�
� 2.�1/bxc

C
.�1/bxcC1bxc

�

�
cos�x � .�1/bxc

�
C C

D
bxc

�

�
bxc � .�1/bxc cos�x

�
C C

5.3 换元积分法

5.3.1 凑微分

� 练习 5.2求不定积分:
Z
2x � 3x

9x � 4x
dx

解 Z
2x � 3x

9x � 4x
dx D

Z 2x

3x

1 �
�
2x

3x

�2 dx
d
�

2x

3x

�
D 2x

3x ln 2
3 dx

HHHHHHHHHHHHH
1

ln 2
3

Z
1

1 �
�
2x

3x

�2 d �2x3x
�

D
1

ln 2
3

Z
1�

1 �
2x

3x

� �
1C

2x

3x

�d �2x
3x

�

D
1

2 ln 2
3

"Z
1

1 �
2x

3x

d

�
2x

3x

�
�

Z
1

1C
2x

3x

d

�
2x

3x

�#

D
1

2 ln 2
3

�
ln
ˇ̌̌̌
1 �

2x

3x

ˇ̌̌̌
� ln

ˇ̌̌̌
1C

2x

3x

ˇ̌̌̌�
C c
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D
1

2 ln 2
3

ln
ˇ̌̌̌
ˇ 1 �

2x

3x

1C
2x

3x

ˇ̌̌̌
ˇC c D

1

2 ln 2
3

ln
ˇ̌̌̌
3x � 2x

3x C 2x

ˇ̌̌̌
C c

例5.5求不定积分:
Z

1

sin 2x C 2 sin x
dx.

解注意到

1

sin 2x C 2 sin x
D

sin2 x
2

C cos2 x
2

2 sin x.1C cos x/
D

sin2 x
2

C cos2 x
2

4 sin x
2

cos x
2

�
2 cos2 x

2

� D
sin x

2

8 cos3 x
2

C
1

4 sin x
故 Z

1

sin 2x C 2 sin x
dx D

Z sin x
2

8 cos3 x
2

dx C

Z
1

4 sin x
dx

D
1

8
sec2 x

2
C
1

4
ln j sec x � cot xj C C

例5.6求不定积分:
Z dxp

.x � a/.b � x/

解 Z dxp
.x � a/.b � x/

D 2

Z d
p
x � a

p
b � x

D 2

Z d
p
x � aq

.b � a/ �
�p
x � a

�2
D 2 arcsin

r
x � a

b � a
C C

例5.7计算积分
Z

x dx
.1C x2 C

p
x2 C 1/ ln.1C

p
x2 C 1/

解

原式 D
1

2

Z d.1C x2/
p
x2 C 1.1C

p
x2 C 1/ ln.1C

p
x2 C 1/

D

Z d
p
x2 C 1

.1C
p
x2 C 1/ ln.1C

p
x2 C 1/

D

Z d ln.1C
p
x2 C 1/

ln.1C
p
x2 C 1/

D ln
ˇ̌
ln.1C

p
x2 C 1/

ˇ̌
C C

例5.8求不定积分:
Z sin188 x
.sin x C cos x/190

dx

解注意到 � sin x
sin x C cos x

�0

D
1

.sin x C cos x/2Z sin188 x
.sin x C cos x/190

dx D

Z sin188 x
.sin x C cos x/188

�

� sin x
sin x C cos x

�0

dx

D
1

189

sin189 x
.sin x C cos x/189

C C

� 练习 5.3求不定积分: I D

Z
f 0.x/C f .x/g0.x/

f .x/
�
c C f .x/eg.x/

� dx

解注意到 �
c C f .x/eg.x/

�0

D eg.x/
�
f 0.x/C f .x/g0.x/

�
故

I D

Z
eg.x/ Œf 0.x/C f .x/g0.x/�

f .x/eg.x/
�
c C f .x/eg.x/

� dx
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D

Z d
�
c C f .x/eg.x/

�
f .x/eg.x/

�
c C f .x/eg.x/

�
D
1

c

Z �
1

f .x/eg.x/
�

1

c C f .x/eg.x/

�
d
h
c C f .x/eg.x/

i
D
1

c

(Z d
�
c C f .x/eg.x/

�
f .x/eg.x/

�

Z d
�
c C f .x/eg.x/

�
c C f .x/eg.x/

)

D
1

c

h
ln
ˇ̌
f .x/eg.x/

ˇ̌
� ln

ˇ̌
c C f .x/eg.x/

ˇ̌i
C C

例5.9求不定积分:
Z dx
.x C 7/

p
x � 2

解 Z dx
.x C 7/

p
x � 2

D

Z dx�
9C .

p
x � 2/2

�p
x � 2

D

Z
2d.

p
x � 2/

9C

�p
x � 2

�2
D
2

3
arctan

p
x � 2

3
C c

例5.10求不定积分
Z

1

.1C x2/2
dx

解 Z
1

.1C x2/2
dx D

1

2

Z
1C x2 C 1 � x2

.1C x2/2
dx

D
1

2
arctan x C

1

2

Z
1 � x2

.1C x2/2
dx

D
1

2
arctan x C

1

2

Z 1
x2 � 1

. 1
x

C x/2
dx

D
1

2

�
arctan x C

x

1C x2

�
C C

� 练习 5.4求不定积分:
Z

1

.1C x/
p
x2 C x C 1

dx

解 Z
1

.1C x/
p
x2 C x C 1

dx D

Z
1

.1C x/
p
.1C x/2 � .x C 1/C 1

dx

D

Z dx
.1C x/2

q
1 �

1
1Cx

C
1

.1Cx/2

D �

Z d
�
1
1Cx

�q
1 �

1
1Cx

C
1

.1Cx/2

D �

Z d
�
1
1Cx

�
1
2

�q�
1
1Cx

�
1
2

�2
C

3
4

D ln.1C x/ � ln.2
p
x2 C x C 1 � x C 1/C C

例5.11求不定积分
Z dx
.2x C 1/

p
3C 4x � 4x2

解 Z dx
.2x C 1/

p
3C 4x � 4x2

D

Z dx
.2x C 1/

p
4.2x C 1/ � .2x C 1/2

tD 1
2xC1

HHHHHHH �
1

2

Z
1

p
4t � 1

dt D �
1

4

p
4t � 1C C



5.3 换元积分法 –186/572–

D �
1

4

r
3 � 2x

2x C 1
C C

例5.12求不定积分
Z

xn

1C x C
x2

2
C � � � C

xn

nŠ

dx

解注意到
d

dx

�
1C x C

x2

2
C � � � C

xn

nŠ

�
D 1C x C

x2

2
C � � � C

xn�1

.n � 1/Š

可得 �
1C x C

x2

2
C � � � C

xn

nŠ

�
�

�
1C x C

x2

2
C � � � C

xn

nŠ

�0

D
xn

nŠ

以及 Z
xn

1C x C
x2

2
C � � � C

xn

nŠ

dx

D nŠ

Z �
1C x C

x2

2
C � � � C

xn

nŠ

�
�
�
1C x C

x2

2
C � � � C

xn

nŠ

�0
1C x C

x2

2
C � � � C

xn

nŠ

dx

D nŠ

Z
dx � nŠ

Z �
1C x C

x2

2
C � � � C

xn

nŠ

�0
1C x C

x2

2
C � � � C

xn

nŠ

dx

D nŠx � nŠ ln
ˇ̌̌̌
1C x C

x2

2
C � � � C

xn

nŠ

ˇ̌̌̌
C C

例5.13求不定积分:
Z

1

x4
p
1C x2

dx

解首先有 Z
1

x4
p
1C x2

dx D

Z �
1

x4
p
1C x2

�
1

x2
p
1C x2

�
dx„ ƒ‚ …

I

C

Z
1

x2
p
1C x2

dx„ ƒ‚ …
J

其中

J D

Z
1

x3
q
1C

1
x2

dx D �
1

2

Z
1q

1C
1
x2

d
�
1C

1

x2

�

D �

r
1C

1

x2
C C D �

p
1C x2

x
C C

I D

Z �
1

x2
� 1

�
1

x2
p
1C x2

dx D �

Z ��
1C

1

x2

�
� 2

�
d
r
1C

1

x2

D �

Z "�r
1C

1

x2

�2
� 2

#
d
r
1C

1

x2

D �
1

3

�r
1C

1

x2

�3
C 2

r
1C

1

x2
C C D

.5x2 � 1/
p
1C x2

3x3
C C

于是 Z
1

x4
p
1C x2

dx D I C J D
.2x2 � 1/

p
1C x2

3x3
C C

� 练习 5.5求不定积分:
Z dx
x2

p
x2 � 1

解 Z dx
x2

p
x2 � 1

D

Z
1

x3
q
1 �

1
x2

dx D

Z
1q
1 �

1
x2

d

�
�
1

2x2

�



5.3 换元积分法 –187/572–

D
1

2

Z �
1 �

1

x2

�� 1
2

d

�
1 �

1

x2

�
D
1

2
�

�
1 �

1
x2

�� 1
2

1
2

C c

D

p
x2 � 1

x
C c

� 练习 5.6求不定积分:
Z

1

1C x4
dx

解 Z
1

1C x4
dx D

1

2

Z
x2 C 1

1C x4
dx �

1

2

Z
x2 � 1

1C x4
dx

D
1

2

Z
1�

x �
1
x

�2
C 2

d
�
x �

1

x

�
�
1

2

Z
1�

x C
1
x

�2
� 2

d
�
x C

1

x

�

D
1

2
p
2

arctan x
2 � 1
p
2

C
1

4
p
2

ln
ˇ̌̌̌
ˇx2 C

p
2x C 1

x2 �
p
2x C 1

ˇ̌̌̌
ˇC C

例5.14求不定积分
Z

x2

.x2 � 1/2 C 2
dx

解 Z
x2

.x2 � 1/2 C 2
dx D

Z
x2

x4 � 2x2 C 3
dx

D
1

2

 Z
x2 C

p
3

x4 C 3 � 2x2
dx C

Z
x2 �

p
3

x4 C 3 � 2x2
dx
!

D
1

2

0@Z 1C

p
3

x2

x2 C
3
x2 � 2

dx C

Z
1 �

p
3

x2

x2 C
3
x2 � 2

dx

1A
D
1

2

 Z d
�
x �

p
3
x

��
x �

p
3
x

�2
C 2

p
3 � 2

dx C

Z d
�
x C

p
3
x

��
x C

p
3
x

�2
� 2.

p
3C 1/

dx
!

D � � �

� 练习 5.7求不定积分:
Z

x2 dx
.x4 C 1/2

.

解

I D

Z
x2 C x4

.x4 C 1/2
dx D

Z
1

..x �
1
x
/2 C 2/2

d
�
x �

1

x

�

J D

Z
�x2 C x4

.x4 C 1/2
dx D

Z
1

..x C
1
x
/2 � 2/2

d
�
x C

1

x

�



5.3 换元积分法 –188/572–

表 5.2: 常用的基本初等函数的商的微分形式

x cos x � sin x
x2

dx D d
� sin x

x

�
1 � ln x
x2

dx D d
� ln x
x

�
xex � ex

x2
dx D d

�
ex

x

� x
1Cx2 � arctan x

x2
dx D d

�arctan x
x

�
1 � x

ex
dx D d

� x
ex

� 1p
1�x2

� arcsin x
ex

dx D d
�arcsin x

ex

�
cos x � sin x

ex
dx D d

� sin x
ex

� 1
x

� ln x
ex

dx D d
� ln x
ex

�
sin x � x cos x

sin2 x
dx D d

� x

sin x

� sinx
x

� cos x � ln x
sin2 x

dx D d
� ln x

sin x

�
ex sin x � ex cos x

sin2 x
dx D d

�
ex

sin x

� sinx
1Cx2 � arctan x � cos x

sin2 x
dx D d

�arctan x
sin x

�
arcsin x �

xp
1�x2

.arcsin x/2
dx D d

� x

arcsin x

� arcsinx
x

�
lnxp
1�x2

.arcsin x/2
dx D d

� ln x
arcsin x

�
ex arcsin x �

ex
p
1�x2

.arcsin x/2
dx D d

�
ex

arcsin x

� sec2 x � arcsin x �
tanxp
1�x2

.arcsin x/2
dx D d

� tan x
arcsin x

�

例5.15求不定积分
Z

1 � ln x
x2 C ln2 x

dx

解 Z
1 � ln x
x2 C ln2 x

dx D

Z 1�lnx
x2

1C
� lnx
x

�2 dx D

Z d
� lnx
x

�
1C

� lnx
x

�2
例5.16求不定积分:

Z
1

x C
p
1 � x2

dx

解 Z
1

x C
p
1 � x2

dx D
1

2

Z 1C
xp
1�x2

C 1 �
xp
1�x2

x C
p
1 � x2

dx

D
1

2

Z
1

p
1 � x2

dx C
1

2

Z
1

x C
p
1 � x2

d.x C
p
1 � x2/

D
1

2
arcsin x C

1

2
ln jx C

p
1 � x2j C C

例5.17计算积分:
Z

xp
ex C .x C 2/2

dx

解 (by向禹)Z
xp

ex C .x C 2/2
dx D

Z
xe� x

2p
1C e�x.x C 2/2

dx D �2

Z d
�
.x C 2/e� x

2

�
p
1C e�x.x C 2/2

D �2 ln
�
.x C 2/e� x

2 C
p
1C e�x.x C 2/2

�

� 练习 5.8求不定积分:
Z

x2

.x cos x � sin x/.x sin x C cos x/
dx

解

I D

Z
x2

.x cos x � sin x/.x sin x C cos x/
dx

D

Z
x cos x

x sin x C cos x
dx C

Z
x sin x

x cos x � sin x
dx



5.3 换元积分法 –189/572–

D

Z d.x sin x C cos x/
x sin x C cos x

�

Z d.x cos x � sin x/
x cos x � sin x

D ln
ˇ̌̌̌
x sin x C cos x
x cos x � sin x

ˇ̌̌̌
C C

例5.18求不定积分:
Z

x C sin x cos x
.cos x � x sin x/2

dx

解 Z
x C sin x cos x
.cos x � x sin x/2

dx D

Z
x sec2 x C tan x
.1 � x tan x/2

dx D �

Z d.1 � x tan x/
.1 � x tan x/2

D
1

1 � x tan x
C C D

cos x
cos x � x sin x

C C

� 练习 5.9求不定积分
Z sin x � x cos x

x.x � sin x/
dx

解 Z sin x � x cos x
x.x � sin x/

dx D

Z
�.x � sin x/C .x � x cos x/

x.x � sin x/
dx

D

Z
�1

x
dx C

Z
1 � cos x
x � sin x

dx

D ln
ˇ̌̌̌
x � sin x

x

ˇ̌̌̌
C C

5.3.2 第二类换元法

例5.19求不定积分:
Z dx

3
p
.x C 1/2.x � 1/4

解 Z dx
3
p
.x C 1/2.x � 1/4

D

Z 3
p
x C 1

3
p
.x C 1/3.x � 1/4

dx D

Z
1

x2 � 1

3

r
x C 1

x � 1
dx

3
q

xC1
x�1

HHHHHHH

xD
u3C1

u3�1

Z
u�

u3 C 1

u3 � 1

�2
�1

�
�6u2

.u3 � 1/2
du

D �
3

2

Z
du D �

3

2
uC C

D �
3

2

3

r
x C 1

x � 1
C C

例5.20求不定积分
Z dx

4
p
1C x4

傲娇小魔王

解 Z dx
4
p
1C x4

tD 1
x

HHHH

Z
�

dt
t2

4
p
a1Ct4

t

D �

Z dt
t

4
p
1C t4

u4D1Ct4

HHHHHHH �

Z 1
4

� 4u3.u4 � 1/�
3
4

u
4
p
u4 C 1

du

D �

Z
u2

u4 � 1
D �

1

2

Z
.u2 C 1/ � .1 � u2/

u4 � 1
du

D �
1

2

�Z du
u2 C 1

C

Z du
u2 � 1

�



5.3 换元积分法 –190/572–

D �
1

2
arctanu �

1

4
ln
ˇ̌̌̌
u � 1

uC 1

ˇ̌̌̌
C C

D �
1

2
arctan

4
p
1C x4

x
�
1

4
ln
ˇ̌̌̌
ˇ 4

p
1C x4 � x

4
p
1C x4 C x

ˇ̌̌̌
ˇC C

例5.21求不定积分:
Z

p
tan x dx

解 Z
p

tan x dx
p

tanxDt
HHHHHHH 2

Z
t2

1C t4
dt D

Z
1C t2

1C t4
dt �

Z
1 � t2

1C t4
dt

D

Z
1�

t �
1
t

�2
C 2

d

�
t �

1

t

�
�

Z
1�

t C
1
t

�2
� 2

d

�
t C

1

t

�

D

p
2

2
arctan

�
t2 � 1
p
2t

�
C

p
2

4
ln
ˇ̌̌̌
ˇ t2 C

p
2t C 1

t2 �
p
2t C 1

ˇ̌̌̌
ˇC c

D

p
2

2
arctan

� tan x � 1

2
p

tan x

�
C

p
2

4
ln
ˇ̌̌̌
ˇ tan x C

p
2 tan x C 1

tan x �
p
2 tan x C 1

ˇ̌̌̌
ˇC c

例5.22计算不定积分
Z

ln
 
1C

r
1C x

x

!
dx.x > 0/:

解令 t D

r
1C x

x
,则 x D

1

t2 � 1
.从而有Z

ln
 
1C

r
1C x

x

!
dx D

Z
ln.1C t/d

�
1

t2 � 1

�
D

1

t2 � 1
ln.1C t/ �

Z
1

t2 � 1
�

1

1C t
dt

而 Z
1

t2 � 1
�

1

1C t
dt D

1

4

Z �
1

t � 1
�

1

t C 1
�

2

.t C 1/2

�
dt

D
1

4
ln.t � 1/ �

1

4
ln.t C 1/C

1

2.t C 1/
C C

所以Z
ln
 
1C

r
1C x

x

!
dx D

1

t2 � 1
ln.1C t/C

1

4
ln t C 1

t � 1
�

1

2.t C 1/
C C

D x ln
 
1C

r
1C x

x

!
C
1

2
ln
�p

1C x C
p
x
�

�
1

2

p
x

p
1C x C

p
x

C C

D x ln
 
1C

r
1C x

x

!
C
1

2
ln
�p

1C x C
p
x
�

C
1

2
x �

1

2

p
x C x2 C C:

例5.23设 y D y.x/是由方程 y2.x � y/ D x2所确定的隐函数,求积分
Z

1

y2
dx

解令 y D tx,代入所给的方程可得 x D
1

t2.1 � t /
,则

y D
1

t.1 � t/
; dx D

3t � 2

t3.1 � t /2
dt

故 Z
1

y2
dx D

Z �
3 �

2

t

�
dt D 3t � 2 ln t C C D

3y

x
� 2 ln y

x
C C



5.3 换元积分法 –191/572–

例5.24设 y D y.x/是由方程 .x2 C y2/2 D 2a2.x2 � y2/所确定的隐函数,求积分Z
1

y.x2 C y2 C a2/
dx

解令 y D tx,代入所给的方程可得 x D
p
2a

p
1 � t2

1C t2
,则

y D
p
2a
t
p
1 � t2

1C t2
; dx D

p
2a

t3 � 3t

.1C t2/2
p
1 � t2

dt

注意到 x2 C y2 C a2 D a2
3 � t2

1C t2
,有Z

1

y.x2 C y2 C a2/
dx D

1

a2

Z dt
t2 � 1

D
1

2a2
ln
ˇ̌̌̌
t � 1

t C 1

ˇ̌̌̌
C C D

1

2a2
ln
ˇ̌̌̌
x � y

x C y

ˇ̌̌̌
C C

� 练习 5.10设 y.x � y/2 D x,求积分
Z

1

x � 3y
dx

解令

8̂<̂
:
x � y D u

x

y
D v

即 u2 D v解得

8̂<̂
:x D

uv

v � 1
D

u3

u2 � 1

y D
u

v � 1
D

u

u2 � 1

; dx D
u4 � 3u2

.u2 � 1/2
du

所以 Z
1

x � 3y
dx D

Z
u

u2 � 1
du D

1

2
ln
ˇ̌
u2 � 1

ˇ̌
C C D

1

2
ln
ˇ̌
.x � y/2 � 1

ˇ̌
C C

5.3.2.1 三角换元

例5.25计算不定积分
Z r

2C

q
2C � � � C

p
2C x dx (其中根号p

有 n重)。

解令 x D 2 cos t ,则r
2C

q
2C � � � C

p
2C x D

r
2C

q
2C � � � C

p
2C 2 cos t

D

r
2C

q
2C � � � C 2 cos. t

2
/ D � � � D 2 cos

�
t

2n

�
从而我能有

I D �4

Z
sin t cos

�
t

2n

�
dt

积化和差
HHHHHH �2

Z �
sin

�
2n C 1

2n
t

�
� sin

�
2n � 1

2n
t

��
dt

D
2nC1

2n C 1
cos

�
2n C 1

2n
arccos

�
x

2

��
�
2nC1

2n � 1
cos

�
2n � 1

2n
arccos

�
x

2

��
C C

5.3.2.2 欧拉代换

例5.26求不定积分
Z p

e2x C 4ex � 1dx

解 1令
p
e2x C 4ex � 1 D ex C t ,则 t D

p
e2x C 4ex � 1 � ex , x D ln t

2 C 1

4 � 2tZ p
e2x C 4ex � 1dx D

Z
.ex C t /dx D

Z
ex dx C

Z
t dx

D ex C

Z
t

�
2t

1C t2
C

1

2 � t

�
dt

1欧拉代换



5.4 分部积分法 –192/572–

D ex C

Z �
2 �

2

t2 C 1
� 1C

2

2 � t

�
dt

D ex C t � 2 arctan t � 2 ln.2 � t/C C

5.4 分部积分法

例5.27 In D

Z dx
xn

p
x2 C 1

的递推公式 In D

解注意到
d

dx
p
x2 C 1 D

x
p
x2 C 1

In D

Z dx
xn

p
x2 C 1

D

Z
1

xnC1
d
p
x2 C 1

分部积分
HHHHHH

p
x2 C 1

xnC1
C

Z
.nC 1/

p
x2 C 1

xnC2
dx

D

p
x2 C 1

xnC1
C

Z
.nC 1/.x2 C 1/

xnC2
p
x2 C 1

dx

D

p
x2 C 1

xnC1
C .nC 1/In C .nC 1/InC2

从而得到

In D �
n � 2

n � 1
In�2 �

p
x2 C 1

.n � 1/xn�1

� 练习 5.11求不定积分:
Z

1

.x2 C x C 1/2
dx

解

Z
1

.x2 C x C 1/2
dx D

4

3

Z x2CxC1‚ …„ ƒ
3=4C .x C 1=2/2 �.x C 1=2/2

.x2 C x C 1/2
dx

D
4

3

Z
1�

x C
1
2

�2
C

3
4

dx C
2

3

Z �
x C

1

2

�
d
�

1

x2 C x C 1

�

D
8

3
p
3

arctan 2x C 1
p
3

C
2

3

x C
1
2

x2 C x C 1
�
2

3

Z
1

x2 C x C 1
dx

D
4

3
p
3

arctan 2x C 1
p
3

C
1

3

2x C 1

x2 C x C 1
C C

例5.28求不定积分
Z

1C x4

.1 � x4/
3
2

dx

解 Z
1C x4

.1 � x4/
3
2

dx D

Z 1�x4C2x4
p
1�x4

1 � x4
dx D

Z p
1 � x4 C

2x4
p
1�x4

1 � x4
dx

D
x

p
1 � x4

C C

例5.29 (18数学)求不定积分:
Z
e2x arctan

p
ex � 1dx

解 Z
e2x arctan

p
ex � 1dx D

Z
arctan

p
ex � 1d

�1
2
e2x

�



5.4 分部积分法 –193/572–

D
1

2
e2x arctan

p
ex � 1 �

1

4

Z
e2x

p
ex � 1

dx
p
ex�1Dt

HHHHHHHH
1

2
e2x arctan

p
ex � 1 �

1

2

Z
.t2 C 1/dt

D
1

2
e2x arctan

p
ex � 1 �

1

6
t3 �

1

2
t C C

D
1

2
e2x arctan

p
ex � 1 �

1

6

p
ex � 1.ex C 2/C C

� 练习 5.12求不定积分:
Z � arctan x

x � arctan x

�2
dx

解 Z � arctan x
x � arctan x

�2
dx tDarctanx

HHHHHHHH

Z
t2 sec2 t

.tan t � t/2
dt

D

Z
t2

.sin t � t cos t/2
dt D

Z
t

sin t
d
�

1

sin t � t cos t

�
D

t

sin t.sin t � t cos t/
�

Z
1

sin t � t cos t
�

sin t � t cos t
sin2 t

dt

D
t

sin t.sin t � t cos t/
C cot t C C

D
x arctan x
x � arctan x

C C

� 练习 5.13求不定积分:
Z �

1C x �
1

x

�
exC 1

x dx

解

I D

Z �
1C x �

1

x

�
exC 1

x dx

D

Z
exC 1

x dx C

Z
x
�
1 �

1

x2

�
exC 1

x dx

D xexC 1
x �

Z
x
�
1 �

1

x2

�
exC 1

x dx C

Z
x
�
1 �

1

x2

�
exC 1

x dx

D xexC 1
x C C

例5.30求不定积分
Z
1C x4

1 � x4
1

p
1 � x4

dx

解

原式 D

Z
.1 � x4/C 2x4

1 � x4
1

p
1 � x4

dx

D

Z
1

p
1 � x4

dx C

Z
2x4

1 � x4
1

p
1 � x4

dx

D
x

p
1 � x4

�

Z
x

1

1 � x4
�

�.�4x3/
p
1 � x4

dx C

Z
2x4

1 � x4
1

p
1 � x4

dx

D
x

p
1 � x4

�

Z
2x4

1 � x4
1

p
1 � x4

dx C

Z
2x4

1 � x4
1

p
1 � x4

dx

D
x

p
1 � x4

C C

例5.31求不定积分
Z
xx.cot x C ln x � ln sin x/

ex
dx.



5.5 有理分式 –194/572–

解

原式 D

Z
ex lnx.cot x C ln x � ln sin x/

ex
dx

D

Z
ex.lnx�1/

�cos x
sin x

C ln x � ln sin x
�

dx

D

Z
ex.lnx�1/ cos x

sin x
dx C

Z
ex.lnx�1/ ln x � ln sin x dx

D

Z
ex.lnx�1/ d ln sin x C

Z
ex.lnx�1/ ln x � ln sin x dx

D ex.lnx�1/ ln sin x �

Z
ln sin x dex.lnx�1/x C

Z
ex.lnx�1/ ln x � ln sin x dx

D ex.lnx�1/ ln sin x C C

� 练习 5.14求不定积分:
Z
ex sin C cosx

�
x4 cos3 x � x sin x C cos x

x2 cos2 x

�
dx

解注意到
d

dx
.ex sin C cosx/ D x cos xex sin C cosx

以及 Z cos x � x sin x
x2 cos2 x

dx D �
1

x cos x

故

I D

Z
ex sin C cosx

�
x4 cos3 x � x sin x C cos x

x2 cos2 x

�
dx

D

Z
ex sin C cosxx2 cos x dx C

Z
ex sin C cosx

�cos x � x sin x
x2 cos2 x

�
dx

D

Z
x d

�
ex sin C cosx�

C

Z
ex sin C cosx d

�
�

1

x cos x

�
D xex sin C cosx

�

Z
ex sin C cosx dx

�
1

x cos x
ex sin C cosx

C

Z
1

x cos x
x cos xex sin C cosx dx

D xex sin C cosx
�
ex sin C cosx

x cos x
C C

令 u D tan x
2
.�� < x < �/,则 x D 2 arctanu;dx D

2

1C u2
du

sin x D 2 sin x
2

cos x
2

D
2 tan x

2

sec2 x
2

D
2 tan x

2

1C tan2 x
2

D
2u

1C u2

cos x D cos2 x
2

� sin2 x
2

D
1 � tan2 x

2

sec2 x
2

D
1 � tan2 x

2

1C tan2 x
2

D
1 � u2

1C u2

tan x D
2 tan x

2

1 � tan2 x
2

D
2u

1 � u2

5.5 有理分式

例5.32求
.x2 C 1/

p
x2 C x C 1 � x3 C 1

p
x2 C x C 1C x

的最简分式.



5.5 有理分式 –195/572–

解 (by布布)2
.x2 C 1/

p
x2 C x C 1 � x3 C 1

p
x2 C x C 1C x

有理化
HHHHH

�
.x2 C 1/

p
x2 C x C 1 � x3 C 1

�
.
p
x2 C x C 1 � x/

x C 1

化简
HHHH

2x4 C x3 C 2x2 C 1 � x C x4

x C 1
C
.1 � x3/

p
x2 C x C 1 � x.x2 C 1/

p
x2 C x C 1

x C 1

有理化
HHHHH

2x4 C x3 C 2x2 C 1

x C 1
�
2x5 C 2x4 C 3x3 � 1

.x C 1/
p
x2 C x C 1

D
�
2x3 � x2 C 3x � 3

�
C

4

x C 1
�
2x4 C 3x2 � 3x C 3

p
x2 C x C 1

C
4

.x C 1/
p
x2 C x C 1

例5.33求 f .x/ D
x2 C x C 5

.x C 1/.x � 1/.x � 2/
的最简分式

解 [4]设
f .x/ D

A

x C 1
C

B

x � 1
C

C

x � 2
(5.1)

关键是求 A;B;C .
法 1(比较系数)

x2 C x C 5 D A.x � 1/.x � 2/C B.x C 1/.x � 2/C C.x C 1/.x � 1/

D .AC B C C/x2 C .�3A � B/x2 C .2A � 2B � C/

比较系数,得
x2 AC B C C D 1 ;

x �3A � B D 1 ;

x0 2A � 2B � C D 5

H)

8̂̂<̂
:̂
A D

5
6
;

B D �
7
2
;

C D
11
3

(法 2)我们有

x2 C x C 5 D A.x � 1/.x � 2/C B.x C 1/.x � 2/C C.x C 1/.x � 1/ (5.2)

令 x D �1,带入 (5.2)得 A D
5

6
;令 x D 1,带入 (5.2)得 B D �

7

2
;

令 x D 2,带入 (5.2)得 C D
11

3
.

(法 3)式 (5.1)两边同乘以 .x C 1/得

x2 C x C 5

.x � 1/.x � 2/
D AC

B

x � 1
.x C 1/C

C

x � 2
.x C 1/

上式令 x D �1得到 A D
5

6
. 同法求 B;C

A D lim
x!�1

.x C 1/f .x/ D
x2 C x C 5

����.x C 1/.x � 1/.x � 2/

ˇ̌̌̌
xD�1

D
5

6

B D
x2 C x C 5

.x C 1/����.x � 1/.x � 2/

ˇ̌̌̌
xD1

D �
7

2

C D
x2 C x C 5

.x C 1/.x � 1/����.x � 2/

ˇ̌̌̌
xD2

D
11

3

例5.34求 f .x/ D
x2 C 5x

.x � 1/.x2 C 1/
的最简分式
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5.5 有理分式 –196/572–

解 [4]设
f .x/ D

A

x � 1
C
Bx C C

x2 C 1

不难得到

A D lim
x!1

.x � 1/f .x/ D
x2 C 5x

����.x � 1/.x2 C 1/

ˇ̌̌̌
xD1

D 3

Bi C C D lim
x!i

.x2 C 1/f .x/ D
x2 C 5x

.x � 1/����
.x2 C 1/

ˇ̌̌̌
xDi

D �2i C 3

例5.35求 f .x/ D
2x2 C 1

.x C 1/.x2 C x C 1/
的最简分式

解 [4]设
f .x/ D

A

x C 1
C

Bx C C

x2 C x C 1

设 x为 x2 C x C 1的一个根.

A D lim
x!�1

.x C 1/f .x/ D
2x2 C 1

����.x C 1/.x2 C x C 1/

ˇ̌̌̌
xD�1

D 3

Bx C C D
2x2 C 1

.x C 1/((((((
.x2 C x C 1/

x2D�x�1
HHHHHHHH

�2x � 1

x C 1

D
�.2x C 1/x

.x C 1/x

x2D�x�1
HHHHHHHH
x2CxD�1

�.x C 2/

例5.36求 f .x/ D
x C 4

.x C 2/3.x C 1/
的最简分式

解设

f .x/ D
A

x C 1
C

B

x C 2
C

C

.x C 2/2
C

D

.x C 2/3
(5.3)

A D lim
x!�1

.x C 1/f .x/ D
x C 4

.x C 2/3

ˇ̌̌̌
xD�1

D 3

由留数的定义知 B 为 f .x/在 x D �2处的留数

B D ResŒf .x/;�2� D lim
x!�1

1

2Š
lim
x!�2

d2

dx2
�
.x � 2/3f .x/

�
D

3

.x C 1/3

ˇ̌̌̌
xD�2

D �3

式 (5.5)两边同乘以 .x C 2/3 得

x C 4

x C 1
D
A.x C 2/3

x C 1
C B.x C 2/2 C C.x C 2/CD (5.4)

令 x D �2,得

D D
x C 4

x C 1

ˇ̌̌̌
xD�2

D �2

式 (5.6)两边同导得

�
3

.x C 1/2
D

d
dx

�
A.x C 2/3

x C 1

�
C 2B.x C 2/C C

可以证明
d

dx

�
A.x C 2/3

x C 1

�
xD�2

D 0,我们令
A.x C 2/3

x C 1
D .x C 2/3g.x/,故

d
dx

�
A.x C 2/3

x C 1

�
D 3.x C 2/2g.x/C .x C 2/3g0.x/

C D
d

dx
�
.x C 2/3f .x/

�ˇ̌̌̌
xD�2

D
d

dx

�
x C 4

x C 1

�
xD�2

D �
3

.x C 1/2

ˇ̌̌̌
xD�2

D �3



5.5 有理分式 –197/572–

例5.37求 f .x/ D
x C 4

.x C 2/4.x C 1/
的最简分式

解设

f .x/ D
A

x C 1
C

B

x C 2
C

C

.x C 2/2
C

D

.x C 2/3
C

E

.x C 2/4
(5.5)

A D lim
x!�1

.x C 1/f .x/ D
x C 4

.x C 2/4

ˇ̌̌̌
xD�1

D 3

由留数的定义知 B 为 f .x/在 x D �2处的留数

B D ResŒf .x/;�2� D lim
x!�1

1

3Š
lim
x!�2

d3

dx3
�
.x � 2/4f .x/

�
D �

3

.x C 1/4

ˇ̌̌̌
xD�2

D �3

式 (5.5)两边同乘以 .x C 2/4 得

x C 4

x C 1
D
A.x C 2/4

x C 1
C B.x C 2/3 C C.x C 2/2 CD.x C 2/CE (5.6)

令 x D �2,得

E D
x C 4

x C 1

ˇ̌̌̌
xD�2

D �2

式 (5.6)两边同导得

�
3

.x C 1/2
D

d
dx

�
A.x C 2/3

x C 1

�
C 3B.x C 2/2 C 2C.x C 2/CD

可以证明
d

dx

�
A.x C 2/3

x C 1

�
xD�2

D 0,我们令
A.x C 2/3

x C 1
D .x C 2/3g.x/,故

d
dx

�
A.x C 2/3

x C 1

�
D 3.x C 2/2g.x/C .x C 2/3g0.x/

故
d

dx

�
A.x C 2/3

x C 1

�
xD�2

D 0,同法可知
d2

dx2

�
A.x C 2/3

x C 1

�
xD�2

D 0. 于是

D D
d

dx
�
.x C 2/4f .x/

�ˇ̌̌̌
xD�2

D
d

dx

�
x C 4

x C 1

�
xD�2

D �
3

.x C 1/2

ˇ̌̌̌
xD�2

D 3

C D
1

2

d2

dx2
�
.x C 2/4f .x/

�ˇ̌̌̌
xD�2

D
1

2

d2

dx2

�
x C 4

x C 1

�
xD�2

D
3

.x C 1/3

ˇ̌̌̌
xD�2

D 3

例5.38求 f .x/ D
x C 4

.x C 2/4.x C 1/
的最简分式

解设

f .x/ D
A

x C 1
C

B

x C 2
C

C

.x C 2/2
C

D

.x C 2/3
C

E

.x C 2/4

A D lim
x!�1

.x C 1/f .x/ D
x C 4

.x C 2/4

ˇ̌̌̌
xD�1

D 3

在圆环 0 < jx C 2j < C1内将 f .x/ D
x C 4

.x C 2/4.x C 1/
展开为洛朗级数

f .x/ D C�4.x C 2/�4 C C�3.x C 2/�3 C C�2.x C 2/�2 C C�1.x C 2/�1 C C0

两边同乘 .x C 2/4,得

.x C 2/4f .x/ D C�4 C C�3.x C 2/C C�2.x C 2/2 C C�1.x C 2/3 C C0.x C 2/4 (5.7)

令 x D �2得

E D C�4 D lim
x!�2

.x C 2/4f .x/ D
x C 4

.x C 2/4.x C 1/

ˇ̌̌̌
xD�2

D �2



5.5 有理分式 –198/572–

式 (5.7)两边求 1阶导数,得

D D C�3 D
1

1Š

d
dx
�
.x C 2/4f .x/

�ˇ̌̌̌
xD�2

D
1

1Š

d
dx

�
x C 4

x C 1

�ˇ̌̌̌
xD�2

D �3

式 (5.7)两边求 2阶导数,得

C D C�2 D
1

2Š

d2

dx2
�
.x C 2/4f .x/

�ˇ̌̌̌
xD�2

D
1

2Š

d2

dx2

�
x C 4

x C 1

�ˇ̌̌̌
xD�2

D �3

式 (5.7)两边求 3阶导数,得

B D C�1 D
1

3Š

d3

dx3
�
.x C 2/4f .x/

�ˇ̌̌̌
xD�2

D
1

3Š

d3

dx3

�
x C 4

x C 1

�ˇ̌̌̌
xD�2

D �3

例5.39求不定积分
Z

1

1C x3
dx

解 [4]设
f .x/ D

A

x C 1
C

Bx C C

x2 � x C 1

设 x为 x2 � x C 1的一个根.

A D lim
x!�1

.x C 1/f .x/ D
1

����.x C 1/.x2 � x C 1/

ˇ̌̌̌
xD�1

D
1

3

Bx C C D
1

.x C 1/((((((
.x2 � x C 1/

D
.x � 2/

.x C 1/.x � 2/
D

x � 2

x2 � x � 2
HHHHHHHH
x2�xD�1

1

3
.2 � x/

于是 Z
1

1C x3
dx D

1

3

Z
1

1C x
dx C

1

3

Z
2 � x

x2 � x C 1
dx

D
1

3
ln.1C x/ �

1

6

Z
.2x � 1/ � 3

x2 � x C 1
dx

D
1

3
ln.1C x/ �

1

6

Z
2x � 1

x2 � x C 1
dx C

1

2

Z
1�

x �
1
2

�2
C

3
4

dx

D
1

3
ln.1C x/ �

1

6
ln.x2 � x C 1/C

p
3

3
arctan

�
2x � 1

p
3

�
C C

例5.40求不定积分
Z dx
.2C cos x/ sin x

解
1

.2C cos x/ sin x
D
AC B cos x

sin x
C

C sin x
2C cos x

D
.AC 2B/ cos x C .2AC B cos2 x C C sin2 x/

.2C cos x/ sin x
比较系数,得

AC 2B D 0 ;

2AC B cos2 x C C sin2 xD 1
H)

�
A D 2=3;

B D C D �1=3

于是 Z dx
.2C cos x/ sin x

D

Z � 2
3

�
1
3

cos x
sin x

C
�
1
3

sin x
2C cos x

�
dx

D
2

3

Z
1

sin x
dx �

1

3

Z cos x
sin x

dx �
1

3

Z sin x
2C cos x

dx

D �
2

3
ln.cot x C csc x/ �

1

3
ln sin x C

1

3
ln.2C cos x/C C

� 练习 5.15求不定积分
Z dx

sin3 x C cos3 x



5.5 有理分式 –199/572–

解 Z dx
sin3 x C cos3 x

D

Z dx
.sin x C cos x/.1 � sin x cos x/

D 2

Z sin x C cos x
.sin x C cos x/2.2 � sin x cos x/

dx

D 2

Z sin x C cos x
.1C 2 sin x cos x/

�
1C .cos x � sin x/2

� dx

D 2

Z d.sin x � cos x/�
2 � .sin x � cos x/2

��
1C .sin x � cos x/2

� dx

D 2

Z dv
.2 � v2/.1C v2/

D 2

Z 1
3
.2 � v/2 C

1
3
.1C v2/

.2 � v2/.1C v2/

D
2

3

Z dv
1C v2

C
2

3

Z dv
2 � v2

D
2

3
arctan v �

2

3
�
1

2
p
2

ln
 
v �

p
2

v C
p
2

!
C C

D
2

3
arctan.sin x � cos x/ �

1

3
p
2

ln
 

sin x � cos x �
p
2

sin x � cos x C
p
2

!
C C

� 练习 5.16求不定积分
Z

1

x8 C x4 C 1
dx

解 Z
1

x8 C x4 C 1
dx D

Z
1

.x8 C 2x4 C 1/ � x4
dx

D

Z
1

.x4 C 1/2 � x4
dx

D

Z
1�

.x4 C 1/ � x2
��
.x4 C 1/C x4

� dx

D

Z
1

.x2 � x C 1/.x2 C x C 1/.x4 � x2 C 1/
dx

D
1

4

Z dx
x2 � x C 1

C
1

4

Z dx
x2 C x C 1

C
1

2

Z
1 � x2

x4 � x2 C 1
dx

D
1

4

Z dx�
x �

1
2

�2
C

3
4

C
1

4

Z dx�
x C

1
2

�2
C

3
4

C
1

2

Z 1
x2 � 1

x2 C
1
x2 � 1

dx

D
1

2
p
3

arctan 2x � 1
p
3

C
1

2
p
3

arctan 2x C 1
p
3

�
1

2

Z �
x C

1
x

�2�
x C

1
x

�2
� 2

D

arctan 2x�1p
3

C arctan 2xC1p
3

2
p
3

�
1

4
p
2

ln
 
x2 �

p
2x C 1

x2 C
p
2x C 1

!
C C



5.5 有理分式 –200/572–

� 练习 5.17求不定积分 Z p
x2 � x C 1

x
dx

解 Z p
x2 � x C 1

x
dx

xD 1
t

HHHHHHHH
dxD �1

t2 dt

Z q
1
t2

�
1
t

C 1

1
t

�
�1

t2
dt

D �

Z p
1 � t C t2

t2
dt D

Z p
1 � t C t2d

1

t

D

p
1 � t C t2

t
�
1

2

Z
�1C 2t

t
p
1 � t C t2

dt

D

p
1 � t C t2

t
�

Z
1

p
1 � t C t2

dt C
1

2

Z
1

t
p
1 � t C t2

dt

D

p
1 � t C t2

t
�

Z
1q�

t �
1
2

�2
C

3
4

dt C
1

2

Z
1

t
p
1 � t C t2

dt 备注 1

D

p
1 � t C t2

t
� ln

ˇ̌̌̌
t �

1

2
C

p
t2 � t C 1

ˇ̌̌̌
C
1

2
J

J D

Z
1

t
p
1 � t C t2

dt
tD 1

u
HHHHHHHH
dtD �1

u2 du

Z
1

1
u

q
1 �

1
u

C
1
u2

�
�1

u2
du D �

Z
1

p
u2 � uC 1

du

D �

Z
1q�

u �
1
2

�2
C

3
4

du D ln

ˇ̌̌̌
ˇ̌u �

1

2
C

s�
u �

1

2

�2
C
3

4

ˇ̌̌̌
ˇ̌C c

D ln
ˇ̌̌̌
ˇ1t �

1

2
C

p
t2 � t C 1

t

ˇ̌̌̌
ˇC c

Z p
x2 � x C 1

x
dx D

p
1 � t C t2

t
� ln

ˇ̌̌̌
ˇ̌t �

1

2
C

s�
t �

1

2

�2
C
3

4

ˇ̌̌̌
ˇ̌C

1

2
ln
ˇ̌̌̌
ˇ1t �

1

2
C

p
t2 � t C 1

t

ˇ̌̌̌
ˇC c

D

p
x2 � x C 1 �

1

2
ln
ˇ̌̌
2 � x C 2

p
x2 � x C 1

ˇ̌̌
C ln jxj C c

注： Z
1

p
x2 C a2

dx D ln
ˇ̌̌
x C

p
x2 C a2

ˇ̌̌
C c



5.5 有理分式 –201/572–

解 Z p
x2 � x C 1

x
dxD

Z
x2 � x C 1

x
p
x2 � x C 1

dx

D

Z
2x � 1

p
x2 � x C 1

dx �

Z
x

p
x2 � x C 1

dx C

Z
1

x
p
x2 � x C 1

dx

D

Z
1

p
x2 � x C 1

d
�
x2 � x C 1

�
� J CK D 2

p
x2 � x C 1 � J CK

J D

Z
x

p
x2 � x C 1

dx D

Z
xq�

x �
1
2

�
C

3
4

dx

.x� 1
2 /D

p
3

2 tan t
HHHHHHHHHHHH

dxD

p
3

2 sec2t dt

Z p
3
2

tan t C
1
2

p
3
2

sec t
�

p
3

2
sec2t dt

D

p
3

2

Z sin t
cos2t

dt C
1

2

Z
sec t dt

D

p
3

2 cos t
C
1

2
ln jsec t C tan t j C c

D

p
x2 � x C 1C

1

2
ln
ˇ̌̌
2
p
x2 � x C 1C 2x � 1

ˇ̌̌
C c

K D

Z
1

x
p
x2 � x C 1

dt
xD 1

t
HHHHHHHH
dxD �1

t2 dt

Z
1

1
t

q
1 �

1
t

C
1
t2

�
�1

t2
dt D �

Z
1

p
t2 � t C 1

dt

D �

Z
1q�

t �
1
2

�2
C

3
4

dt D � ln

ˇ̌̌̌
ˇ̌t �

1

2
C

s�
t �

1

2

�2
C
3

4

ˇ̌̌̌
ˇ̌C c

D � ln
ˇ̌̌
2x � 1C 2

p
x2 � x C 1

ˇ̌̌
� ln jxj C c

所以 Z p
x2 � x C 1

x
dx D

p
x2 � x C 1 �

1

2
ln
ˇ̌̌
2
p
x2 � x C 1C 2x � 1

ˇ̌̌
C ln jxj C c
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定理 5.3.奥斯特罗格拉茨基方法

~

有理真分式
P.x/

Q.x/
,其中Q.x/ D Q1.x/Q2.x/Z

P.x/

Q.x/
dx D

P1.x/

Q1.x/
C

Z
P2.x/

Q2.x/
dx

其中Q.x/ D .x � a/k � � � .x2 C px C q/m � � � .xn C � � � / ; .n D 1; 2; � � � /,则

Q1.x/ D .x � a/k�1
� � � .x2 C px C q/m�1

� � �

Q2.x/ D .x � a/ � � � .x2 C px C q/ � � �

P1.x/; P2.x/的系数可用待定系数法从
P.x/

Q.x/
D

d
dx

�
P1.x/

Q1.x/

�
C
P2.x/

Q2.x/
求出

例5.41求不定积分
Z

x dx
.x � 1/2.x C 1/3

解

Q.x/ D .x � 1/2.x C 1/3

Q1.x/ D .x � 1/.x C 1/2 D x3 C x2 � x � 1

Q2.x/ D .x � 1/.x C 1/x2 � 1

设
x

.x � 1/2.x C 1/3
D

�
Ax2 C Bx C C

x3 C x2 � x � 1

�0

C
Dx CE

x2 � 1
,则

x D .2Ax C B/.x � 1/.x C 1/ � .A2 C Bx C C/.3x � 1/C .Dx CE/.x � 1/.x C 1/2

比较系数,得

x4 DD 0 ;

x3 �ACD CED 0 ;

x2 A � 2B �D CED 0 ;

x1 �2A � 3C C B �D �ED 1 ;

x0 �B C C �ED 0 :

H)

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
:̂

A D �
1
8
;

B D �
1
8
;

C D �
1
4
;

D D 0;

E D �
1
8

于是 Z
x dx

.x � 1/2.x C 1/3
D �

x2 C x C 2

8.x � 1/.x C 1/2
�
1

8

Z dx
x2 � 1

D �
x2 C x C 2

8.x � 1/.x C 1/2
C

1

16
ln
ˇ̌̌̌
x C 1

x � 1

ˇ̌̌̌
C C

例5.42求不定积分
Z

x2 C 2

.x2 C x C 1/2
dx

解设
x2 C 2

.x2 C x C 1/2
D

�
Ax C B

x2 C x C 1

�0

C
Cx CD

x2 C x C 1
,则

x2 C 2 D A.x2 C x C 1/ � .Ax C B/.2x C 1/C .Cx CD/.x2 C x C 1/

比较系数,得

x3 C D 0 ;

x2 �AC C CDD 1 ;

x1 �2B C C D 0 ;

x0 A � B CDD 2

H)

8̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

A D 1;

B D 1;

C D 0;

D D 2
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所以 Z
x2 C 2

.x2 C x C 1/2
dx D

x C 1

x2 C x C 1
C

Z
2dx

x2 C x C 1

D
x C 1

x2 C x C 1
C

4
p
3

arctan 2x C 1
p
3

C C

5.6 Risch算法

例5.43证明:
Z
e�x2 dx不能表为初等函数

解反证法: 设 u.x/ D

Z
e�x2 dx为初等函数,则由刘维尔第三定理知:

u.x/ D R.x/eg.x/ C C;

(其中 R.x/为 x的有理函数, C 为常数, f .x/ � 1; g.r/ D �x2)上式两边求导得
du
dx

D R0.x/e�x2

� 2xe�x2

R.x/

D e�x2�
R0.x/ � 2xR.x/

�
D e�x2

;

所以

R0.x/ � 2xR.x/ D 1:

上式右端的 1在有限平面上无极点,所以 R.x/在有限平面无极点,故 R.x/不是有理分式函数. 另
一方面, R.x/也不是多项式函数. 否则,若 R.x/是 x 的 n次多项式,则上式也是 nC 1次多项式,

矛盾. 故
Z
e�x2 dx 不是初等函数.



第 6章 定积分

正确评估自己的能力,手写题先上Wolfram alpha

6.1 定积分的概念与性质

参考同济 7的 p226

6.1.1 定积分的定义

定义 6.1.定积分 " � ı

|

设有常数 I ,如果对于任意给定的正数 ",总存在一个正数 ı,使得对于区间 Œa; b�的任何分

法,不论 �i 在 Œxn�1; xn�中怎样选取,只要 � D maxf�x1; �x2; � � � ; �xng < ı,总有ˇ̌̌̌
ˇ
nX
iD1

f .�i /�xi � I

ˇ̌̌̌
ˇ < "

成立,那么称 I 是 f .x/在 Œa; b�上的定积分,记作
Z b

a

f .x/dx

例6.1 Dirichlet函数: D.x/ D

�
1 ; x是有理数

0 ; x是无理数
. 证明:

Z b

a

D.x/ dx 不存在

解设 Z b

a

D.x/dx D lim
�!0

nX
iD1

D.�i /�xi D I

若取 �i 为有理点：D.�/ D 1Z b

a

D.x/dx D lim
�!0

nX
iD1

D.�i /�xi D lim
�!0

nX
iD1

1 ��xi

D b � a

若取 �i 为无理点：D.�/ D 0Z b

a

D.x/dx D lim
�!0

nX
iD1

D.�i /�xi D lim
�!0

nX
iD1

0 ��xi D 0

这样的数 I 不存在, Dirichlet函数在任何区间上不可积。

例6.2利用定义计算定积分
Z 1

0

x2 dx.

解函数 f .x/ D x2在 Œ0; 1�上连续,故 f .x/ D x2 在 Œ0; 1�上可积.

将 Œ0; 1� n等分,其分点为 xi D
i

n
; .i D 1; 2; � � � ; n/,小区间

�
i � 1

n
;
i

n

�
.i D 1; 2; � � � ; n/

长度为 �xi D
1

n
.i D 1; 2; � � � ; n/,取 �i D

i

n
.i D 1; 2; � � � ; n/, � D maxf�xig D

1

n
,故Z 1

0

x2 dx D lim
�!0

nX
iD1

f .�i /�xi D lim
n!1

nX
iD1

�2i �xi

D lim
n!1

1

n

nX
iD1

�
i

n

�2
D lim
n!1

1

n3

nX
iD1

i2
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D lim
n!1

1
6
n.nC 1/.2nC 1/

n3
D
1

3

例6.3利用定义计算定积分
Z 1

0

ex dx.

解函数 f .x/ D ex 在 Œ0; 1�上连续,故 f .x/ D ex 在 Œ0; 1�上可积.

将 Œ0; 1� n等分,其分点为 xi D
i

n
; .i D 1; 2; � � � ; n/,小区间

�
i � 1

n
;
i

n

�
.i D 1; 2; � � � ; n/

长度为 �xi D
1

n
.i D 1; 2; � � � ; n/,取 �i D

i

n
.i D 1; 2; � � � ; n/, � D maxf�xig D

1

n
,故Z 1

0

ex dx D lim
�!0

nX
iD1

f .�i /�xi D lim
n!1

nX
iD1

e�i�xi

D lim
n!1

1

n

nX
iD1

e
i
n D lim

n!1

.e � 1/e
1
n

n.e
1
n � 1/

D e � 1

例6.4利用定义计算定积分
Z b

a

1

x
dx.

解函数 f .x/ D
1

x
在 Œa; b�上连续,故 f .x/ D

1

x
在 Œa; b�上可积.

将 Œa; b� n等分,其分点为 x0 D a; x1 D aq; x2 D aq2; � � � ; xn D aqn D b; q D

�
b

a

� 1
n

,

小区间 Œaqi�1; aqi � .i D 1; 2; � � � ; n/长度为 �xi D aqi�1.q � 1/ .i D 1; 2; � � � ; n/,

取 �i D aqi .i D 1; 2; � � � ; n/, � D maxf�xig D aqn�1.q � 1/ �
b

n
ln
�
b

a

�
,故Z b

a

1

x
dx D lim

�!0

nX
iD1

f .�i /�xi D lim
n!1

nX
iD1

1

�i
�xi

D lim
n!1

nX
iD1

aqi�1.q � 1/

aqi
D lim
n!1

n.1 � q�1/

D lim
n!1

n

�
1 �

�a
b

� 1
n

�
D lim
n!1

n

�
1 � e

1
n ln

�
a
b

��
D ln

�
b

a

�

例6.5计算积分:
Z �

0

ln.2C cos x/ dx

证明 注意到方程 x2n � 1 D 0的根为

xk D cos k�
n

C i sin k�
n
; k D 1; 2; � � � ; 2n:

其中 xn D �1; x2n D 1; x2n�k D Nxk ; k D 1; 2; � � � ; n � 1. 于是

x2n � 1

x2 � 1
D 1C x2 C � � � C x2n�2

D

n�1Y
kD1

.x � xk/.x � Nxk/ D

n�1Y
kD1

�
x2 C 1 � 2x cos k�

n

�
:
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令
x2 C 1

�2x
D 2,并取 x D

p
3 � 2. 得到

x2n � 1 D .x2 � 1/

n�1Y
kD1

�
� 4x � 2x cos k�

n

�

D .x2 � 1/.�2x/n�1
n�1Y
kD1

�
2C cos k�

n

�

n�1Y
kD1

�
2C cos k�

n

�
D

.
p
3 � 2/2n � 1

..
p
3 � 2/2 � 1/.4 � 2

p
3/n�1

因此,

Z �

0
ln.2C cos x/dx D lim

n!1

�

n
ln
n�1Y
kD1

�
2C cos k�

n

�

D lim
n!1

�

n

�
ln .

p
3 � 2/2n � 1

.
p
3 � 2/2 � 1

� ln.4 � 2
p
3/n�1

�
D lim
n!1

�

n

�
� .n � 1/ ln.4 � 2

p
3/
�

D �� ln.4 � 2
p
3/

D � ln
�
4C 2

p
3

4

�
D � ln

p
3C 2

2

� 练习 6.1求极限: I D lim
n!1

1p C 3p C � � � C .2n � 1/p

npC1

解考虑 f .x/ D xp .x 2 Œ0; 2�/. 将 Œ0; 2� n等分,分点为
2i

n
, .i D 1; 2; � � � ; n/,

小区间长度为 �xi D
2

n
.i D 1; 2; � � � ; n/,取 �i D

2i � 1

n
.i D 1; 2; � � � ; n/, � D maxf�xig D

2

n
,故

I D
1

2
lim
n!1

2

n

nX
kD1

�
2k � 1

n

�p
D
1

2
lim
�!0

nX
iD1

.�i /
p�xi D

1

2

Z 2

0

xp dx D
2p

p C 1

� 练习 6.2求极限: lim
n!1

1

n

nX
iD1

sin
 
i �

1
2

n
�

!

解法 1. 考虑 f .x/ D sin.�x/ .x 2 Œ0; 1�/. 将 Œ0; 1� n等分,分点为
i

n
, .i D 1; 2; � � � ; n/,小区间长度

为 �xi D
1

n
.i D 1; 2; � � � ; n/,取 �i D

i �
1
2

n
.i D 1; 2; � � � ; n/, � D maxf�xig D

1

n
,故

lim
n!1

1

n

nX
iD1

sin
 
i �

1
2

n
�

!
D lim
�!0

nX
iD1

sin.�i�/�xi D

Z 1

0

sin.�x/ dx D
2

�

法 2. 考虑 f .x/ D sin x .x 2 Œ0; ��/. 将 Œ0; �� n等分,分点为
i�

n
, .i D 1; 2; � � � ; n/,

小区间长度为 �xi D
�

n
.i D 1; 2; � � � ; n/, 取 �i D

i �
1
2

n
� .i D 1; 2; � � � ; n/, � D maxf�xig D

�

n
,

故

lim
n!1

1

n

nX
iD1

sin
 
i �

1
2

n
�

!
D
1

�
lim
n!1

�

n

nX
iD1

sin
 
i �

1
2

n
�

!

D
1

�
lim
�!0

nX
iD1

sin.�i /�xi D
1

�

Z �

0

sin x dx D
2

�

例6.6求极限 lim
n!C1

 
2

1
n

nC 1
C

2
2
n

nC
1
2

C � � � C
2

n
n

nC
1
n

!
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解
2

1
n

nC 1
C

2
2
n

nC
1
2

C � � � C
2

n
n

nC
1
n

D

nX
kD1

2
k
n

nC
1
k

D
1

n

nX
kD1

2
k
n

1C
1
nk

由幂级数展开式,有 2
1
n > 1C

ln 2
n

,由此可得

2
k
n

1C
1
nk

D 2
k�1

n
2

1
n

1C
1
nk

⩾ 2
k�1

n
1C

ln2
n

1C
1
nk

> 2
k�1

n ; k > 1

所以

2
k�1

n <
2

k
n

1C
1
nk

< 2
k
n ; 8k > 1

因此,由连续函数的介值定理,存在 �k 2

�
k � 1

n
;
k

n

�
,使得

2
k
n

1C
1
nk

D 2�k ,因此

1

n

nX
kD1

2
k
n

1C
1
nk

D
1

n

nX
kD1

2�k ; �k 2

�
k � 1

n
;
k

n

�
由定积分的定义,有

lim
n!C1

1

n

nX
kD1

2
k
n

1C
1
nk

D
1

n

nX
kD1

2�k D

Z 1

0

2x dx D
1

ln 2

例6.7求极限: lim
n!1

�
b

1
n � 1

� n�1X
iD0

b
i
n sin b

2iC1
2n .b > 1/:

解考虑 sin x在 Œ1; b�上按以下划分

1 D b
0
n < b

1
n < b

2
n < � � � < b

n
n D b

所做的积分和,其中 �i D b
iC1

n � b
i
n 为小区间

�
b

i
n �; b

iC1
n

�
的长度,最大区间长度

� D max
0⩽i⩽n�1

f�ig ⩽ b.b
1
n � 1/ ! 0;

又 �i D b
2iC1

2n 为小区间两端点的比例中项,因此

原式 D lim
n!1

n�1X
iD0

sin

�i‚…„ƒ
b

2iC1
2n

� �xi‚ …„ ƒ
b

iC1
n � b

i
n

�
D

Z b

1

sin x dx D cos 1 � cos b

例6.8求极限 I D lim
n!1

�
1

nC 1
C

1

nC 2
C � � � C

1

2n

�
解

I D lim
n!1

1

n

nX
iD1

1

1C
i
n

D

Z 1

0

1

1C x
dx D ln 2

� 练习 6.3求极限: lim
n!1

1

n4

2nY
iD1

n
p
n2 C i2

解取对数,我们有

ln
 
1

n4

2nY
iD1

n
p
n2 C i2

!
D

2nX
iD1

ln.n2 C i2/

n
� lnn4
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D

2nX
iD1

lnn2

n
C
1

n

2nX
iD1

ln
 
1C

�
i

n

�2!
� lnn4

D
1

n

2nX
iD1

ln
 
1C

�
i

n

�2!
从而可得

lim
n!1

1

n4

2nY
iD1

n
p
n2 C i2 D exp

 
lim
n!1

2nX
iD1

ln
 
1C

�
i

n

�2!
1

n

!

D exp
�Z 2

0

ln.1C x2/dx
�

D 25e2arctan2�4

� 练习 6.4求极限: lim
n!1

�
1˛ C 3˛ C � � � C .2nC 1/˛

�ˇC1�
2ˇ C 4ˇ C � � � C .2n/ˇ

�˛C1
.˛; ˇ ¤ �1/

解

I D lim
n!1

�
1˛ C 3˛ C � � � C .2nC 1/˛

�ˇC1�
2ˇ C 4ˇ C � � � C .2n/ˇ

�˛C1
.˛; ˇ ¤ �1/

D 2˛�ˇ lim
n!1

8<: 2n
"�

1

n

�˛
C

�
3

n

�˛
C � � � C

�
2nC 1

n

�˛#9=;
ˇC1

8<: 2n
"�

2

n

�ˇ
C

�
4

n

�ˇ
C � � � C

�
2n

n

�ˇ#9=;
˛C1

D 2˛�ˇ

�Z 2

0

x˛ dx
�ˇC1

�Z 2

0

xˇ dx
�˛C1

D 2˛�ˇ

(
1

˛ C 1
x˛C1

ˇ̌̌̌2
0

)ˇC1

(
1

ˇ C 1
xˇC1

ˇ̌̌̌2
0

)˛C1

D 2˛�ˇ .ˇ C 1/˛C1

.˛ C 1/ˇC1

� 练习 6.5求极限 lim
n!1

nX
iD1

1

nC
i2C1
n

解注意到
nX
iD1

1

nC
.iC1/2

n

⩽
nX
iD1

1

nC
i2C1
n

⩽
nX
iD1

1

nC
i2

n

而

lim
n!C1

nX
iD1

1

nC
i2

n

D lim
n!1

1

n

nX
iD2

1

1C . i
n
/2

D

Z 1

0

dx
1C x2

D
�

4

lim
n!1

nX
iD1

1

nC
.iC1/2

n

D lim
n!1

nC1X
iD2

1

nC
i2

n

D lim
n!1

� nX
iD2

1

nC
i2

n

C
1

nC
.iC1/2

n

�

D lim
n!1

nX
iD1

1

nC
i2

n

C lim
n!1

1

nC
.iC1/2

n

� lim
n!1

1

nC
12

n

D

Z 1

0

dx
1C x2

C 0C 0 D
�

4
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由夹逼准则知 lim
n!1

nX
iD1

1

nC
i2C1
n

D
�

4

� 练习 6.6求极限: I D lim
n!1

nX
kD1

k

.nC k/.nC k C 1/

解

I D lim
n!1

nX
kD1

�
k

nC k
�

k

nC k C 1

�
D lim
n!1

�
1

nC 1
�

1

nC 2
C

2

nC 2
�

2

nC 3
� � � � C

n

nC n
�

n

nC nC 1

�
D lim
n!1

  
nX
kD1

k

nC k

!
�

n

nC nC 1

!

D lim
n!1

1

n

nX
kD1

1

1C
k
n

�
1

2
D

Z 1

0

1

1C x
dx �

1

2

D ln 2 �
1

2

例6.9设 an D cos �

n
p
n

cos 2�

n
p
n

� � � cos n�

n
p
n

,求 lim
n!1

an

证明 取对数,我们有

ln an D ln
�

cos �

n
p
n

cos 2�

n
p
n

� � � cos n�

n
p
n

�
D

nX
kD1

ln
�

cos k�

n
p
n

�
D

nX
kD1

ln
�
1C

�
cos k�

n
p
n

� 1
��

从而可得

lim
n!1

ln an D ln lim
n!1

an D ln lim
n!1

nX
kD1

�
�
k2�2

2n3
�
k4�4

12n6
C o

� 1
n2

��

D � ln lim
n!1

nX
kD1

k2�2

2n3
C

nX
kD1

 
�
k4�4

12n6
C o

� 1
n2

�!

D �
�2

2

Z 1

0
x2 dx C 0 D �

�2

6

于是 lim
n!1

an D e� �2

6

例6.10求极限 lim
n!C1

�
1C

12

n3

��
1C

22

n3

�
� � �

�
1C

n2

n3

�
的通解

解 (by ytdwdw) 因为 lim
x!0C

ln.1C x/

x
D 1, 所以 8" > 0; 9ı > 0, s.t. 当 x 2 .0; ı/ 时, 成立ˇ̌̌̌

ln.1C x/

x
� 1

ˇ̌̌̌
< ",即 j ln.1C x/ � xj < "x. 因此,当 n >

1

ı
时,由于ˇ̌̌̌ nX

kD1

ln
�
1C

k2

n3

�
�
k2

n3

ˇ̌̌̌
< "

nX
kD1

k2

n3

令 n ! 1得到

lim
n!C1

ˇ̌̌̌ nX
kD1

ln
�
1C

k2

n3

�
�

Z 1

0

x2 dx
ˇ̌̌̌
⩽ "

Z 1

0

x2 dx
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由 " > 0的任意性即得

lim
n!C1

nX
kD1

ln
�
1C

k2

n3

�
D

Z 1

0

x2 dx D
1

3

从而原极限为 e
1
2 .

�
注意用上极限只是为了叙述简便. 本题中 j ln.1C x/ � xj < "x 不宜换成 ln.1C x/ D x C o.x/

� 练习 6.7求极限: lim
n!1

�
11 � 22 � 33 � � �nn

� 1

n2

p
n

解取对数,我们有

ln

0@�11 � 22 � 33 � � �nn
� 1

n2

p
n

1A D
1

n2

nX
iD1

i ln i �
1

2
lnn

D
1

n

nX
iD1

i

n
ln i
n

C
1

n

nX
iD1

i

n
lnn �

1

2
lnn

D
1

n

nX
iD1

i

n
ln i
n

C
n2 C n

2n2
lnn �

1

2
lnn

D
1

n

nX
iD1

i

n
ln i
n

C
lnn
2n

从而可得

lim
n!1

�
11 � 22 � 33 � � �nn

� 1

n2

p
n

D exp
 

lim
n!1

 
1

n

nX
iD1

i

n
ln i
n

C
lnn
2n

!!

D exp
�Z 1

0

x ln x dx
�

D e� 1
4

例6.11求极限: lim
n!1

241
n

nX
kD1

.ln k/2 �

 
1

n

nX
kD1

ln k
!235

解 (by欧阳)由于
1

n

nX
kD1

ln2 k �
1

n

nX
kD1

ln2 k
n

D
1

n

nX
kD1

�
2 ln ln k � ln2 n

�
 
1

n

nX
kD1

ln k
!2

�

 
1

n

nX
kD1

ln k
n

!2
D
1

n

nX
kD1

�
2 ln ln k � ln2 n

�
于是

lim
n!1

241
n

nX
kD1

.ln k/2 �

 
1

n

nX
kD1

ln k
!235 D lim

n!1

241
n

nX
kD1

ln2 k
n

�

 
1

n

nX
kD1

ln k
n

!235
D

Z 1

0

ln2 x dx �

�Z 1

0

ln x dx
�2

D 1

或者可以

原式 D lim
n!1

241
n

nX
kD1

�
ln k
n

C lnn
�2

�

 
1

n

nX
kD1

�
ln k
n

C lnn
�!235

将平方展开
HHHHHHHH lim

n!1

241
n

nX
kD1

ln2 k
n

�

 
1

n

nX
kD1

ln k
n

!235
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D

Z 1

0

ln2 x dx �

�Z 1

0

ln x dx
�2

D 1

例6.12求极限: lim
n!1

1

n

nX
iD1

nX
jD1

i C j

i2 C j 2

解 [[12]]

lim
n!1

1

n

nX
iD1

nX
jD1

i C j

i2 C j 2
Stolz

HHHH lim
n!1

0@nC1X
iD1

nC1X
jD1

i C j

i2 C j 2
�

nX
iD1

nX
jD1

i C j

i2 C j 2

1A
D 2

�
.nC 1/C 1

.nC 1/2 C 12
C

.nC 1/C 2

.nC 1/2 C 22
C � � � C

.nC 1/C n

.nC 1/2 C n2

�
C

1

nC 1

D
2

nC 1

 
1C

1
nC1

1C
�
1
nC1

�2 C
1C

2
nC1

1C
�
2
nC1

�2 C � � � C
1C

n
nC1

1C
�
n
nC1

�2
!

C
1

nC 1

D 2

Z 1

0

1C x

1C x2
dx D

�

2
C ln 2

例6.13求极限: I D lim
n!1

nQ
kD1

h
2C

1
k

ln
�
1C

k2

n2

�i
2n C 1

.

证明 法 1 (定积分).

I D exp lim
n!1

nX
kD1

ln
"
2C

1

k
ln
�
1C

k2

n2

�#
� ln.2n C 1/

D exp lim
n!1

nX
kD1

1

2k
ln
�
1C

k2

n2

�
D exp 1

2

Z 1

0

ln.1C x2/

x
dx

D exp 1
2

1X
nD0

Z 1

0

.�1/n�1x2n�1

n
dx D exp 1

4

1X
nD1

.�1/k�1

k2
D exp �

2

48

法 2.

I D exp lim
n!1

nX
kD1

ln
"
2C

1

k
ln
�
1C

k2

n2

�#
� ln.2n C 1/ D exp lim

n!1

nX
kD1

1

2k
ln
�
1C

k2

n2

�

D exp 1
2

lim
n!1

nX
kD1

1

k

1X
iD1

.�1/i�1k2i

in2i
D exp 1

2
lim
n!1

nX
kD1

1X
iD1

.�1/i�1k2i�1

in2i

D exp 1
2

lim
n!1

nX
kD1

.�1/k�1

2k2
D exp 1

4
lim
n!1

nX
kD1

.�1/k�1

k2
D exp �

2

48

例6.14证明:
n�1X
kD1

1

sin k
n
�

D
2n

�

�
ln 2nC  � ln�

�
CO.1/.

证明 我们有
n�1X
kD1

1

sin k
n�

D
2n

�

n�1X
kD1

1

k
C n

n�1X
kD1

 
1

sin k
n�

�
1

k
n�

�
1

.n�k/
n �

!
1

n

由定积分定义,可得

n�1X
kD1

 
1

sin k
n�

�
1

k
n�

�
1

.n�k/
n �

!
1

n

D

Z 1

0

�
1

sin�x �
1

�x
�

1

�.1 � x/

�
dx CO

� 1
n

�
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D �
2

�
ln �
2

CO
� 1
n

�
由此式,并利用

n�1X
kD1

1

k
D lnnC  CO

� 1
n

�
就可以得到

n�1X
kD1

1

sin k
n�

D
2n

�

�
ln 2nC  � ln�

�
CO.1/

例6.15计算: lim
n!1

0BB@ sin
2

2n
C sin

4

2n
C � � � C sin

2n

2n

sin
1

2n
C sin

3

2n
C � � � C sin

2n � 1

2n

1CCA
n

D exp sin 1
1 � cos 1

解法 I.

lim
n!1

0B@ sin
2

2n
C sin

4

2n
C � � � C sin

2n

2n

sin
1

2n
C sin

3

2n
C � � � C sin

2n � 1

2n

1CA
n

D lim
n!1

0B@ 1

n

�
sin

2

2n
C sin

4

2n
C � � � C sin

2n

2n

�
1

n

�
sin

1

2n
C sin

3

2n
C � � � C sin

2n � 1

2n

�
1CA
n

D lim
n!1

0BBB@
Z 1

0

sin x dx C
sin 1C sin 0

2n
C o

�1
n

�
Z 1

0

sin x dx C
cos 0 � cos 1

24n2
C o

� 1
n2

�
1CCCA
n

D exp sin 1
1 � cos 1

法 II(by西西). 由积化和差公式得
nX
kD1

sin 2k
2n

D

Pn
kD1 sin 2k

2n
sin 1

2n

sin 1
2n

D

Pn
kD1

�
�
1
2

��
cos 2kC1

2n
� cos 2k�1

2n

�
sin 1

2n

D

�
�
1
2

� �
cos

�
1C

1
2n

�
� cos 1

2n

�
sin 1

2n

同理可得
nX
kD1

sin 2k � 1

2n
D

�
�
1
2

�
.cos 1 � 1/

sin 1
2n

从而

lim
n!1

 Pn
kD1 sin 2k

2nPn
kD1 sin 2k�1

2n

!n
D lim
n!1

 
cos

�
1C

1
2n

�
� cos 1

2n

cos 1 � 1

!n

D lim
n!1

 
sin

�
1
2

C
1
2n

�
sin 1

2

!n
D lim
n!1

�
1C

�
cos 1

2n
C sin 1

2n
cot 1

2
� 1

��n
D exp

�
lim
n!1

n �

�
cos 1

2n
C sin 1

2n
cot 1

2
� 1

��
�

D exp
"

lim
n!1

 
sin 1

2n
cot 1

2
1
n

�
1 � cos 1

2n
1
n

!#

D e
cot 1

2
2

法 III(欧拉公式).
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例6.16计算极限 lim
m!C1
n!C1

mX
iD1

nX
jD1

.�1/iCj

i C j

证明 因为

Z 0

�1
xiCj�1 dx D �

.�1/iCj

i C j
,所以部分和

Sm;n D

mX
iD1

nX
jD1

.�1/iCj

i C j
D �

mX
iD1

nX
jD1

Z 0

�1
xiCj�1 dx

D �

mX
iD1

 Z 0

�1
xiC1�1 dx C

Z 0

�1
xiC2�1 dx C � � � C

Z 0

�1
xiCj�1 dx

!

D �

mX
iD1

Z 0

�1

�
xi C xiC1 C � � � C xiCn�1

�
dx

D �

mX
iD1

Z 0

�1

xi .1 � xn/

1 � x
dx D �

mX
iD1

Z 0

�1

xi � xiCn

1 � x
dx

D �

Z 0

�1

.x1 � x1Cn/C .x2 � x2Cn/C � � � C .xm � xmCn/

1 � x
dx

D �

Z 0

�1

x1 C x2 C � � � C xm

1 � x
dx C

Z 0

�1

xnC1 C xnC2 C � � � C xnCm

1 � x
dx

D �

Z 0

�1

x � xmC1

.1 � x/2
dx C

Z 0

�1

xnC1 � xnCmC1

.1 � x/2
dx

下面证明: lim
t!C1

Z 0

�1

xt

.1 � x/2
dx D 0,事实上,因为 x 2 Œ�1; 0�,所以 .1 � x/2 ⩾ 10,

Z 0

�1

xt

.1 � x/2
dx ⩽

Z 0

�1
xt dx D

.�1/tC2

t C 1
! 0

当 t ! C1时,于是

lim
m!C1
n!C1

mX
iD1

nX
jD1

.�1/iCj

i C j
D lim

m!C1
n!C1

Sm;n D �

Z 0

�1

x

.1 � x/2
dx D ln 2 �

1

2

例6.17计算极限 lim
l!1

lim
m!1

lim
n!1

mX
kD1

mX
jD1

nX
iD1

.�1/iCjCk

i C j C k

解法 I(by西西). 先证明如下引理

lim
t!1

ˇ̌̌̌Z 0

�1

xt

.1 � x/p
dx
ˇ̌̌̌

D 0
�
p 2 NC

�
事实上 ˇ̌̌̌Z 0

�1

xt

.1 � x/p
dx
ˇ̌̌̌

�

Z 0

�1

jxj
t dx ! 0.t ! 1/

故
lX

kD1

mX
jD1

nX
iD1

.�1/iCjCk

i C j C k
D �

lX
kD1

mX
jD1

nX
iD1

Z 0

�1

xiCjCk�1 dx

D �

Z 0

�1

nX
iD1

xj�1

mX
jD1

xj
lX

kD1

xk dx

D

Z 0

�1

x2

.1 � x/3

�
1 � xl

�
.1 � xm/ .1 � xn/dx

D �

Z 0

�1

x2

.1 � x/3
dx C I
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其中 I 与引理中的积分类似,从而

lim
l!1

lim
m!1

lim
n!1

mX
kD1

mX
jD1

nX
iD1

.�1/iCjCk

i C j C k
D �

Z 0

�1

x2

.1 � x/3
dx D

5

8
� ln 2

法 II(by西西).

原式 D lim
l!1

lim
m!1

lim
n!1

mX
kD1

nX
iD1

Z 1

0

.�1/iCjCke�.iCjCk/x dx

D lim
l!1

lim
m!1

lim
n!1

Z n

iD1

 
nX
iD1

.�1/ie�ix

!0@ nX
jD1

.�1/j e�jx

1A nX
kD1

.�1/ke�kx

!
dx

D

Z 1

0

 
lim
n!1

nX
iD1

.�e�x/
i

!0@ lim
m!1

mX
jD1

.�e�x/
j

1A lim
l!1

lX
kD1

.�e�x/
k

!
dx

D

Z 1

0

�
�e�x

1C e�x

�3
dx D �

Z 1

0

t2

.1C t /3
dt D

5

8
� ln 2

例6.18求极限: lim
n!1

1

n2

nX
kD1

1

sin2 k�
2n

引理 6.1

~

nX
kD1

1

sin2 k�
2n

D
2n2 C 1

3

证明 方法 1 利用三角恒等式

sin 2nx D

nX
kD1

 
2n

k

!
.�1/k�1 cos2nC1�2k x sin2k x

D sin2n x cot x
 
2n cot2n�2 x �

 
2n

3

!
cot2n�4 x C � � �

!

若令 sin 2nx D 0,则 2nx D k� , x D
k�

2n
. 右边即可得

 
2n

1

!
cot2n�2 x �

 
2n

3

!
cot2n�4 x C � � � D 0:

方程

 
2n

1

!
cot2n�2 x �

 
2n

3

!
cot2n�4 x C � � � D 0的所有根为

t D cot2 k�
2n

; k D 1; � � � ; n � 1

那么由韦达定理可得

n�1X
kD1

cot2 k�
2n

D

�2n
3

�
2n

D
.2n � 1/.n � 1/

3
.于是

nX
kD1

csc2 k�
2n

D 1C

n�1X
kD1

�
cot2 k�

2n
C 1

�
D
.2n � 1/.n � 1/

3
C n D

2n2 C 1

3
:
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方法 2 利用有理分式展开 csc2 x D

1X
mD�1

1

.x Cm�/2
可得

n�1X
kD1

csc2 k�
2n

D

nX
kD1

1X
mD�1

1�
k�
n Cm�

�2 D
n2

�2

1X
mD�1

nX
kD1

1

.k C nm/2

D
n2

�2

1X
mD�1

njm

1

m2
D
2n2

�2

�
1 �

1

n2

� 1X
mD1

1

m2
D
n2 � 1

3

在这个求和式子中,对固定的 m; k 从 1到 n � 1求和,则 k C nm刚好不包含被 n整除的数. 由此可得

n�1X
kD1

cot2 k�
2n

D
1

2

0@2n�1X
kD1

cot2 k�
2n

C 1

1A D
1

2

 
4n2 � 1

3
C 1

!
D
2n2 C 1

3
:

解 (by向禹)因此

lim
n!1

1

n2

nX
kD1

1

sin2 k�
2n

D lim
n!1

1

n2
2n2 C 1

3
D
2

3

例6.19证明: lim
n!1

j cos.1/j C j cos.2/j C � � � C j cos.n/j
n

D
2

�

解法 I.令 f .x/ D

Z x

0

j cos t j dt . 当 x 2 Œn�; .nC 1/�/时,

2n D

Z n�

0

j cos t j dt � f .x/ <

Z .nC1/�

0

j cos t j dt D 2.nC 1/:

由此得
2n

.nC 1/�
<
f .x/

x
<
2.nC 1/

n�
:

记 Sn D

nX
kD1

jcos kj,则有

lim
n!1

1

n

nX
kD1

j cos kj D lim
n!1

Sn

n
D lim
x!C1

f .x/

x
D
2

�
:

法 II.取 f .x/ D lim
n!1

1

n

nX
kD1

j cos.k C x/j,则

f .x/ D lim
n!1

1

n

nX
kD1

j cos.k C x/j

D lim
n!1

1

n

mX
kD1

j cos.k C x/j C lim
n!1

1

n

nX
kDmC1

j cos.k C x/j

D lim
n!1

1

n

nX
kDmC1

j cos.k C x/j

D lim
n!1

1

n

nX
sD1

j cos.s CmC x/j D f .x Cm/:

又

f .x C 2�/ D lim
n!1

1

n

nX
kD1

j cos.k C x C 2�/j D f .x/:

所以

f .x/ D f .x Cm/ D f .x C 2�/: (6.1)
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对于 f .x/ D lim
n!1

1

n

nX
kD1

j cos.k C x/j,其中
1

n
单调且 lim

n!1

1

n
D 0, j cos.k C x/j在 x 2 Œ0; 1�上一

致有界,由 Dirichlet判别法可知: 函数 f .x/一致收敛. 同时(6.1)式说明周期可为任意整数,又可为
2�，那么必为常数函数, f .x/ � C .所以

f .0/ D lim
n!1

1

n

nX
kD1

j cos kj D

Z 1

0

f .x/dx

D lim
n!1

1

n

Z 1

0

nX
kD1

j cos.k C x/jdx D lim
n!1

1

n

nX
kD1

Z 1

0

j cos.k C x/jdx

D lim
n!1

1

n

nX
kD1

Z kC1

k

j cos t jdt D lim
n!1

1

n

Z nC1

1

j cos t jdt D
2

�

法 III(by ytdwdw).

引理 6.2

~

设 f .x/以 1为周期,在 Œ0; 1�可积,若 z 为无理数,则

lim
n!C1

1

n

nX
kD1

f .kz/ D

Z 1

0

f .x/ dx

证明

(i) 对 f .x/ D C; cos 2mx; sin 2mx 成立.
(ii) 利用Weierstrass第二逼近定理可推广到 f .x/为连续函数的情形.
(iii) 当 f 限制在 Œ0; 1�上为 �Œa;b�.x/ .0 < a < b < 1/时. 任取 " 2 .0;min.a; 1 � b; b�a

2 //,
定义 F".x/如下: 在 Œ0; a � "� [ Œb C "; 1�上为零,在 Œa; b�上为 1,在 Œa � "; a�和 Œb; b C "�上用直线段

连接,使之连续.
定义 G".x/如下: 在 Œ0; a� [ Œb; 1�上为零,在 ŒaC "; b � "�上为 1,在 Œa; aC "�和 Œb � "; b�上用直线段

连接,使之连续.
则 Z 1

0
G".x/dx ⩽ lim

n!C1

1

n

nX
kD1

f .kz/ ⩽ lim
n!C1

1

n

nX
kD1

f .kz/ ⩽
Z 1

0
F".x/dx

令 " ! 0C 即得对这样的 f .x/成立

进而对所有按段常值函数成立.
(iv) 最后证明对可积函数成立.

取 f .x/ D j cos�xj; z D
1

�
,即得

lim
n!C1

1

n

nX
kD1

j cos kj D lim
n!C1

1

n

nX
kD1

f .kz/ D

Z 1

0

j cos�xj dx D
2

�
:

法 IV.构建 j cos kj .k 2 NC/在 j cos xj上的随机分布,则 j cos kj的均值为

lim
n!1

1

n

nX
kD1

j cos kj D E.j cos kj/ D

R �
2

� �
2

j cos xj dx
�

D
2

�
:

� 练习 6.8求极限: lim
n!1

n
p
1C 2ŠC 3ŠC � � � C nŠ

n

解由于
n
p
nŠ

n
⩽

n
p
1C 2ŠC 3ŠC � � � C nŠ

n
⩽

n
p
n � nŠ

n

而

lim
n!1

n
p
nŠ

n
D exp

(
lim
n!1

1

n

nX
iD1

ln i
n

)
D exp

�Z 1

0

ln x dx
�

D
1

e
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lim
n!1

n
p
n � nŠ

n
D lim
n!1

n
p
n � lim

n!1

n
p
nŠ

n
D
1

e

所以由夹逼准则知所求极限为
1

e

� 练习 6.9求极限: lim
n!1

n

 
sin �

n

n2 C 1
C

sin 2
n
�

n2 C 2
C � � � C

sin�
n2 C n

!
解由于

1

nC 1

nX
iD1

sin i�
n

⩽
nX
iD1

sin i�
n

nC
i
n

⩽ 1

n

nX
iD1

sin i�
n

而

lim
n!1

1

nC 1

nX
iD1

sin i�
n

D lim
n!1

n

.nC 1/�
� lim
n!1

�

n

nX
iD1

sin i�
n

D
1

�

Z �

0

sin x dx D
2

�

lim
n!1

1

n

nX
iD1

sin i�
n

D
1

�
lim
n!1

�

n

nX
iD1

sin i�
n

D
1

�

Z �

0

sin x dx D
2

�

所以由夹逼准则知所求极限为
2

�

� 练习 6.10求极限: lim
n!1

 p
1 � 2

n2 C 1
C

p
2 � 3

n2 C 2
C � � � C

p
n � .nC 1/

n2 C n

!
解由于

i

n2 C n
⩽
p
i � .i C 1/

n2 C i
⩽ i C 1

n2 C 1

而

lim
n!1

nX
iD1

i

n2 C n
D lim
n!1

n2

n2 C n
� lim
n!1

1

n

nX
iD1

i

n
D 1 �

Z 1

0

x dx D
1

2

lim
n!1

nX
iD1

i C 1

n2 C 1
D lim
n!1

nX
iD1

i

n2 C 1
C lim
n!1

n

n2 C 1

D lim
n!1

n2

n2 C 1
� lim
n!1

1

n

nX
iD1

i

n
D 1 �

Z 1

0

x dx D
1

2

故由夹逼准则知

lim
n!1

 p
1 � 2

n2 C 1
C

p
2 � 3

n2 C 2
C � � � C

p
n � .nC 1/

n2 C n

!
D
1

2

� 练习 6.11设 f .x/在 Œ1;C1/上是减函数,且 f .x/ ⩾ 0. 证明Z 1

1

f .x/ dx ⩽
1X
nD1

f .n/ ⩽ f .1/C

Z 1

1

f .x/ dx

解一方面
1X
nD1

f .n/ D f .1/C

1X
nD2

f .n/ D f .1/C

1X
nD2

Z n

n�1

f .n/dx

< f .1/C

1X
nD2

Z n

n�1

f .x/ dx D f .1/C

Z 1

1

f .x/dx

另一方面
1X
nD1

f .n/ D

1X
nD1

Z nC1

n

f .n/ dx >
1X
nD1

Z nC1

n

f .x/ dx D

Z 1

1

f .x/ dx
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因此 Z 1

1

f .x/ dx ⩽
1X
nD1

f .n/ ⩽ f .1/C

Z 1

1

f .x/ dx

� 练习 6.12求
100X
nD1

n� 1
2 的整数部分

解一方面
100X
nD1

n� 1
2 D 1C

100X
nD2

n� 1
2 D 1C

100X
nD2

Z n

n�1

n� 1
2 dx

< 1C

100X
nD2

Z n

n�1

x� 1
2 dx D 1C

Z 100

1

x� 1
2 dx D 19

或者
100X
nD1

n� 1
2 <

Z 101

1

1q
x �

1
2

dx D 2
p
100:5 �

p
2 � 18:636

另一方面
100X
nD1

n� 1
2 D

100X
nD1

Z nC1

n

n� 1
2 dx

>

100X
nD1

Z nC1

n

x� 1
2 dx D

Z 101

1

x� 1
2 dx D 2

�p
101 � 1

�
� 18:1

因此
100X
nD1

n� 1
2 的整数部分为 18.

� 练习 6.13求极限: lim
n!1

n2X
kD1

n

n2 C k2

解法 1. 一方面

lim
n!1

n2X
kD1

n

n2 C k2
D lim
n!1

n2X
kD1

Z k

k�1

n

n2 C k2
dx

⩽ lim
n!1

n2X
kD1

Z k

k�1

n

n2 C x2
dx D

Z n2

0

n

n2 C x2
dx D

�

2

另一方面

lim
n!1

n2X
kD1

n

n2 C k2
D lim
n!1

n2X
kD1

Z kC1

k

n

n2 C k2
dx

⩾ lim
n!1

n2X
kD1

Z kC1

k

n

n2 C x2
dx D

Z n2C1

1

n

n2 C x2
dx D

�

2

故由夹逼准则知

lim
n!1

n2X
kD1

n

n2 C k2
D
�

2

法 2. 设

Sn D lim
n!1

n2X
kD1

n

n2 C k2
D

n2X
kD1

1

1C

�
k
n

�2 �
1

n
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因 Z kC1
n

k
n

dx

1C x2
<

1

1C

�
k
n

�2 �
1

n
<

Z k
n

k�1
n

dx

1C x2

则 Z 1
n

n2C1
n

dx

1C x2
< Sn <

Z n

0

dx

1C x2

当 n ! 1时，该不等式左右两端的极限都趋于

Z C1

0

dx

1C x2
D
�

2

由夹逼准则可知原极限为
�

2

� 练习 6.14求极限

lim
n!1

nX
iD1

1

nC
i2C1
n

解

lim
n!1

nX
iD1

1

nC
i2C1
n

D lim
n!1

1

nC
n2C1
n

C lim
n!1

1

n

nX
iD1

1

1C
.n�1/2C1

n2

D lim
�!0

nX
iD1

1

1C .�i /2
�xi ; �i D

.n � 1/2 C 1

n2
; �xi D

1

n

D

Z 1

0

1

1C x2
dx D

�

4

例6.20求 lim
n!1

nX
kD1

.1C arctan k
n
/ sin 1

nC k
.

解 (by楚坛)当 n ! 1时，对 8k D 1; � � � ; n，
1

nC k
! 0. 利用不等式 x � sin x ⩽ 1

6
x3(当 x ⩾ 0

时)知 ˇ̌̌̌
sin 1

nC k
�

1

nC k

ˇ̌̌̌
⩽ 1

6

� 1

nC k

�3
⩽ 1

6

1

n3
． (6.2)

于是
nX
kD1

.1C arctan k
n
/ sin 1

nC k

D

nX
kD1

.1C arctan k
n
/

1

nC k
C

nX
kD1

.1C arctan k
n
/
�

sin 1

nC k
�

1

nC k

�
≜An C Bn．

进而由(6.2)知

jBnj ⩽
nX
kD1

�
1C

�

2

��
sin 1

nC k
�

1

nC k

�
⩽ 1

6

�
1C

�

2

� nX
kD1

1

n3
D
1

6

�
1C

�

2

� 1
n2

! 0． .当n ! 1/

故原极限等于

lim
n!1

An D lim
n!1

nX
kD1

.1C arctan k
n
/

1

nC k
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D lim
n!1

nX
kD1

.1C arctan k
n
/

1

1C
k
n

�
1

n

D

Z 1

0

.1C arctan x/ dx
1C x

D .1C
�

8
/ ln 2．

例6.21设 f .x/ D j sin xj,记 g.x/ D

Z x

0

tmf .t/dt

xmC1
,计算 lim

x!C1
g.x/

解对 8x > 0,总存在 n使 n� ⩽ x ⩽ .nC 1/� ,那么则有

lim
x!C1

Z x

0

tmf .t/ dt

xmC1
⩽ lim
n!C1

Z .nC1/�

0

tnj sin t j dt

.n�/mC1

D
1

�mC1
lim

n!C1

1

nmC1

nX
iD0

Z .iC1/�

i�

tnj sin t j dt

⩽ 1

�mC1
lim

n!C1

1

nmC1

nX
iD0

.i C 1/m�m
Z .iC1/�

i�

j sin t j dt

D
1

�
lim

n!C1

1

n

nX
iD0

�
i C 1

n

�m Z .iC1/�

i�

j sin t j dt

由周期性易得 Z .iC1/�

i�

j sin t j dt D

Z �

0

j sin t j dt D 2

所以

lim
x!C1

Z x

0

tmf .t/ dt

xmC1
⩽ 2

�
lim

n!C1

1

n

nX
iD0

�
i C 1

n

�m
D
2

�

Z 1

0

xm dx D
2�

mC 1

左侧同理亦可得出

lim
x!C1

Z x

0

tmf .t/dt

xmC1
⩾ 2�

mC 1

由夹逼准则得

lim
x!C1

Z x

0

tmf .t/dt

xmC1
D

2�

mC 1

例6.22求极限

lim
n!1

Z x

0

sinn t cosn t dt

x

解

lim
n!1

Z x

0

sinn t cosn t dt

x

k�⩽t<.kC1/�
HHHHHHHHHHH

1

�

Z �

0

sinn t cosn t dt

D
2

�

Z �
2

0

1

2n
sinn 2t dt

uD2t
HHHHH

1

�

Z �

0

� sinu
2

�n
du
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例6.23求极限: lim
n!1

nnC1

.1
1
n C 2

1
n C � � � C n

1
n /n

解注意到

1
1
n C 2

1
n C � � � C n

1
n D

k
1
n>x

1
n‚ …„ ƒ

nX
kD1

Z k

k�1

k
1
n dx >

nX
kD1

Z k

k�1

x
1
n dx D

Z n

0

x
1
n dx D

n � n
1
n C1

nC 1

1
1
n C 2

1
n C � � � C n

1
n <

Z nC1

1

x
1
n dx D

nŒ.nC 1/
1
n C1 � 1�

nC 1

而

lim
n!1

nnC1�
n�n

1
n C1

nC1

�n D lim
n!1

�
1C

1

n

�n
D e

lim
n!1

nnC1�
nŒ.nC1/

1
n C1�1�

nC1

�n D lim
n!1

n.nC 1/n�
.nC 1/

1
n C1 � 1

�
D

(
exp

"
lim
n!1

 
�

n

.nC 1/
1
n C1

!#)�1

D e

由夹逼准则得 lim
n!1

nnC1

.1
1
n C 2

1
n C � � � C n

1
n /n

D e

� 练习 6.15求极限: I D lim
n!1

"
ln.nC 1/

nC 1
C

ln.nC 2/

nC
1
2

C � � � C
ln.nC n/

nC
1
n

� lnn
#

解由于
ln.nC 1/

nC 1
C

ln.nC 2/

nC
1
2

C � � � C
ln.nC n/

nC
1
n

� lnn ⩾ ln.nC 1/C � � � C ln.nC n/

nC 1
� lnn

ln.nC 1/

nC 1
C

ln.nC 2/

nC
1
2

C � � � C
ln.nC n/

nC
1
n

� lnn ⩽ ln.nC 1/C � � � C ln.nC n/

n
� lnn

且

lim
n!1

� ln.nC 1/C � � � C ln.nC n/

n
� lnn

�
D lim
n!1

� ln.nC 1/ � lnnC ln.nC 2/ � lnnC � � � C ln.nC n/ � lnnC n lnn
n

� lnn
�

D lim
n!1

1

n

�
ln
�
1C

1

n

�
C ln

�
1C

2

n

�
C � � � C ln

�
1C

n

n

��
D

Z 1

0

ln.1C x/dx D 2 ln 2 � 1

lim
n!1

� ln.nC 1/C � � � C ln.nC n/

nC 1
� lnn

�
D lim
n!1

� ln.nC 1/ � lnnC ln.nC 2/ � lnnC � � � C ln.nC n/ � lnnC n lnn
nC 1

� lnn
�

D lim
n!1

�
1

nC 1

�
ln
�
1C

1

n

�
C ln

�
1C

2

n

�
C � � � C ln

�
1C

n

n

��
�

lnn
1C n

�
D lim
n!1

n

nC 1
� lim
n!1

1

n

�
ln
�
1C

1

n

�
C ln

�
1C

2

n

�
C � � � C ln

�
1C

n

n

��
C lim
n!1

lnn
1C n

D1 �

Z 1

0

ln.1C x/dx C 0 D 2 ln 2 � 1

所以由夹逼准则知所求极限是
2

�
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例6.24 (2018北大数分)在 Œ1;C1/上, f .x/ > 0, f 00.x/ ⩽ 0, f .C1/ D C1,证明以下计算存在并
求之

lim
s!0C

1X
nD1

.�1/n

f s.n/

解 Since f .x/ > 0, f 00.x/ ⩽ 0, and f .C1/ D C1, it is not hard to see f 0.x/ > 0, then
1X
nD1

.�1/n

f s.n/
D

1X
nD1

�
1

f s.2n/
�

1

f s.2nC 1/

�
D �

1X
nD1

gs.�n/;

where gs.x/ D

�
1

f s.x/

�0

D �
sf 0.x/

f sC1.x/
and � 2 .2n; 2nC 1/. Since

g0
s.x/ D s �

.s C 1/f 02.x/ � f 00.x/f .x/

f sC2.x/
> 0;

we can get

�

1X
nD1

gs.�n/ ⩽ �

1X
nD1

gs.2n/ ⩽ �gs.0/ �
1

2

1X
nD1

Z 2n

2n�2

gs.x/ dx

D �gs.0/ �
1

2

Z C1

0

gs.x/ dx D �gs.0/C
1

2f s.0/
!

1

2

se s ! 0C, Similarly, we have

�

1X
nD1

gs.�n/ ⩾ �

1X
nD1

gs.2nC 1/ ⩾ �
1

2

1X
nD1

Z 2nC3

2nC1

gs.x/ dx

D �
1

2

Z C1

1

gs.x/dx D
1

2f s.0/
!

1

2

as s ! 0C.

� 练习 6.16求极限:
Z n

0

Œx�dx

解 Z n

0

Œx� dx D

nX
kD1

Z k

k�1

Œx�dx D

nX
kD1

.k � 1/ D
1

2
n.n � 1/

� 练习 6.17求极限: I D lim
n!1

�
1

Œn��
C

1

Œn� C 1�
C � � � C

1

4n

�
解法 1. 一方面

1

Œn��
C

1

Œn� C 1�
C � � � C

1

4n
D

4n�Œn��X
kD0

1

Œn��C k

<

4n�Œn��X
kD0

Z k

k�1

1

Œn��C x
dx

D

Z 4n�Œn��

�1

1

Œn��C x
dx ! ln 4

�另一方面

1

Œn��
C

1

Œn� C 1�
C � � � C

1

4n
D

4n�Œn��X
kD0

1

Œn��C k

>

4n�Œn��X
kD0

Z kC1

k

1

Œn��C x
dx

D

Z 4n�Œn��C1

0

1

Œn��C x
dx ! ln 4

�
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因此 lim
n!1

�
1

Œn��
C

1

Œn� C 1�
C � � � C

1

4n

�
D ln 4

�
法 2. 显然

n� � 1 < Œn�� ⩽ n�

故有
1

n� � 1
C

1

n�
C � � � C

1

4n � 1
< I ⩽ 1

n�
C

1

n� C 1
C � � � C

1

4n

其中

lim
n!1

�
1

n�
C

1

n� C 1
C � � � C

1

4n

�
D lim
n!1

4nX
iD1

1

n� C i
C lim
n!1

1

n�

D lim
n!1

1

n

.4��/nX
iD1

1

� C
i
n

D

Z 4��

0

1

� C x
dx D ln 4

�

lim
n!1

�
1

n� � 1
C

1

n�
C � � � C

1

4n � 1

�
D lim
n!1

4nX
iD1

1

n� C i
� lim
n!1

1

n�
C lim
n!1

1

n�
C lim
n!1

1

n� � 1

D lim
n!1

1

n

.4��/nX
iD1

1

� C
i
n

D

Z 4��

0

1

� C x
dx D ln 4

�

故由夹逼准则知 lim
n!1

�
1

Œn��
C

1

Œn� C 1�
C � � � C

1

4n

�
D ln 4

�

� 练习 6.18求积分:
Z C1

0

�
x
�

�
x3

dx

解当 n� ⩽ x ⩽ .nC 1/� 时Z C1

0

�
x
�

�
x3

dx D

1X
iD0

Z .iC1/�

i�

�
x
�

�
x3

dx D

1X
iD0

Z .iC1/�

i�

i

x3
dx

D

1X
iD0

�
i

2�2

�
1

i2
�

1

.i C 1/2

��

D
1

2�2

1X
iD0

�
1

k
�

1

k C 1
C

1

.k C 1/2

�
D

1

12

其中:

lim
n!1

�
1C

1

22
C

1

32
C � � � C

1

n2

�
D
�2

6

� 练习 6.19求极限: lim
x!1

1

x

Z x

0

.t � Œt �/2 dt

解当 n ⩽ t ⩽ nC 1时Z x

0

.t � Œt �/2 dt
Z n

0

.t � Œt �/2 dt C

Z x

n

.t � Œt �/2 dt

D

n�1X
iD1

Z iC1

i

.t � Œt �/2 dt C

Z x

n

.t � n/2 dt

D

n�1X
iD1

Z iC1

i

.t � i/2 dt �
1

3
.n � x/3 D

1

3

�
nC .x � n/3

�
所以

n

3.nC 1/
⩽ 1

x

Z x

0

.t � Œt �/2 dt ⩽ nC 1

3n
; n D 1; 2 � � �
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由于 lim
n!1

n

3.nC 1/
D lim
n!1

nC 1

3n
D
1

3
,并且当 n ! 1时有 x ! 1,所以

lim
x!1

1

x

Z x

0

.t � Œt �/2 dt D
1

3

例6.25求极限: lim
n!1

1

n2

n2X
kD1

n � b
p
k � 1c

p
k C

p
k � 1

.

解 (by冬眠的小老鼠)

lim
n!1

1

n2

n2X
kD1

n � b
p
k � 1c

p
k C

p
k � 1

n2!n
HHHHH lim

n!1

1

n

nX
kD1

p
n � b

p
k � 1c

p
k C

p
k � 1

D lim
n!1

1

n

nX
kD1

1 �
b
p
k�1c
p
nq

k
n

C

q
k�1
n

D lim
n!1

1

n

nX
kD1

1 �

p
k�1p
nq

k
n

C

q
k�1
n

D

Z 1

0

1 �
p
x

2
p
x

dx D
1

2

� 练习 6.20求极限 Z 1

0

��
2

x

�
�2

�
1

x

��
dx

解当n ⩽ 2

x
< nC 1即

1

2.nC 1/
< x ⩽ 1

2n
时,

�
2

x

�
D n;

同样的,当n ⩽ 1

x
< nC 1即

1

nC 1
< x ⩽ 1

n
时,

�
1

x

�
D n;

由于 �
1

nC 1
;
1

n

�
D

�
2

2nC 2
;
2

2n

�
D

�
2

2nC 2
;

2

2nC 1

�[�
2

2nC 1
;
2

2n

�

当
2

2nC 2
< x ⩽ 2

2nC 1
时,

�
2

x

�
D 2nC 1 ,

�
1

x

�
D n ,此时有�

2

x

�
�2

�
1

x

�
D .2nC 1/ � 2n D 1

当
2

2nC 1
< x ⩽ 2

2n
时,

�
2

x

�
D 2n ,

�
1

x

�
D n此时有�

2

x

�
�2

�
1

x

�
D 2n � 2n D 0

因此,

I D

Z 1

0

��
2

x

�
�2

�
1

x

��
dx D

1X
nD1

Z 1
n

1
nC1

��
2

x

�
�2

�
1

x

��
dx

D

1X
nD1

Z 2
2nC1

2
2nC2

��
2

x

�
�2

�
1

x

��
dx C

1X
nD1

Z 2
2n

2
2nC1

��
2

x

�
�2

�
1

x

��
dx

D

1X
nD1

Z 2
2nC1

2
2nC2

dx C

1X
nD1

Z 2
2n

2
2nC1

0dx D

1X
nD1

�
2

2nC 1
�

2

2nC 2

�
D 2

�
1

3
�
1

4
C
1

5
�
1

6
C � � �

�
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D 2

�
� ln 2C 1 �

1

2

�
D ln 4 � 1 D 2 ln 2 � 1

例6.26设多项式

P.x/ D amx
m

C am�1x
m�1

C � � � C a2x
2

C a1x C a0 ; am ⩾ 0

设 P.1/, P.2/, � � � , P.n/的算术均值和几何均值记作 An ; Gn求极限 lim
n!1

An

Gn

解为了方便,我们记作
Sn;k D 1C 2k C � � � C nk

易得

lim
n!1

Sn;k

nkC1
D

Z 1

0

xk dx D
1

k C 1

那么有

An D
P.1/C P.2/C � � � C P.n/

n
D am

Sn;k

n
C am�1

Sn�1;k

n
C � � � C am

那么有

lim
n!1

An

nm
D lim
n!1

am

mC 1

其次注意
Pn

nm
D am,故

lnG D
lnP.1/C lnP.2/C � � � C lnP.n/

n
H) lim

n!1
ln Gn

.nŠ/
m
n

D ln am

那么有

lim
n!1

An

Gn
D lim
n!1

�
n

n
p
nŠ

�m
�

1

mC 1
D

em

mC 1

例6.27证明:

lim
n!1

lnn
n

 nD1P
kD1

csc
�
k�
n

�
lnn

�
2

�
n

!
D
2

�
�
2 ln� � ln 4

�

解 (by tian_275461)记

I D
lnn
n

 n�1P
kD1

csc
�
k�
n

�
lnn

�
2

�
n

!
D
�

n

n�1X
kD1

csc
�
k�

n

�
� 2 lnn

只要证

lim
n!1

I D 2 � 2 ln� C ln 4

也就是

lim
n!1

.2 � I / D 2 ln� � ln 4

记 S D 2 � I ,我们有

 D 1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

n � 1
� lnnC cn 其中cn ! 0 .n ! 1/

S D 2

n�1X
kD1

�
�

n

n�1X
kD1

csc
�
k�

n

�
C 2cn
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D

n�1X
kD1

�
1

k
C

1

n � k

�
�
�

n

n�1X
kD1

csc
�
k�

n

�
C 2cn

D
�

n

n�1X
kD1

 
1
k�
n

C
1

� �
k�
n

!
�
�

n

n�1X
kD1

csc
�
k�

n

�
C 2cn

所以有

lim
n!1

S D

Z �

0

�
1

x
C

1

� � x
�

1

sin x

�
dx

故只要证 Z �

0

�
1

x
C

1

� � x
�

1

sin x

�
dx D 2 ln� � ln 4

而 Z �

0

�
1

x
C

1

� � x
�

1

sin x

�
dx D

Z �
2

0

�
1

x
C

1

� � x
�

1

sin x

�
dx

C

Z �

�
2

�
1

x
C

1

� � x
�

1

sin x

�
dx

第二部分用替换 y D � � x

H) lim
n!1

S D 2

Z �
2

0

�
1

x
C

1

� � x
�

1

sin x

�
dx

注意到
1

sin x
D
1

x
C

1X
nD1

.�1/n
�

1

x C n�
C

1

x � n�

�
Z �

2

0

�
1

x
C

1

� � x
�

1

sin x

�
dx D

1X
nD1

.�1/nC1

Z �
2

0

�
1

x C n�
C

1

x � n�

�
dx

D

1X
nD1

.�1/nC1
� ln

�
1 �

1

4n2

�
对 n分奇偶性讨论

(1) n D 2m � 1 .m D 1; 2; � � � /时

.�1/nC1
� ln

�
1 �

1

4n2

�
D ln

�
.4m � 1/.4m � 3/

.4m � 2/2

�
(2) n D 2m .m D 1; 2; � � � /时

.�1/nC1
� ln

�
1 �

1

4n2

�
D ln

�
.4m/2

.4mC 1/.4m � 1/

�
而

kX
mD1

.�1/nC1
� ln

�
1 �

1

4n2

�
D ln

"
1

4k C 1

�
.2k/ŠŠ

.2k � 1/ŠŠ

�2#
! ln �

4
(用Wallis公式)

马上得到 Z �

0

�
1

x
C

1

� � x
�

1

sin x

�
dx D 2 ln� � ln 4

6.1.1.1 分段估计 (拟合法)

例6.28求极限 lim
n!1

Z 1

0

.1 � x2/n dx.
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解 8" > 0." > 1/,取 ı D
"

2
. Z ı

0

.1 � x2/n dx <
Z ı

0

dx D ı D
"

2
:

又 lim
n!1

.1 � ı2/n D 0, 9N 2 N, 8n > N ,有 .1 � ı2/n <
"

2
,因而Z 1

ı

.1 � x2/n dx <
Z 1

ı

.1 � ı2/n dx

D .1 � ı2/n.1 � ı/ < .1 � ı2/n <
"

2
:

于是 Z 1

0

.1 � x2/n dx <
Z ı

0

.1 � x2/n dx C

Z 1

ı

.1 � x2/n dx D ":

例6.29证明: lim
n!1

Z �
2

0

sinn x dx D 0

证明 8 " > 0 ." < �/,因 ˇ̌̌̌
ˇ
Z �

2 � "
2

0
sinn x dx

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽ �

2
sinn

��
2

�
"

2

�
而 lim

n!1

�

2
sinn

��
2

�
"

2

�
D 0,所以 9N 2 N,当 n > N 时

0 <
�

2
sinn

��
2

�
"

2

�
<
"

2

又 ˇ̌̌̌
ˇ
Z �

2 � "
2

�
2

sinn x dx
ˇ̌̌̌
ˇ ⩽

Z �
2

�
2 � "

2

dx D
"

2

故 8 " > 0; 9 2 N,当 n > N 时有ˇ̌̌̌
ˇ
Z �

2

0
sinn x dx

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽

ˇ̌̌̌
ˇ
Z �

2 � "
2

0
sinn x dx

ˇ̌̌̌
ˇC

ˇ̌̌̌
ˇ
Z �

2 � "
2

�
2

sinn x dx
ˇ̌̌̌
ˇ < "

2
C
"

2
D "

由极限的定义即得原式成立

例6.30 (北大,2018)求证: lim
n!1

�
1C

Z 1

0

sinn x
xn

dx
�n

D C1

解任取 " 2 .0; 1/,则

0 <

Z 1

0

sinn x
xn

dx D

Z "

0

sinn x
xn

dx C

Z 1

"

sinn x
xn

dx

< "C

Z 1

"

sinn "
"n

dx D "C

� sin "
"

�n
.1 � "/

又 lim
n!1

� sin "
"

�n
D 0,故存在 N > 0,使得对任意 n > N ,恒有

� sin "
"

�n
< ",故

0 <

Z 1

0

sinn x
xn

dx < "C ".1 � "/ < 2";

故对任意 n 2 NC

n

Z 1

0

sinn x
xn

dx ⩾ n

Z 1p
n

0

sinn x
xn

dx > n 1
p
n

sinn. 1p
n
/

. 1p
n
/n

D
p
n

 sin. 1p
n
/

1p
n

!n

lim
n!1

n

 sin. 1p
n
/

1p
n

� 1

!
D lim
n!1

n
sin. 1p

n
/ �

1p
n

1p
n

D lim
n!1

n
�

1

6n
p
n

1p
n

D �
1

6
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故 lim
n!1

 sin 1p
n

1p
n

!
D e� 1

6 ,故 lim
n!1

n

Z 1

0

sinn x
xn

dx D C1,故

lim
n!1

�
1C

Z 1

0

sinn x
xn

dx
�n

D C1

例6.31 (武汉大学,2018年)计算极限 lim
n!1

R �
0

sinn x cos6 x dxR �
0

sinn x dx

解由 cos x 的连续性知 8" > 0, 9ı > 0, s.t. x 2 Œ�=2 � ı; �=2�时, cos x < "=2. 于是ˇ̌̌̌ R �
0

sinn x cos6 x dxR �
0

sinn x dx

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
2
R �=2
0

sinn x cos6 x dx
2
R �=2
0

sinn x dx

ˇ̌̌̌

⩽
ˇ̌ R �=2�ı

0
sinn x cos6 x dx

ˇ̌ˇ̌ R �=2
�=2�ı=2

sinn x dx
ˇ̌ C

ˇ̌ R �=2
�=2�ı

sinn x cos6 x dx
ˇ̌ˇ̌ R �=2

�=2�ı
sinn x dx

ˇ̌
⩽
ˇ̌
.�
2

� ı/ sinn
�
�
2

� ı
�

cos6 x
ˇ̌ˇ̌

ı sinn
�
�
2

�
ı
2

�ˇ̌ C
"

2

例6.32证明 lim
n!1

Z 1

0

ex
n dx D 1.

解 8" W 0 < " < 1,有 0 < 1 � " < 1. 从而 lim
n!1

.1 � "/n D 0.

1 � " D

Z 1�"

0

e0 dx ⩽
Z 1�"

0

ex
n dx ⩽ e.1�"/n.1 � "/

又 lim
n!1

e.1�"/n
D e0 D 1. 于是

lim
n!1

Z 1�"

0

ex
n dx D 1 � ":

对于上述 " > 0, 9N 2 NC, 8n > N ,有
ˇ̌̌̌ Z 1�"

0

ex
n dx � "1

ˇ̌̌̌
< 2". 而Z 1

1�"

ex
n dx D

ˇ̌̌̌ Z 1

1�"

ex
n dx

ˇ̌̌̌
⩽ e

�
1 � .1 � "/

�
D e":

8n > N 时,有 ˇ̌̌̌ Z 1

0

ex
n dx � 1

ˇ̌̌̌
⩽
ˇ̌̌̌ Z 1�"

0

ex
n dx � 1

ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌ Z 1

1�"

ex
n dx

ˇ̌̌̌
⩽ 2"C e" D .2C e/":

所以 lim
n!1

Z 1

0

ex
n dx D 1.

例6.33证明 lim
n!1

Z �
2

0

ex cosn x dx D 0.

解设 f .x/ D ex cosn x, x 2

h
0;
�

2

i
,则

f 0.x/ D ex cosn�1 x.cos x � n sin x/ D 0:

当 n ⩾ 0时,在
h
0;
�

2

i
的解为 arctan 1

n
,即 xn D arctan 1

n
是 f .x/在

�
0;
�

2

�
的极大值点. 8" > 0,

取 ı D
"

4
,由 lim

n!1
xn D lim

n!1
arctan 1

n
D 0知, 9N1 2 NC, 8n > N1,有 0 < xn < ı. 8x 2 Œ0; ı�,有

f .x/ D ex cosn x ⩽ ex
n cosn xn D earctan 1

n

�
n

p
n2 C 1

�n
:
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因为 lim
n!1

earctan 1
n

�
n

p
n2 C 1

�n
D 1,所以 9N2 2 NC, 8n > N2,有

earctan 1
n

�
n

p
n2 C 1

�n
< 2:

取 N0 D maxfN1; N2g 2 NC, 8n > N0,有

0 <

Z ı

0

f .x/ dx ⩽
Z ı

0

earctan 1
n

�
n

p
n2 C 1

�n
dx ⩽ 2

Z ı

0

dx D 2 �
"

4
D
"

2
:

又因为当 n > N1 时, f .x/在
h
ı;
�

2

i
上单调减少,有Z �

2

0

f .x/dx < eı cosı
�
�

2
� ı

�
< eı cosı �

2
:

要使 eı cosı �
2
<
"

2
, 只要 n > ln

�
"

�
e� "

4

��
ln cos "

4
. 取 N3 D

�
ln
�
"

�
e� "

4

��
ln cos "

4

�
, N D

maxfN3; N0g 2 NC, 8n > N ,有

0 <

Z �
2

0

f .x/dx D

Z ı

0

f .x/ dx C

Z �
2

ı

f .x/dx < "

故 lim
n!1

Z �
2

0

ex cosn x dx D 0.

例6.34设 f .x/ 2 CŒ0; 1�,证明 lim
n!1

n

Z 1

0

xnf .x/ dx D f .1/ .

证明 因为 .nC 1/

Z 1

0
xn dx D 1,所以只需要证明

lim
n!1

 
n

Z 1

0
xnf .x/dx � .nC 1/

Z 1

0
xnf .1/dx

!
D 0

因为 lim
n!1

Z 1

0
xn dx D 0,所以只需证 lim

n!1
n

Z 1

0
xn.f .x/ � f .1//dx D 0

8 " > 0, 由 lim
x!1�

f .x/ D f .1/, 所以 9 ı > 0 (不妨设 ı < 1), 当 0 < 1 � x < ı 时, 有 jf .x/ � f .1/j <
"

2
, 且

9M > 0,使得 8x 2 Œ0; 1�,有 jf .x/j ⩽M ,所以ˇ̌̌̌
ˇn
Z 1

0
xnf .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽ n

Z 1

0
xnjf .x/ � f .1/j dx

D n

Z 1�ı

0
xnjf .x/ � f .1/j dx C n

Z 1

1�ı
xnjf .x/ � f .1/j dx

< 2Mn
.1 � ı/nC1

nC 1
C
"

2
�

n

nC 1

< 2M.1 � ı/nC1
C
"

2

因为

lim
n!1

2M.1 � ı/nC1
D 0

所以 9N ,当 n > N 时,有 2M.1 � ı/nC1 <
"

2
,所以当 n > N 时,有

ˇ̌̌̌
ˇn
Z 1

0
xnf .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ < 2M.1 � ı/nC1

C
"

2
<
"

2
C
"

2
D "

因而有

lim
n!1

n

Z 1

0
xnf .x/dx D f .1/
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例6.35设 f .x/ 2 DŒ0; 1�,计算 lim
n!1

n

�
n

Z 1

0

xnf .x/ dx � f .1/

�
.

解 (by叶心致)

I ≜ n

�
n

Z 1

0

xnf .x/dx � f .1/

�
D n2

Z 1

0

xnŒf .x/ � f .1/�dx �
n

nC 1
f .1/ ≜ I1 � I2

由于 f .x/ 2 DŒ0; 1� ) f .x/ 2 CŒ0; 1� ) 8x 2 Œ0; 1�; 9M; jf .x/j ⩽ M 8" > 0, 9ı > 0, 当
1 � ı < x < 1时ˇ̌̌̌

f .x/ � f .1/

x � 1
� f 0.1/

ˇ̌̌̌
< " )

�
f .x/ � f .1/ < .x � 1/

�
f 0.1/ � "

�
f .x/ � f .1/ > .x � 1/

�
f 0.1/C "

�
于是

I1 D n2

 Z 1�ı

0

C

Z 1

1�ı

!
xnŒf .x/ � f .1/� dx ≜ I3 C I4

显然

jI3j ⩽ 2Mn2
Z 1�ı

0

xn dx D 2Mn2
.1 � ı/nC1

nC 1
! 0.n ! 1/

对 I4 右边进行放缩

I4 D n2
Z 1

1�ı

xnŒf .x/ � f .1/�dx

⩽
�
f 0.1/ � "

�
n2
Z 1

1�ı

xn.x � 1/dx

D
�
f 0.1/ � "

�
n2
�

1

nC 2
�

1

nC 1
�
.1 � ı/n�2

nC 2
C
.1 � ı/n�1

nC 1

�
! �f 0.1/ .n ! 1/

同理,对 I4左边进行放缩

I4 ⩾ �f 0.1/ � " ! �f 0.1/.n ! 1/

综上所述

lim
n!1

n

�
n

Z 1

0

xnf .x/dx � f .1/

�
D �f .1/ � f 0.1/

例6.36设 f .x/ D

Z x

0

cos 1
t

dt ,求 f 0.0/

解对 8 " > 0,取 ı D
"

2
,当 0 < x < ı时,有ˇ̌̌̌

ˇ
R x
0

cos 1
t

dt
x

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌
R 1

x

C1 �
cosu
u2 du
x

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D

1

x

ˇ̌̌̌
ˇ sinuu

ˇ̌̌̌C1

1
x

C

Z C1

1
x

2 sinu
u3

du
ˇ̌̌̌
ˇ

⩽ 1

x

"ˇ̌̌̌
ˇ� sin 1

x
1
x2

ˇ̌̌̌
ˇC

2

x

Z C1

1
x

1

u3
du
#

D x

ˇ̌̌̌
sin 1

x

ˇ̌̌̌
C
1

x

�
�
1

u2

� ˇ̌̌̌C1

1
x

D x

ˇ̌̌̌
sin 1

x

ˇ̌̌̌
C x ⩽ 2x < 2� D "

同理,当 �ı < x < 0时,也有

ˇ̌̌̌
ˇ
R x
0

cos 1
t

dt
x

ˇ̌̌̌
ˇ < ",因此

f 0.0/ D lim
x!0

f .x/ � f .0/

x
D lim
x!0

R x
0

cos 1
t

dt
x

D 0
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例6.37 8n 2 NC,证明:

lim
x!0

R x
0

sinn 1
t

dt
x

D lim
x!0

R x
0

cosn 1
t

dt
x

D

( .n � 1/ŠŠ

nŠŠ
; n为偶数

0; n为奇数

解 (by向禹)首先,我们证明

lim
x!0

R x
0

sinn 1
t

dt
x

D

( .n � 1/ŠŠ

nŠŠ
; n为偶数

0; n为奇数

当 n为偶数时;我们只需考虑 x ! 0C 即可.

lim
x!0C

R x
0

sinn 1
t

dt
x

D lim
x!0C

R C1
1
x

sinn t
t2

dt
x

D lim
x!C1

x

Z C1

x

sinn t
t2

dt

对 8x > 0, 9k 2 NC, s.t. .k � 1/� ⩽ x < k� ,则 x ! C1时有 k ! C1,于是

x

Z C1

x

sinn t
t2

dt D x

Z k�

x

sinn t
t2

dt C x

Z C1

k�

sinn t
t2

dt

其中 ˇ̌̌̌
x

Z k�

x

sinn t
t2

dt
ˇ̌̌̌
⩽
ˇ̌̌̌
x

Z k�

x

1

x2
dt
ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌
k� � x

x

ˇ̌̌̌
⩽
ˇ̌̌̌
�

x

ˇ̌̌̌
! 0; x ! C1

Z C1

k�

sinn t
t2

dt D

C1X
iDk

Z .iC1/�

i�

sinn t
t2

dt D

Z �

0

sinn t
C1X
iDk

1

.t C i�/2
dt

D
1

�2

Z �

0

sin2 t
C1X
iDk

1�
i C

t
�

�2 dt

不难得到当 k ! C1时,
C1X
iDk

1

.i C 1/2
�

C1X
iDk

1�
i C

t
�

�2 �

C1X
iDk

1

i2
�
1

k

于是当 x ! C1时,

x

Z C1

k�

sinn t
t2

dt D
x

�2

Z �

0

sin2 t
C1X
iDk

1�
i C

t
�

�2 dt �
k�

�2
�
1

k

Z �

0

sinn t dt D
.n � 1/ŠŠ

nŠŠ

当 n为奇数时;正项级数
C1X
iDk

1�
i C

t
�

�2 会变成交错级数 C1X
iDk

.�1/i�
i C

t
�

�2 ,此时

ˇ̌̌̌C1X
iDk

.�1/i�
i C

t
�

�2 ˇ̌̌̌ ⩽ 1�
k C

t
�

�2 < 1

k2
) lim

x!0

R x
0

sinn 1
t

dt
x

D 0

同理可证明

lim
x!0

R x
0

cosn 1
t

dt
x

D

( .n � 1/ŠŠ

nŠŠ
; n为偶数

0; n为奇数

例6.38证明: lim
n!1

Z �
2

0

sin tn dt D 0.

证明法 1. 对 8" > 0,存在 0 < a <
"

4
,注意到

Z �
2

0
sin tn dt D

Z 1�a

0
sin tn dt C

Z 1Ca

1�a
sin tn dt C

Z �
2

1Ca
sin tn dt

D I1 C I2 C I3
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由 j sin xj � 1知 jI2j <
"

2
,对 I1,有

jI1j �

Z 1�a

0
j sin tnj dt �

Z 1�a

0
tn dt �

.1 � a/nC1

nC 1

显然可以找到一个 N1 > 0使得 n > N1 时有 jI1j �
"

4
,而对 I3

I3 D

Z �
2

1Ca
sin tn dt D

Z �
2

1Ca

d.� cos tn/
ntn�1

D
� cos tn

ntn�1

ˇ̌̌̌�
2

1Ca

C
1 � n

n
�

Z �
2

1Ca

cos tn
tn

dt

D
cos .1C a/n � cos

�
�
2

�n
n.1C a/n�1

C
1 � n

n
�

Z �
2

1Ca

cos tn
tn

dt

显然存在 N2,使得当 n > N2,时有 jI3j <
"

4
,这样，取 N D maxfN1; N2g,当 n > N 时，

就有 jI j < ". 即

lim
n!1

Z �
2

0
sin tn dt D 0

法 2

I D

Z �
2

0
sin tndt D

1

n
�

Z .�
2 /

n

0
y

1
n �1 sinydy .y D tn/

而

�

�
1 �

1

n

�
D

Z 1

0
u� 1

n e�udu D

Z 1

0
y1� 1

n � x� 1
n e�xydx

I D
1

n�
�
1 �

1
n

� Z .�
2 /

n

0

 Z C1

0
x� 1

n e�xydx

!
� sinydy

D
1

n�
�
1 �

1
n

� Z C1

0
x� 1

n �

 Z .�
2 /

n

0
e�xy sinydy

!
dx

D
1

n�
�
1 �

1
n

� Z C1

0

x� 1
n

1C x2
dx �

1

n�
�
1 �

1
n

� Z 1

0

x� 1
n

h
cos

�
�
2

�n
C
�
�
2

�n sin
�
�
2

�ni
.1C x2/ex.

�
2 /

n dx

D I1 � I2

而我们知道

Z C1

0

ta�1

1C t
dt D

�

sin�a

)

Z C1

0

x� 1
n

1C x2
dx D

�

2 cos 1
2n

) lim
n!1

I1 D 0

I2 D
1

n�
�
1 �

1
n

� �

 Z 1

0
C

Z C1

1

!
D S1 C S2

其中

jS1j D
1

n�
�
1 �

1
n

�
ˇ̌̌̌
ˇ̌Z 1

0

x� 1
n

h
cos

�
�
2

�n
C
�
�
2

�n sin
�
�
2

�ni
.1C x2/ex.

�
2 /

n dx

ˇ̌̌̌
ˇ̌

�
1

n�
�
1 �

1
n

� Z 1

0

Œ
�
�
2

�n
C 1�x� 1

n

ex.
�
2 /

n dx
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D
1

n�
�
1 �

1
n

� �

�
�
2

�n
C 1�

�
2

�n�1

Z .�
2 /

n

0
z� 1

n e�zdz

�
1

n�
�
1 �

1
n

� �

�
�
2

�n
C 1�

�
2

�n�1

Z C1

0
z� 1

n e�zdz

D
1

n
�

���
2

�
C

��
2

�1�n
�

! 0

jS2j D
1

n�
�
1 �

1
n

�
ˇ̌̌̌
ˇ̌Z 1

1

x� 1
n

h
cos

�
�
2

�n
C
�
�
2

�n sin
�
�
2

�ni
.1C x2/ex.

�
2 /

n dx

ˇ̌̌̌
ˇ̌

�
1

n�
�
1 �

1
n

� �

Z C1

1

x� 1
n

1C x2
dx �

�

2n�
�
1 �

1
n

� ! 0

故

lim
n!1

Z �
2

0
sin tndt D 0

例6.39证明: lim
n!C1

Z 1

0

cosn
�
1

x

�
dx D 0

证明 法 1. 作变量替换 u D
1

x
,则有

Z 1

1

ˇ̌̌̌
cosn u
u2

ˇ̌̌̌
du D

Z �
2

1

ˇ̌̌̌
cosn u
u2

ˇ̌̌̌
duC

1X
kD0

Z �
kC 3

2

�
��

kC 1
2

�
�

ˇ̌̌̌
cosn u
u2

ˇ̌̌̌
du

� cosn 1
Z �

2

1

1

u2
duC

4

�2

1X
kD0

1

.2k C 1/2

Z �

0
j cosn ujdu

D cosn 1
Z �

2

1

1

u2
duC

1

2

Z �

0
j cosn ujdu

令 n ! 1,知 cosn 1 ! 0,
Z �

0
j cosn ujdu ! 0. 这是由于

Z �

0
j cosn ujdu D 2

Z �
2

0
cosn udu D 2In

由于单调有界收敛原理知 n ! 1极限必然存在. 所以考虑偶序列递推公式和Wallis公式

I2n D
.2n � 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ

�

2
�

r
�

2

r
1

2n
; n ! 1

法 2. 做变换 x D
1

u
,得到 Z 1

0
cosn 1

x
dx D

Z C1

1

cosn udu
u2

:

从而 ˇ̌̌̌
ˇ
Z 1

0
cosn 1

x
dx
ˇ̌̌̌
ˇ ⩽

Z C1

1

j cosn uj du
u2

:
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注意到 Z C1

1

j cosn uj du
u2

D

1X
iD1

Z 1Ci�

1C.i�1/�

j cosn uj du
u2

⩽
1X
iD1

1

.1C .i � 1/�/2

Z 1Ci�

1C.i�1/�
j cosn uj du

D

1X
iD1

1

.1C .i � 1/�/2

Z �

0
j cosn uj du

<

1X
iD1

1

i2

Z �

0
j cosn uj du D

�2

6

Z �

0
j cosn uj du;

得到 ˇ̌̌̌
ˇ
Z 1

0
cosn 1

x
dx
ˇ̌̌̌
ˇ < �2

6

Z �

0
j cosn uj du;8n D 1; 2; : : : :

易证

lim
n!1

Z �

0
j cosn uj du D 0;

从而

lim
n!1

Z 1

0
cosn 1

x
dx D 0:

例6.40 (北大,2014)设 f 在 R上连续且有界. 求极限

lim
t!0C

Z C1

�1

t

x2 C t2
f .x/dx:

证明 对任意 " > 0,由连续性,存在 ı > 0,使得对一切 jxj ⩽ ı,有 jf .x/ � f .0/j <
"

�
. 从而

Z C1

�1

t

x2 C t2
jf .x/ � f .0/j dx D

 Z �ı

�1

C

Z ı

�ı
C

Z C1

ı

!
t

x2 C t2
jf .x/ � f .0/j dx

⩽ 2M

 Z �ı

�1

C

Z C1

ı

!
t

x2 C t2
dx C C

"

�

Z ı

�ı

t

x2 C t2
dx

D 4M arctan t
ı

C
2"

�
arctan ı

t

<
4Mt

ı
C ":

故

lim
t!0C

Z C1

�1

t

x2 C t2
jf .x/ � f .0/j dx ⩽ ";8" > 0:

根据 " > 0的任意性,

lim
t!0C

Z C1

�1

t

x2 C t2
jf .x/ � f .0/j dx D 0:

法 2. 注意到,对任意 t > 0,根据积分中值定理,存在 � 2 .�
p
t ;

p
t/,使得

Z p
t

�
p
t

t

x2 C t2
jf .x/ � f .0/j dx D jf .�/ � f .0/j

Z p
t

�
p
t

t

x2 C t2
dx

D 2jf .�/ � f .0/j arctan 1
p
t

从而

Z C1

�1

t

x2 C t2
jf .x/ � f .0/j dx D

 Z �
p
t

�1

C

Z p
t

�
p
t

C

Z C1

p
t

!
t

x2 C t2
jf .x/ � f .0/j dx

⩽ 2M

 Z �
p
t

�1

C

Z C1

p
t

!
t

x2 C t2
dx C 2jf .�/ � f .0/j arctan 1

p
t

D 4M arctan
p
t C 2jf .�/ � f .0/j arctan 1

p
t

< 4M
p
t C �jf .�/ � f .0/j:
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从而

lim
t!0C

Z C1

�1

t

x2 C t2
jf .x/ � f .0/j dx D 0:

例6.41求极限

lim
x!C1

p
x

Z �
4

0

ex.cos t�1/ cos tdt

证明 注意到 lim
x!0

cos x D 1.

于是，对于任意 ",存在 ı > 0,当 0 < x < ı时 cos x > 1 � "

I D

Z ı

0
C

Z �
4

ı
ex.cos t�1/ cos tdt

p
x

Z ı

0
ex.cos t�1/ cos tdt �

p
x

Z ı

0
ex.cos t�1/dt

令 y D x.1 � cos t /;) t D arccos
�
1 �

y

x

�
;) dt D

1

x

q
1 �

�
1 �

y
x

�2 dy,则

p
x

Z x.1�cos ı/

0
ex.cos t�1/dt D

p
x

Z x.1�cos ı/

0
e�y 1

x

q
1 �

�
1 �

y
x

�2 dy
D

1
p
2

Z x.1�cos ı/

0
e�yy� 1

2 �
1q

1 �
y
2x

dy

D
1

p
2

Z x.1�cos ı/

0
e�yy� 1

2 �

0B@ 1q
1 �

y
2x

� 1

1CA dy C
1

p
2

Z x.1�cos ı/

0
e�yy� 1

2 dy

DAC B

显然有

A D
1

p
2

Z x.1�cos ı/

0
e�yy� 1

2 �

y
2xq

1 �
y
2x

�
1C

q
1 �

y
2x

�dy
�

1

2
p
2x

Z x

0
e�yy

1
2 dy ! 0

B D
1

p
2

Z x.1�cos ı/

0
e�yy� 1

2 dy !

r
�

2
.x ! C1/

另外
p
x

Z ı

0
ex.cos t�1/ cos tdt �

p
x

Z ı

0
e� 1

2xt
2

.1 � "/dt !

r
�

2
.1 � "/

而不难证明

lim
x!C1

Z �
4

ı
ex.cos t�1/ cos tdt D 0

这里只要用

cos t � 1 D �2 sin2 t
2

� �2

�
t

�

�2
并注意到替换后的反常积分收敛就好，最后，由 "的任意性，得

lim
x!C1

p
x

Z �
4

0
ex.cos t�1/ cos tdt D

r
�

2

例6.42求极限 lim
n!C1

p
n

�Z C1

�1

cos x
.1C x2/n

dx
�
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解设 ı D n� 2
5 ,则

I D

Z C1

�1

cos x
.1C x2/n

dx D

Z Cı

�ı

cos x
.1C x2/n

dx C 2

Z C1

ı

cos x
.1C x2/n

dx

因为 ˇ̌̌̌Z C1

�1

cos x
.1C x2/n

dx
ˇ̌̌̌
⩽
Z C1

ı

1

.1C x2/n
dx D

p
��

�
n
2

�
1
2

�
2�.n/

D
�.2n � 3/ŠŠ

2.2n � 1/ŠŠ
! 0 .n ! 1/

所以

lim
n!C1

p
n

�Z C1

�1

cos x
.1C x2/n

dx
�

D lim
n!C1

p
n

 Z Cı

�ı

cos x
.1C x2/n

dx
!

D lim
n!C1

p
n

 Z Cı

�ı

eln cosx�n ln.1Cx2/ dx
!

因为

ln cos x � n ln.1C x2/ D �

�
nC

1

2

�
x2 C n.x4/ ; x 2 Œ�ı;Cı�

所以

ln cos x � n ln.1C x2/ D �

�
nC

1

2

�
x2 C o

�
n� 8

5

�
所以

lim
n!C1

p
n

 Z Cı

�ı

eln cosx�n ln.1Cx2/ dx
!

D lim
n!C1

p
n

 Z Cı

�ı

e�.nC 1
2 /x

2 dx
!

y D

r
nC

1

2
x

D lim
n!C1

p
nq

nC
1
2

Z n

q
nC 1

2

�ı

q
nC 1

2

e�y2 dy

D

Z C1

�1

e�y2 dy D
p
�

6.1.2 定积分的近似计算

例6.43证明:
Z 2�

0

ecosx cos x dx > 0

解 Z 2�

0

ecosx cos x dx D

Z �

0

ecosx cos x dx C

tD2��x‚ …„ ƒZ 2�

�

ecosx cos x dx

D

Z �

0

ecosx cos x dx �

Z 0

�

ecos t cos t dt

D 2

Z �

0

ecosx cos x dx D 2

Z �

0

ecosx d.sin x/

D 2 sin xecosx
ˇ̌̌̌�
0

C2

Z �

0

ecosx sin x dx

> 0

例6.44证明不等式
1

200
<

Z 100

0

e�x

x C 100
dx < 1

100
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证明一方面 Z 100

0

e�x

x C 100
dx >

Z 1

0

e�x

x C 100
dx > 1

101

Z 1

0
e�x dx > 1

200

另一方面 Z 100

0

e�x

x C 100
dx < 1

100

Z 100

0
e�x dx < 1

100

证毕

例6.45设 a > 0,证明: Z �
2

0

cos x
1C xa

dx >
Z �

2

0

sin x
1C xa

dx

解 Z �
2

0

cos x � sin x
1C xa

dx D

Z �
4

0

cos x � sin x
1C xa

dx C

Z �
2

�
4

cos x � sin x
1C xa

dx

tD �
2 �x

HHHHHH

Z �
4

0

cos x � sin x
1C xa

dx C

Z �
4

0

sin t � cos t
1C

�
�
2

� t
�a dt

D

Z �
4

0

.cos x � sin x/
�
1C

�
�
2

� x
�a�

C .sin t � cos t/.1C xa/

.1C xa/
�
1C

�
�
2

� x
�a� dx

D

Z �
4

0

cos
�
x �

�
4

� ��
1 �

�
2x

�a
� 1

�
xa

.1C xa/
�
1C

�
�
2

� x
�a� dx

> 0

例6.46证明:
Z 1

2

� 1
2

dx
p
1 � x3

解 (by向禹) Z 1
2

� 1
2

dx
p
1 � x3

D

Z 0

� 1
2

dx
p
1 � x3„ ƒ‚ …

tD�x

C

Z 1
2

0

dx
p
1 � x3

D

Z 1
2

0

�
1

p
1C x3

C
1

p
1 � x3

�
dx

⩾
Z 1

2

0

2

s
1

p
1 � x6

dx >
Z 1

2

0

2dx D 1

例6.47试证 ˇ̌̌̌Z C1

a

sin.x2/dx
ˇ̌̌̌
⩽ 1

a
; a > 1

证明法 1: 由于 Z C1

a
sin x2 dx D �

1

2

Z C1

a

1

x
d cos x2

D
1

2

"
�
1

x
cos x2

ˇ̌̌C1

a
C

Z C1

a
cos x2d 1

x

#

D
1

2

"
cos a2
a

�

Z C1

a

cos x2

x2
dx
#
;

所以 ˇ̌̌̌
ˇ
Z C1

a
sin x2 dx

ˇ̌̌̌
ˇ �

1

2

ˇ̌̌̌
ˇcos a2

a

ˇ̌̌̌
ˇC

1

2

Z C1

a

dx
x2
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�
1

2a
C

1

2a
D
1

a
:

法 2:对任何 A > a,根据积分第二中值定理,存在 � 2 Œa; A�,使得Z A

a
sin x2 dx D

Z A

a

1

2x
� 2x sin x2 dx D

1

2a

Z �

a
2x sin x2 dx D

cos a2 � cos �2
2a

:

从而 ˇ̌̌̌
ˇ
Z A

a
sin x2 dx

ˇ̌̌̌
ˇ �

1

a
;8A > a:

因此 ˇ̌̌̌
ˇ
Z C1

a
sin x2 dx

ˇ̌̌̌
ˇ �

1

a
:

例6.48
Z �

4

0

tana xdx �
�

4C 2a�
.a > 0/

证明 我们考虑

�
1C

a�

2

� Z �
4

0
tana xdx D

Z �
4

0
tana xdx C

Z �
4

0
a tana�1 x

1

cos x .
�

2
sin x/dx

D

Z �
4

0
tana xdx C

Z �
4

0
a tana�1 x

1

cos x

� �
2 sin 2x
2 cos x

�
dx

�

Z �
4

0
tana xdx C

Z �
4

0
a tana�1 x

1

cos x

�
2x

2 cos x

�
dx

�

Z �
4

0

�
tana x C ax tana�1 x sec2 x

�
dx

D x tana x
ˇ̌̌xD �

4

xD0
D
�

4

因此 Z �
4

0
tana xdx �

�

4C 2a�

� 练习 6.21证明

I.n/ D

Z �=2

0

t

� sinnt
sin t

�4
dt <

�2n2

4
; n � 2:

证明 n D 1时直接验证不等式成立. n � 2时,首先注意到如下不等式:

j sinnt j � n sin t;8t 2 Œ0; �=2�;

sin t �
2t

�
;8t 2 Œ0; �=2�:

故对任意 ı 2 .0; �=2/,

I1.n/ D

Z ı

0
t

� sinnt
sin t

�4
dt < n4

Z ı

0
tdt D

n4ı2

2
;

I2.n/ D

Z �=2

ı
t

� sinnt
sin t

�4
dt <

�4

16

Z �=2

ı

dt

t3
D
�4

32

�
1

ı2
�

4

�2

�
:

因此

I.n/ D I1.n/C I2.n/ <
n4ı2

2
C
�4

32

�
1

ı2
�

4

�2

�
:

易知上式右边在 ı D
�

2n
处到达最小值

�2n2

4
�
�2

8
,从而

I.n/ <
�2n2

4
�
�2

8
; n � 2:
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� 练习 6.22当 n为正整数时，证明：

1

�

Z �
2

0

ˇ̌̌̌
sin.2nC 1/t

sin t

ˇ̌̌̌
dt < 2C lnn

2

证明

I D
1

�

Z �=2

0

�
1

sin x
�
1

x

�
j sin.2nC 1/xj dx C

1

�

Z �=2

0

j sin.2nC 1/xj

x
dx

�
1

�
�
�

2
�

�
1 �

2

�

�
C
1

�

Z .2nC1/�=2

0

j sin xj

x
dx

�
1

2
�
1

�
C
1

�

0@Z �=2

0

j sin xj

x
dx C

2nX
kD1

Z .kC1/�=2

k�=2

j sin xj

x
dx

1A
�
1

2
�
1

�
C
1

�

0@�
2

C
2

�

2nX
kD1

1

k

Z .kC1/�=2

k�=2
j sin xj dx

1A
D
1

2
�
1

�
C
1

�

0@�
2

C
2

�

2nX
kD1

1

k

1A
�
1

2
�
1

�
C
1

�

0@�
2

C
2

�
C
2

�

2nX
kD2

Z k

k�1

1

x
dx

1A
D 1 �

1

�
C

2

�2
.1C ln 2/C

2

�2
lnn

欲证题中不等式，只需说明

2 � � C 2 ln 2C 2 lnn < �2

2
lnn

当 n > 1时有：

1 �
1

�
C

2

�2
.1C ln 2/C

2

�2
lnn �

2C lnn
2

D
1

�2

" 
2 �

�2

2

!
lnnC 2C ln 4 � �

#

<
1

�2
Œ�2 lnnC 2C ln 4 � �� < 0

即

1 �
1

�
C

2

�2
.1C ln 2/C

2

�2
lnn < 2C lnn

2

如果 n D 1，在前面式子中有

I �
1

2
�
1

�
C
1

�

�
�

2
C
3

�

�
D 1C

3 � �

�2
< 1

例6.49试证:
16

9
<

Z �
2

0

x

sin x
dx < 418

225

证明 右边 (by tian27546)：

Z �
2

0

x

sin x
dx ⩽

sZ �
2

0

x2

sin2 x
dx
Z �

2

0
12 dx

D

r
� ln 2 �

�

2
D �

r
ln 2
2

� 1:849 <
418

225
� 1:8577

现在来证明左边更强的式子 (by Hansschwarzkopf)

http://www.math.org.cn/forum.php?mod=viewthread&tid=14926
http://www.math.org.cn/forum.php?mod=viewthread&tid=14926
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注意到 f .u/ D eu 是 .�1;C1/上严格凸函数和

Z �
2

0
ln x

sin x dx D
�

2
ln �
e
;

得到

exp
 
2

�

Z �
2

0
ln x

sin x dx
!
<
2

�

Z �
2

0

x dx
sin x :

从而 Z �
2

0

x

sin x dx > �

2
exp

 
2

�

Z �
2

0
ln x

sin x dx
!

D
�2

2e
� 1:81541228 >

16

9
:

例6.50 (18中科院数分)证明积分不等式:
1

5
<

Z 1

0

xex dx
p
x2 � x C 25

<
2

p
99
:

证明 (by Hansschwarzkopf)注意到

x2 � x C 25 D

�
x �

1

2

�2
C
99

4
>
99

4
; a:e:x 2 Œ0; 1�;

从而 Z 1

0

xex dx
p
x2 � x C 25

<
2

p
99

Z 1

0
xex dx D

2
p
99
:

另一方面,分部积分,得到Z 1

0

xex dx
p
x2 � x C 25

D
.x � 1/ex

p
x2 � x C 25

ˇ̌̌1
0

C

Z 1

0

.x � 1/.x �
1
2 /e

xp
.x2 � x C 25/3

dx

D
1

5
C

Z 1

0

.x � 1/.x �
1
2 /e

xp
.x2 � x C 25/3

dx:

令 f .x/ D
x �

1
2p

.x2 � x C 25/3
; g.x/ D .x � 1/ex ;则

f 0.x/ D
�2x2 C 2x C

97
4p

.x2 � x C 25/5
> 0;8x 2 Œ0; 1�;

Z 1

0
f .x/dx D 0; g0.x/ D xex ;

因此 f; g在 Œ0; 1�上严格递增. 根据 Chebyshev积分不等式,

Z 1

0

.x � 1/.x �
1
2 /e

xp
.x2 � x C 25/3

dx D

Z 1

0
f .x/g.x/dx >

Z 1

0
f .x/dx

Z 1

0
g.x/dx D 0:

故 Z 1

0

xex dx
p
x2 � x C 25

>
1

5
:

最后得到
1

5
<

Z 1

0

xex dx
p
x2 � x C 25

<
2

p
99
:

例6.51设 x ⩽ 1且是实数，求证

I.x/ D

Z x

0

xbtc

btc
dt ⩾ ex�1 –傲娇小魔王

其中 btc表示取整函数

证明 设 m < x < mC 1 ,则有

I.x/ D

Z 1

0

xbtc

btc
dt C

Z 2

1

xbtc

btc
dt C � � � C

Z m

m�1

xbtc

btc
dt C

Z x

m

xbtc

btc
dt
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D

m�1X
kD0

xk

kŠ
C
xm

mŠ
.x �m/

显然有

I 0.x/ D 1C x C
x2

2
C � � � C

xm�2

.m � 2/Š
C
xm

mŠ
C

xm�1

.m � 1/Š
.x �m/

想减得

I 0.x/ � I.x/ D
xm�1

mŠ
.x �m/.mC 1 � x/

显然 m < x < mC 1 ,有 I 0.x/ � I.x/ > 0,故令

G.x/ D ln.I.x// H) G0.x/ > 1

故由中值定理我们有

G.x/ D G.m/C .x �m/G0.�/ > G.m/C x �m

由于

I.m/ ⩾ em�1
H) G.m/ ⩾ m � 1

所以

G.x/ > x � 1 H) I.x/ > ex�1

其中我们用到了

I.m/ ⩾ em�1

即证明
m�1X
xD0

mx

xŠ
⩾ em�1

显然利用
m�1X
xD0

mx

xŠ
D em �

em

.m � 1/Š

Z m

0
e�t tm�1 dt

则我们需要证明 Z m

0
e�t tm�1 dt ⩽ .m � 1/Š

�
1 �

1

e

�
假设 m D k成立，利用分部积分有

kke�k
C

Z k

0
e�t tk dt ⩽ kŠ

�
1 �

1

e

�
注意到 Z kC1

k
e�t tk dt ⩽ max

k⩽t⩽kC1
e�t tk D e�kkk

所以 Z kC1

0
e�t tk dt D

Z kC1

k
e�t tk dt C

Z k

0
e�t tk dt

⩽ kke�k
C

Z k

0
e�t tk dt ⩽ kŠ

�
1 �

1

e

�
例6.52 f .x/为 Œa; b�上的连续函数，证明

lim
n!C1

"Z b

a

jf .x/jn dx
# 1

n

D max
x2Œa;b�

jf .x/j

证明 令M D max
x2Œa;b�

jf .x/j. 若M D 0,则等式平凡成立. 故不妨设M > 0. 设 x0 2 Œa; b�满足M D jf .x0/j.
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则对任何 " 2 .0;M/,存在区间 Œc; d �,使得 x0 2 Œc; d � � Œa; b�且 jf .x/j ⩾M � ";8x 2 Œc; d �. 从而

 Z b

a
jf .x/jn dx

! 1
n

⩾ .d � c/
1
n .M � "/:

因此

lim
n!1

 Z b

a
jf .x/jn dx

! 1
n

⩾M � ":

令 " ! 0C,得到

lim
n!1

 Z b

a
jf .x/jn dx

! 1
n

⩾M:

另一方面,显然有  Z b

a
jf .x/jn dx

! 1
n

⩽ .b � a/
1
nM:

于是

lim
n!1

 Z b

a
jf .x/jn dx

! 1
n

⩽M:

从而

lim
n!1

 Z b

a
jf .x/jn dx

! 1
n

��; � lim
n!1

 Z b

a
jf .x/jn dx

! 1
n

D M D max
x2Œa;b�

jf .x/j:

� 练习 6.23 f0.x/在 Œ0; 1�上可积,

f0.x/ > 0Ifn.x/ D

sZ x

0

fn�1.t/dt ; .n D 1; 2; : : :/;

求 lim
n!1

fn.x/:

证明 设 0 < ı < 1. 因为 f0.x/在 Œ0; 1�上可积且 f0.x/ > 0,

所以 f1.x/ D

sZ x

0
f0.t/dt 是区间 Œ0; 1�上的连续函数，故存在正数 m;M ,使得

f1.x/ � M .x 2 Œ0; 1�/

f1.x/ � m .x 2 Œı; 1�/

对任一自然数 n,用数学归纳法可以证明如下不等式

m
1

2n an.x � ı/1� 1
2n � fnC1.x/ � M

1
2n anx

1� 1
2n (6.3)

其中

an D .
2

22 � 1
/

1

2n�1 .
22

23 � 1
/

1

2n�2 � � � .
2n�1

2n � 1
/

1
2

当 n D 1时,有

f2.x/ D

sZ x

0
f1.t/dt � M

1
2 x1� 1

2 D M
1
2 a1x

1� 1
2

设 n � 1时结论成立,则对 n有

fnC1.x/ D

sZ x

0
fn.t/dt � M

1
2n a

1
2

n�1

sZ x

0
t
1� 1

2n�1 dt

D M
1

2n a
1
2

n�1

2
n�1

2

.2n � 1/
1
2

D M
1

2n anx
1� 1

2n

故 (6.3)式右边的不等式对一切自然数 n都成立,同理可证左边的不等式亦真.
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因为

ln an D
1

2n�1
ln 2

22 � 1
C

1

2n�2
ln 22

23 � 1
C � � � C

1

2
ln 2n�1

2n � 1
.n D 1; 2; � � � /

所以根据特普利茨定理（容易验证此时条件全部满足）有

lim
n!C1

ln an D lim
n!C1

ln 1

2 �
1

2n�1

D ln 1
2

于是

lim
n!C1

M
1

2n anx
1� 1

2n D
x

2
lim

n!C1
m

1
2n an.x � ı/1� 1

2n D
x � ı

2

由 ı的任意性即知对任一切 x 2 .0; 1�有

lim
n!C1

fnC1.x/ D
x

2

又因 fnC1.0/ D 0 .n D 1; 2; � � � /所以对一切 x 2 Œ0; 1�有

lim
n!C1

fnC1.x/ D
x

2

6.1.2.1 Laplace渐近积分定理

定理 6.1. Laplace渐近积分定理

~

设 f .x/和 g.x/在 Œa; b�上有定义,且满足下面的条件:
1. 8n > N , f .x/en�g.x/

2 RŒa; b�;
2. g.x/在 Œa; b�上只有一个最大值点 x D � 2 .a; b/,且在任何不包含 � 的闭区间 Œ˛; ˇ�

中,有 sup
x2Œ˛;ˇ�

g.x/ < g.�/;

3. 在 � 的某领域内, g00.x/ < 0且连续;
4. f .�/ ¤ 0, f .x/在 x D � 连续.

则当 n ! 1时,有 Z b

a

f .x/en�g.x/ dx � f .�/

s
�

2�

ng00.�/
eng.�/

证明 徐利治的渐近分析方法及应用的 43-45页

例6.53 Wallis公式:
.2n � 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ
�

1
p
n�
; n ! C1

证明 由于
.2n � 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ
D
1

2

Z �

0
.sin x/n dx

由 Laplace渐近积分定理,我们取 a D 0; b D �; f .x/ D sin2 x; g.x/ D
1

�
; � D

�

2
. 得到

1

2

Z �

0
.sin x/n dx D

1

2

r
�2�

�2n
D

1
p
n�
; n ! 1

例6.54 Stirling公式: nŠ �
p
2�n

�n
e

�n
; n ! C1

证明 我们知道对于 � 函数有

�.nC 1/ D nŠ D

Z C1

0
xne�x dx D nnC1

Z C1

0
.xe�x/n dx
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由 Laplace渐近积分定理,我们取 a D 0; b D C1; f .x/ D 1; g.x/ D ln x � x; � D 1,易得

nŠ � nnC1

r
2�

n
e�n

D
p
2�n

�n
e

�n
; n ! C1

6.1.3 积分中值定理

� 练习 6.24设 y D
x2

1 � x2
, x 2

�
1

2
;

p
3

2

�
,则函数 y 在该区间的平均值 Ny D

解
1

b � a

Z b

a

f .x/dx称为函数 y 在区间 Œa; b�上的平均值 ——-同济 6版高数上 (p234)

Ny D

Z p
3

2

1
2

x2

1 � x2
dx

p
3

2
�
1

2

D
1 � 2

p
3C ln

�
7C 4

p
3
�

p
3 � 1

定理 6.2.积分第一中值定理

~

设函数 f .x/在区间 Œa; b�上连续, g.x/在 Œa; b�上可积且不变号,则至少存在一点 � 2 Œa; b�

使得 Z b

a

f .x/g.x/ dx D f .�/

Z b

a

g.x/ dx:

证明 不妨设在 Œa; b�上 g.x/ ⩾ 0. 因为 f .x/ 2 CŒa; b�,由最值定理知, f .x/在 Œa; b�上有最大值M ,最小值
m,即

m ⩽ f .x/ ⩽M H) mg.x/ ⩽ f .x/g.x/ ⩽Mg.x/Z b

a
mg.x/dx ⩽

Z b

a
f .x/g.x/dx ⩽

Z b

a
Mg.x/dx (6.4)

若

Z b

a
g.x/dx > 0,则 m ⩽

Z b

a
f .x/g.x/dxZ b

a
g.x/dx

⩽M . 由介值定理知, � 2 Œa; b�,使得即

Z b

a
f .x/g.x/dxZ b

a
g.x/dx

D f .�/ 即

Z b

a
f .x/g.x/dx D f .�/

Z b

a
g.x/dx

若

Z b

a
g.x/dx D 0,由 (6.4)式知

Z b

a
f .x/g.x/dx D 0,则对 8� 2 Œa; b�,都有

Z b

a
f .x/g.x/dx D f .�/

Z b

a
g.x/dx

例6.55求极限 lim
x!1

Z x

0

sin �

x C t
dt

解

lim
x!1

Z x

0

sin �

x C t
dt uDxCt

HHHHHH lim
x!1

Z 2x

x

sin �
u

du

tD �
u

HHHH lim
x!1

�

Z �
x

�
2x

sin t
t2

dt

积分中值定理
HHHHHHHHH lim

x!1
�

sin �x
�x

Z �
x

�
2x

1

t
dt D � ln 2
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例6.56设 f .x/ 2 CŒ0; 1�,求 lim
n!1

Z 1

0

ne�x2n2

f .x/dx

解 (by蓝兔兔)注意到 Z 1

0

ne�x2n2

f .x/ dx tDnx
HHHHH

Z n

0

e�t2f

�
t

n

�
dt

所以

lim
n!1

Z 1

0

ne�x2n2

f .x/dx D lim
n!1

Z n

0

e�t2f

�
t

n

�
dt

D lim
n!1

"Z p
n

0

e�t2f

�
t

n

�
dt C

Z n

p
n

e�t2f

�
t

n

�
dt
#

D lim
n!1

f .�n/

Z p
n

0

e�t2 dt C lim
n!1

f .�n/

Z n

p
n

e�t2 dt

D lim
n!1

f .�n/ � lim
n!1

Z p
n

0

e�t2 dt C 0 D

p
�

2
f .0/

例6.57求极限 lim
n!1

Z 1

0

n

n2x2 C 1
ex

2 dx

解注意到 Z 1

0

n

n2x2 C 1
ex

2 dx tDnx
HHHHH

Z n

0

1

t2 C 1
e

t2

n2 dt

所以

lim
n!1

Z 1

0

n

n2x2 C 1
ex

2 dx D lim
n!1

Z n

0

1

t2 C 1
e

t2

n2 dt

D lim
n!1

"Z p
n

0

1

t2 C 1
e

t2

n2 dt C

Z n

p
n

1

t2 C 1
e

t2

n2 dt
#

D lim
n!1

e
�2

n

n2

Z p
n

0

1

t2 C 1
dt C lim

n!1
e

�2
n

n2

Z n

p
n

1

t2 C 1
dt

D lim
n!1

e
�2

n

n2 � lim
n!1

�
arctan

p
n � arctan 0

�
C 0 D

�

2

例6.58计算极限: lim
n!1

p
n

Z 1

0

e�nx2

1C cos2 x
dx

解 Z 1

0

e�nx2

1C cos2 x
dx D

Z 1
3pn

0

e�nx2

1C cos2 x
dx C

Z 1

1
3pn

e�nx2

1C cos2 x
dx

其中

lim
n!1

p
n

Z 1

1
3pn

e�nx2

1C cos2 x
dx ⩽ lim

n!1

p
ne�n

1
3

D 0

lim
n!1

p
n

Z 1
3pn

0

e�nx2

1C cos2 x
dx 积分第一中值定理

HHHHHHHHHHH

�2

�
0; 1

3pn

� lim
n!1

p
n

1C cos2 �

Z 1
3pn

0

e�nx2 dx

D lim
n!1

p
n

2

Z 1
3pn

0

e�nx2 dx

注意到 Z a

0

e�nx2 dx D
1

n

� Z a
p
n

0

e�x2 dx
�2
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利用二重积分 (同济 7p150),

1

4

“
�<a

p
n

e�x2�y2 dx dy ⩽
� Z a

p
n

0

e�x2 dx
�2

⩽ 1

4

“
�<a

p
2n

e�x2�y2 dx dy“
�<a

p
n

e�x2�y2 dx dy 极坐标
HHHHH �.1 � e�a2n/

“
�<a

p
2n

e�x2�y2 dx dy 极坐标
HHHHH �.1 � e�2a2n/

因此

lim
n!1

p
n

2

Z 1
3pn

0

e�nx2 dx D

p
�

4
H) lim

n!1

p
n

Z 1

0

e�nx2

1C cos2 x
dx D

p
�

4

例6.59设函数 f .x/在 Œ0; ��上连续, n 2 N. 证明:

lim
n!1

Z �

0

f .x/j sinnxj dx D
2

�

Z �

0

f .x/ dx

证明 对 k 2 N,有Z k �
n

.k�1/�
n

j sinnxj dx uDnx
HHHHH

1

n

Z k�

.k�1/�
j sinuj du D

1

n

Z �

0
sinudu D

2

n
:

因为 f .x/在 Œ0; ��上连续,应用积分中值定理得

Z �

0
f .x/j sinnxj dx D

nX
kD1

Z k �
n

.k�1/�
n

f .x/j sinnxj dx

积分中值定理
HHHHHHHHHH

nX
kD1

f .�k/

Z k �
n

.k�1/�
n

j sinnxj dx

D

nX
kD1

f .�k/ �
2

n
D
2

�

nX
kD1

f .�k/ �
�

n

所以

lim
n!1

Z �

0
f .x/j sinnxj dx D lim

n!1

2

�

nX
kD1

f .�k/ �
�

n

积分定义
HHHHHHH

2

�

Z �

0
f .x/dx

例6.60求极限

lim
n!1

n

Z �
2

0

x ln
�
1C

sin x
x

�
cosn x dx

解首先令 cos x D t ,得Z �
2

0

x ln
�
1C

sin x
x

�
cosn x dx D

Z 1

0

cos�1 t
p
1 � t2

ln
 
1C

p
1 � t2

cos�1 t

!
tn dt

令 f .t/ D
cos�1 t
p
1 � t2

ln
 
1C

p
1 � t2

cos�1 t

!
tn易知 f .t/ # t 2 Œ0; 1�且 lim

t!1
f .t/ D ln 2

运用积分第二中值定理 9� 2 .0; 1/, s.tZ 1

0

f .t/tn dt D f .0/

Z �

0

tn dt C lim
x!1

f .x/

Z 1

�

tn dt

D
f .0/

nC 1
�nC1

C
ln 2
nC 1

�
1 � �nC1

�
故

lim
n!1

n

Z �
2

0

x ln
�
1C

sin x
x

�
cosn x dx D lim

n!1
n

Z 1

0

f .t/tn dt
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D lim
n!1

�
n ln 2
nC 1

C
n�nC1

nC 1

�
f .0/ � ln 2

��
D ln 2

例6.61 (CMC,2019) 设 f .x/ 在 .�1;C1/ 上具有连续导数, 且 jf .x/j ⩽ 1, f 0.x/ > 0, x 2

.�1;C1/. 证明: 对于 0 < ˛ < ˇ,成立 lim
n!1

Z ˇ

˛

f 0
�
nx �

1

x

�
dx D 0.

证明 令 y D x�
1

nx
,则 y0

D 1C
1

nx2
> 0. 故函数 y.x/在 Œ˛; ˇ�上严格单调增加. 记 y.x/的反函数为 x.y/,

则 x.y/定义在

�
˛ �

1

n˛
; ˇ �

1

nˇ

�
上,且

x0.y/ D
1

y0.x/
D

1

1C
1
nx2

> 0:

于是 Z ˇ

˛
f 0
�
nx �

1

x

�
dx D

Z ˇ� 1
nˇ

˛� 1
n˛

f 0.ny/x0.y/dy:

根据积分中值定理,存在 �n 2

�
˛ �

1

n˛
; ˇ �

1

nˇ

�
,使得

Z ˇ� 1
nˇ

˛� 1
n˛

f 0.ny/x0.y/dy D x0.�n/

Z ˇ� 1
nˇ

˛� 1
n˛

f 0.ny/dy D
x0.�n/

n

�
f
�
nˇ �

1

ˇ

�
� f

�
n˛ �

1

˛

��

因此 ˇ̌̌̌
ˇ
Z ˇ

˛
f 0
�
nx �

1

x

�
dx
ˇ̌̌̌
ˇ ⩽ jx0.�n/j

n

�ˇ̌̌̌
f
�
nˇ �

1

ˇ

�ˇ̌̌̌
�

ˇ̌̌̌
f
�
n˛ �

1

˛

�ˇ̌̌̌�
注意到

0 < x0.�n/ D
1

1C
1

n�2
n

< 1;

则 ˇ̌̌̌
ˇ
Z ˇ

˛
f 0
�
nx �

1

x

�
dx
ˇ̌̌̌
ˇ ⩽ 2

n
;

即

lim
n!1

Z ˇ

˛
f 0
�
nx �

1

x

�
dx D 0

6.1.4 Riemann引理

定理 6.3. Riemann引理

~

设函数 f .x/在 Œa; b�上可积或绝对可积,则

lim
�!C1

Z b

a

f .x/ sin�x dx D lim
�!C1

Z b

a

f .x/ cos�x dx D 0

证明 [13]先设 f .x/在 Œa; b�上 Riemann可积,故必有界,即存在常数M ,使得 jf .x/j ⩽M ,记 8x 2 Œa; b�. 则
当 n D b�c时,则当 � ! C1时, n ! 1. 现在将 Œa; b�等分,分点为

xi D aC
i

n
.b � a/; i D 0; 1; � � � ; n:

记 !i 为 f .x/在 Œxi�1; xi �上的振幅,由于 f .x/在 Œa; b�上 Riemann可积,所以有

lim
n!1

nX
iD1

!i�xi D 0;
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其中 �xi D xi � xi�1. 注意到ˇ̌̌̌ Z xi

xi�1

cos�x dx
ˇ̌̌̌

D
1

�
j sin xi � sin xi�1j ⩽ 2

�
; j cos�xj ⩽ 1:

有 ˇ̌̌̌ Z b

a
f .x/ cos�x dx

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌ nX
iD1

Z xi

xi�1

f .x/ cos�x dx
ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌ nX
iD1

Z xi

xi�1

Œf .x/ � f .xi /� cos�x dx C

nX
iD1

f .xi�1/

Z xi

xi�1

cos�x dx
ˇ̌̌̌

⩽
nX
iD1

!i�xi C
2n

�
M D

nX
iD1

!i�xi C
2b�c

�
M

⩽
nX
iD1

!i�xi C
2

p
�
M .� ! C1/:

再设 f .x/在 Œa; b�上广义绝对可积. 不妨设 b为 f .x/唯一的瑕点,则 8" > 0; 9� > 0,使得Z b

b��
jf .x/j dx < "

2
:

由于 f .x/在 Œa; b � ��上 Riemann可积,由刚才证明的结果知, 9�0 > 0,当 � > �0 时,有ˇ̌̌̌ Z b��

a
f .x/ cos�x dx

ˇ̌̌̌
<
"

2
:

于是,当 � > �0 时,便有ˇ̌̌̌ Z b

a
f .x/ cos�x dx

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌ Z b��

a
f .x/ cos�x dx

ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌ Z b

b��
f .x/ cos�x dx

ˇ̌̌̌
⩽
ˇ̌̌̌ Z b��

a
f .x/ cos�x dx

ˇ̌̌̌
C

Z b

b��
jf .x/j dx

<
"

2
C
"

2
D ":

这就证明了

lim
�!C1

Z b

a
f .x/ cos�x dx D 0

同理,有

lim
�!C1

Z b

a
f .x/ sin�x dx D 0

定理 6.4.推广的 Riemann引理

~

设函数 f .x/在 Œa; b�上可积,函数 g.x/以 T 为周期,且在 Œa; b�上可积. 则

lim
�!C1

Z b

a

f .x/g.�x/ dx D
1

T

Z T

0

g.x/ dx
Z b

a

f .x/dx:

证明 [4] I 首先,设 f .x/连续可导, g.x/以 T > 0为周期,且
Z T

0
g.x/dx D 0. 记

G.x/ D

Z x

0
g.t/dt; 8x 2 R;

则易见, G.x/是以 T 为周期的函数,从而它在 R上有界. 容易得到 (先假设 g.x/连续,然后再后面的 II中也
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同时对 g.x/用连续函数逼近)Z b

a
f .x/g.�x/dx D

1

p

�
f .b/G.�b/ � f .a/G.�a/

�
�
1

�

Z b

a
f 0.x/G.�x/dx:

由于 f .x/; f 0.x/在 Œa; b�上有界, G.x/在 R上有界,得到

lim
�!C1

Z b

a
f .x/g.�x/dx D 0:

II 设 f .x/; g.x/可积, g.x/以 T > 0为周期,且
Z T

0
g.x/dx D 0. 取 Œa; b�上连续可导的函数列 fn.x/使得

lim
n!C1

Z b

a
jfn.x/ � f .x/j dx D 0:

由于 ˇ̌
.f .x/ � fn.x/g.�x/

ˇ̌
⩽M jf .x/ � fn.x/j; 8x 2 Œa; b�;

其中M ≜ sup
x2Œa;b�

jf .x/j,有

lim
�!C1

ˇ̌̌̌ Z b

a
f .x/g.�x/dx

ˇ̌̌̌
⩽ lim
�!C1

ˇ̌̌̌ Z b

a
fn.x/g.�x/dx

ˇ̌̌̌
C

Z b

a
M jfn.x/ � f .x/j dx

D

Z b

a
M jf .x/ � fn.x/j dx:

上式两边令 n ! C1,得到

lim
�!C1

Z b

a
f .x/g.�x/dx D 0:

III 一般地,在定理的假设下,由 II的结果,有

lim
�!C1

Z b

a
f .x/

�
g.�x/ �

1

T

Z T

0
g.t/dt

�
dx D 0:

此即

lim
�!C1

Z b

a
f .x/g.�x/dx D

1

T

Z T

0
g.x/dx

Z b

a
f .x/dx:

注: 定理的结果可简单地推广到 f .x/为可积且绝对可积的反常积分情形

例6.62计算
1X
nD1

sinnx
n

,其中 x 2 Œ0; ��

解 (1)当 x D 0时,级数为 0

(2)当 x 2 .0; ��时,设 fn.x/ D

nX
kD1

sin kx
k

,则

f 0
n.x/ D

 
nX
kD1

sin kx
k

!0

D

nX
kD1

cos kx D
1

2 sin x
2

nX
kD1

2 sin x
2

cos kx

D
1

2 sin x
2

nX
kD1

�
sin

�
k C

1

2

�
x � sin

�
k �

1

2

�
x

�

D

sin
�
nC

1
2

�
x

2 sin x
2

�
1

2

因此:

fn.x/ D

Z x

�

"
sin

�
nC

1
2

�
t

2 sin t
2

�
1

2

#
dt D

� � x

2
�

Z �

x

sin
�
nC

1
2

�
t

2 sin t
2

dt
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由黎曼引理可知 lim
n!1

Z �

x

sin
�
nC

1
2

�
t

2 sin t
2

dt D 0,故 x 2 .0; ��时,
1X
nD1

sinnx
n

D
� � x

2

6.1.5 一些重要的积分不等式

定理 6.5.柯西 �斯瓦茨不等式

~

设 f .x/, g.x/在区间 Œa; b�上均连续,证明:�Z b

a

f .x/g.x/ dx
�2

⩽
Z b

a

f 2.x/ dx �

Z b

a

g2.x/ dx

证明 法 1. 对任意实数 �,有
Z b

a

�
f .x/C �g.x/

�2 dx ⩾ 0,即

Z b

a
f 2.x/dx C 2�

Z b

a
f .x/g.x/dx C �2

Z b

a
g2.x/dx ⩾ 0

上式左边是一个关于 �的二次三项式,它非负的条件是其系数判别式非正,即有

4

�Z b

a
f .x/g.x/dx

�
� 4

Z b

a
f 2.x/dx �

Z b

a
g2.x/dx ⩽ 0

从而本题得证

法 2(by向禹). 利用二重积分,从不等式Z b

a

Z b

a

�
f .x/g.y/ � g.x/f .y/

�2 dx dy ⩾ 0

出发,展开得到 Z b

a

Z b

a
f 2.x/g2.y/dx dy C

Z b

a

Z b

a
g2.x/f 2.y/dx dy

⩾2
Z b

a

Z b

a
f .x/g.x/f .y/g.y/dx dy

即 Z b

a
f 2.x/dx

Z b

a
g2.y/dy C

Z b

a
f 2.y/dy

Z b

a
g2.x/dx

⩾2
Z b

a
f .x/g.x/dx

Z b

a
f .y/g.y/dy

注意到定积分与积分变元无关,因此

2

Z b

a
f 2.x/dx �

Z b

a
g2.x/dx ⩾ 2

�Z b

a
f .x/g.x/dx

�2

定理 6.6.赫尔德 (Hölder)不等式

~

设 f .x/在 Œa; b�上 p次方可积, g.x/在 Œa; b�上 q次方可积,则ˇ̌̌̌ Z b

a

f .x/ � g.x/ dx
ˇ̌̌̌
⩽
� Z b

a

jf .x/jp dx
� 1

p

�

� Z b

a

jg.x/jq dx
� 1

q

;

其中 p > 1,
1

p
C
1

q
D 1.
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证明 设 A D
jf .x/j� R b

a jf .x/jp dx
� 1

p

, B D
jg.x/j� R b

a jg.x/jq dx
� 1

q

,利用 Young不等式,得

jf .x/j� R b
a jf .x/jp dx

� 1
p

�
jg.x/j� R b

a jg.x/jq dx
� 1

q

⩽ 1

p

jf .x/jpR b
a jf .x/jp dx

C
1

q

jg.x/jqR b
a jg.x/jq dx

;

于是

jf .x/jjg.x/j ⩽ 1

p

jf .x/jp� R b
a jf .x/jp dx

�1� 1
p

� Z b

a
jg.x/jq dx

� 1
q

C
1

q

jg.x/jq� R b
a jg.x/jq dx

�1� 1
q

� Z b

a
jf .x/jp dx

� 1
p

D
1

p
jf .x/jp

� R b
a jg.x/jq dx

� 1
q� R b

a jf .x/jp dx
� 1

q

C
1

q
jg.x/jq

� R b
a jf .x/jp dx

� 1
p� R b

a jg.x/jq dx
� 1

p

对上式两边在 Œa; b�上关于 x 积分,得

Z b

a
jf .x/g.x/j dx ⩽ 1

p

Z b

a
jf .x/jp dx

� R b
a jg.x/jq dx

� 1
q� R b

a jf .x/jp dx
� 1

q

C
1

q

Z b

a
jg.x/jq dx

� R b
a jf .x/jp dx

� 1
p� R b

a jg.x/jq dx
� 1

p

D

�
1

p
C
1

q

��Z b

a
jf .x/jp dx

� 1
p

�

� Z b

a
jg.x/jq dx

� 1
q

又由

ˇ̌̌̌ Z b

a
f .x/ � g.x/dx

ˇ̌̌̌
⩽
Z b

a
jf .x/g.x/j dx,命题得证

定理 6.7. Young不等式

~

设 f 在 Œ0;C1/上连续可导且严格单调增加, f .0/ D 0,a; b > 0,则有

ab ⩽
Z a

0

f .x/dx C

Z b

0

g.y/ dy: (6.5)

其中 g.y/是 f .x/的反函数,而等号当且仅当 b D f .a/时成立.

证明 [11]将 (6.5)右边的两个积分之和记为 I . 利用 g.f .x// � x,对其中第二个积分作变量代换 y D f .x/,
即 x D g.y/,然后分部积分得到:

I D

Z a

0
f .x/dx C

Z b

0
g.y/dy D

Z a

0
f .x/dx C

Z g.b/

0
x df .x/

D

Z a

0
f .x/dx C xf .x/

ˇ̌̌g.b/
0

�

Z g.b/

0
f .x/dx

D bg.b/ �

Z g.b/

0
f .x/dx; (6.6)

其中利用了 f .g.b// D b. 如果 a D g.b/,也就是 b D f .a/,则已经得到 (6.5)中成立等号的情况.
在 a < g.b/时,对于 (6.6)中的积分利用 f .x/在区间 Œa; g.b/�上严格单调增加, f .x/ ⩽ f .g.b// D b,就

得到 I > bg.b/ � Œg.b/ � a�b D ab. 在 a > g.b/时,类似地可得到

I D bg.b/C

Z a

g.b/
f .x/dx > bg.b/C Œa � g.b/�b D ab
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定理 6.8.切比雪夫 (Chebyshev)不等式

~

设 f .x/; g.x/是 Œa; b�上的连续函数,且 f .x/; g.x/在 Œa; b�上单调性一致,则Z b

a

f .x/ dx �

Z b

a

g.x/dx ⩽ .b � a/

Z b

a

f .x/g.x/dx:

证明 对 x; y 2 Œa; b�,则 �
f .x/ � f .y/

��
g.x/ � g.y/

�
⩾ 0

即

f .x/g.x/C f .y/g.y/ ⩾ f .x/g.y/C f .y/g.x/

对上式关于 x在 Œa; b�上积分得:Z b

a
f .x/g.x/dx C .b � a/ � f .y/g.y/ ⩾ g.y/

Z b

a
f .x/dx C f .y/

Z b

a
g.x/dx

对上式关于 y 在 Œa; b�上积分得:

.b � a/

Z b

a
f .x/g.x/dx C .b � a/

Z b

a
f .y/f .y/dy

⩾
Z b

a
g.y/dy

Z b

a
f .x/dx C

Z b

a
f .y/dy

Z b

a
g.x/dx

将上式中 y 改为 x 得 Z b

a
f .x/dx �

Z b

a
g.x/dx ⩽ .b � a/

Z b

a
f .x/g.x/dx:

定理 6.9.闵可夫斯基 (Minkowski)不等式

~

设 p > 1, 函数 f .x; y/ 在 Œa; b� � Œc; d � 上可积, 且 8x 2 Œa; b�,
Z d

c

f .x; y/ dy 存在, 而

8y 2 Œc; d �,
Z b

a

f .x; y/ dx 存在,则 Z d

c

ˇ̌̌̌ Z b

a

f .x; y/ dx
ˇ̌̌̌p

dy
! 1

p

⩽
Z b

a

�Z d

c

jf .x; y/jp dy
� 1

p

dx: (6.7)

简言之, (6.7)式表示积分的范数小于等于范数的积分

证明 [4]在定理的假设之下,下面涉及的积分都是有意义的. 记

F.y/ D

ˇ̌̌̌ Z b

a
f .x; y/dx

ˇ̌̌̌p�1

:

q为 p的对偶数,则Z d

c

ˇ̌̌̌ Z b

a
f .x; y/dx

ˇ̌̌̌p
dy D

Z d

c
F.y/

ˇ̌̌̌ Z b

a
f .x; y/dx

ˇ̌̌̌
dy

⩽
Z d

c
dy
Z b

a
F.y/jf .x; y/j dx D

Z b

a
dx
Z d

c
F.y/jf .x; y/j dy

⩽
Z b

a

�Z d

c
jF.y/jq dy

� 1
q
�Z d

c
jf .x; y/jp dy

� 1
p

dx

D

�Z d

c

ˇ̌̌ Z b

a
f .x; y/dx

ˇ̌̌p
dy
� 1

q
Z b

a

�Z d

c
jf .x; y/jp

� 1
p

dx;

由此立即可得 (6.7)式.
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定理 6.10. Opial不等式

~

设 f .x/在 .0; a/上绝对连续,则Z a

0

jf .x/f 0.x/j dx ⩽ 1

2
a

Z a

0

Œf 0.x/�2 dx

若 f .0/ D 0,当且仅当 f .x/ D cx 时取等号.

证明 Z a

0
jf .x/f 0.x/j dx D

ˇ̌̌̌ Z a

0
jf 0.x/j

Z x

0
f 0.t/dt

ˇ̌̌̌
dx

⩽
“
0⩽t⩽x⩽a

jf 0.x/jjf 0.t/j dt dx D
1

2

�Z a

0
jf 0.x/j dx

�2
⩽ a

2

Z a

0
jf 0.x/j2 dx .Cauchy-Schwarz不等式/

显然,当且仅当 f 0.x/ � c(常数)时取等号.

6.1.6 积分不等式

积分不等式的证明思路

h 分部积分: 例6.63
h 柯西不等式: 例6.69
h 分区间拆分: 例6.81,例6.82
h 缩放积分区间: 例6.83,例6.66
h 泰勒展开: (最大值处)例6.64

h 重积分换序: 例6.65,例6.70
h 凹凸性: 例6.68,例6.80
h 构造多项式: 例6.73, 例6.79 例6.78,
例6.88

h 分区间构造函数: 例6.84,例6.85

例6.63 设 f .x/在 [0,1]上有一阶连续导数，且

f .0/ D f .1/ D 0; M D max
x2Œ0;1�

jf 0.x/j;

证明：
ˇ̌̌ Z 1

0

f .x/dx
ˇ̌̌

�
M

4

证明 ˇ̌̌̌ Z 1

0
f .x/dx

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌ Z 1

0
f .x/d.aC x/

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌ˇ̌̌
.x C a/f .x/

ˇ̌̌1
0

�

Z 1

0
.x C a/f 0.x/dx

ˇ̌̌̌
� M

Z 1

0
jx C aj dx

取 a D �
1

2
即得欲证不等式。

例6.64 设 f .x/在 Œa; b�上连续可微,且 f .a/ D f .b/ D 0;则Z b

a

jf .x/j dx �
.b � a/2

4
M .M D max jf 0.x/j/

证明 Z b

a
jf .x/jdx D

Z aCb
2

a
jf .x/jdx C

Z b

aCb
2

jf .x/jdx
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用 Taylor公式二阶展开,记M D max jf 0.x/j.

Z aCb
2

a
jf .x/dxj D

Z aCb
2

a
jf .a/C f 0.�/.x � a/jdx

� M

Z aCb
2

a
jx � ajdx D M

Z aCb
2

a
.x � a/dx D M

�
.aC b/2

8
�
ab

2

�
同样的方法和步骤得 Z b

aCb
2

jf .x/jdx � M

�
.aC b/2

8
�
ab

2

�
上面两个式子相加得 Z b

a
jf .x/jdx �

.b � a/2

4
M

� 练习 6.25设 f .x/在 Œ0; �
2
�上连续可导，f .0/ D 0; f .�

2
/ D 1,求证：Z �

2

0

jf .x/ � sin x C f 0.x/jdx ⩾ 1

证明 设 F.x/ D e� cosxf .x/,则

F 0.x/ D e� cosx �f .x/ sin x C f 0.x/
�

) F 0.x/ecosx
D f .x/ � sin x C f 0.x/

)

Z �
2

0
jf .x/ � sin x C f 0.x/jdx D

Z �
2

0
jecosxF 0.x/jdx

注意到 ecosx
� 1; x 2

h
0;
�

2

i
,所以

Z �
2

0
jecosxF 0.x/jdx �

ˇ̌̌̌
ˇ
Z �

2

0
F 0.x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ D 1

例6.65 (Poincare不等式)设函数 f .x/在 Œa; b�上具有连续的导数,且 f .a/ D 0,证明:Z b

a

f 2.x/ dx ⩽ .b � a/2

2

Z x

a

�
f 0.t/

�2 dt

解 (by向禹) Z b

a

f 2.x/ dx D

Z b

a

�Z x

a

f 0.t/dt
�2

dx ⩽
Z b

a

�Z x

a

dt
Z x

a

f 02.t/dt
�

dx

⩽
Z b

a

 
.x � a/

Z b

a

f 02.t/ dt
!

dx

D
.b � a/2

2

Z x

a

f 02.t/dt

例6.66 设函数 f .x/ > 0,且在实轴上连续,若对任意实数 t ,有Z C1

�1

e�jt�xjf .x/ dx ⩽ 1

证明: 8 a; b; a < b,有
Z b

a

f .x/dx ⩽ b � aC 2

2
.

解由于 8a; b.a < b/,有 Z b

a

e�jt�xjf .x/dx ⩽
Z C1

�1

e�jt�xjf .x/dx ⩽ 1

因此 Z b

a

dt
Z b

a

e�jt�xjf .x/dx ⩽ b � a
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然而 Z b

a

dt
Z b

a

e�jt�xjf .x/ dx D

Z b

a

f .x/

�Z b

a

e�jt�xj dt
�

dx

其中 Z b

a

e�jt�xj dt D

Z x

a

et�x dt C

Z b

x

ex�t dt D 2 � ea�x
� ex�b

这样就有 Z b

a

f .x/
�
2 � ea�x

� ex�b
�

dx ⩽ b � a (6.8)

即 Z b

a

f .x/ dx ⩽ b � a

2
C
1

2

"Z b

a

ea�xf .x/ dx C

Z b

a

ex�bf .x/dx
#

注意到 Z b

a

ea�xf .x/ dx D

Z b

a

e�ja�xjf .x/dx ⩽ 1 和

Z b

a

ex�bf .x/dx ⩽ 1

把以上两个式子入 .6:8/,即得结论。

例6.67设 f .x/是在 Œ0; 1�非负的连续的凹函数，且 f .0/ D 1,求证:

2

Z 1

0

x2f .x/dx C
1

12
�

�Z 1

0

f .x/dx
�2

证明 设 F.x/ D

Z x

0
f .t/dt ,由于 f .x/是凹函数，所以有

f .t/ � f .0/

t � 0
�
f .x/ � f .0/

x � 0
; t 2 .0; x/

因此, f .t/ �
t

x
.f .x/ � 1/C 1,故

I D

Z 1

0
x2f .x/dx D

Z 1

0
x2 dF.x/ D F.1/ � 2

Z 1

0
x

Z x

0
f .t/dt dx

� F.1/ � I �
1

3

所以 2I � F.1/ �
1

3
,只要证明

F.1/ �
1

3
C

1

12
� F 2.1/ ,

�
F.1/ �

1

4

�2
� 0

显然成立。

例6.68 设 f W Œ0; 1� ! R是连续可微函数，若
Z 1

2

0

f .x/dx D 0. 求证：Z 1

0

f 0.x/2dx � 12

�Z 1

0

f .x/dx
�2

证明 证法 1 Z 1
2

0
f .x/dx D 0 )

Z 1
2

0
xf 0.x/dx D

1

2
f .
1

2
/

) �Z 1

0
f .x/dx

�2
D

h Z 1

1
2

.f .x/ � f .
1

2
//dx C

1

2
f .
1

2
/
i2
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D

h Z 1

1
2

Z x

1
2

f 0.t/dtdx C

Z 1
2

0
xf 0.x/dx

i2
D

h Z 1

1
2

.1 � t /f 0.t/dt C

Z 1
2

0
xf 0.x/dx

i2
� 2

h Z 1

1
2

.1 � t /f 0.t/dt
i2

C 2
h Z 1

2

0
xf 0.x/dx

i2
� 2

h Z 1

1
2

.1 � t /2dt
Z 1

1
2

f 0.t/2dt C

Z 1
2

0
x2dx

Z 1
2

0
f 0.t/2dt

i
D

1

12

Z 1

0
f 0.x/2dx

整理即得欲证不等式。

证法 2先看一个更加一般的结论

Z 1

0
Œf 0.x/�2dx � 12

�Z 1

0
f .x/dx � 2

Z 1
2

0
f .x/dx

�2
利用 Schwarz不等式

Z 1
2

0
Œf 0.x/�2dx

Z 1
2

0
x2dx �

 Z 1
2

0
xf 0.x/dx

!2
D

"
1

2
f .
1

2
/ �

Z 1
2

0
f .x/dx

#2
) Z 1

2

0
Œf 0.x/�2dx � 24.

1

2
f .
1

2
/ �

Z 1
2

0
f .x/dx/2

再利用 Schwarz不等式

Z 1

1
2

Œf 0.x/�2dx
Z 1

1
2

.1 � x/2dx �

 
�
1

2
f .
1

2
/C

Z 1

1
2

f .x/dx
!2

)

Z 1

1
2

f 0.x/2dx � 24
�
.�
1

2
f .
1

2
/C

Z 1

1
2

f .x/dx/2
�

二者相加,利用 2.a2 C b2/ � .aC b/2 得

Z 1

0
f 0.x/2dx � 24

�
.
1

2
f .
1

2
/ �

Z 1
2

0
f .x/dx/2 C .�

1

2
f .
1

2
/C

Z 1

1
2

f .x/dx/2
�

� 12
� Z 1

0
f .x/dx � 2

Z 1
2

0
f .x/dx

�2

当

Z 1
2

0
f .x/dx D 0时，上式D 12.

Z 1

0
f .x/dx/2,故

Z 1

0
f 0.x/2dx � 12.

Z 1

0
f .x/dx/2

� 练习 6.26设 f .x/在 Œ0; 1�上连续可导, f .0/ D 0,证明: jf .x/j ⩽

sZ 1

0

�
f 0.x/

�2 dx.

证明 因为

jf .x/j D

ˇ̌̌̌Z x

0
f 0.x/dx

ˇ̌̌̌
⩽
Z x

0
jf 0.x/j dx

⩽
Z 1

0
jf 0.x/j dx D

vuut Z 1

0
jf 0.x/j � 1dx

!2
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且由柯西不等式有 Z 1

0
jf 0.x/j � 1dx

!2
⩽
 Z 1

0

�
f 0.x/

�2 dx
! Z 1

0
12 dx

!
D

 Z 1

0

�
f 0.x/

�2 dx
!

因此

jf .x/j ⩽

vuut Z 1

0
jf 0.x/j � 1dx

!2
⩽

sZ 1

0

�
f 0.x/

�2 dx

例6.69 设 f .x/在 Œ0; 1�上有连续导数,且 f .0/ D 0. 求证:Z 1

0

f 2.x/ dx ⩽ 1

2

Z 1

0

f 02.x/dx

证明 因为

f .x/ D f .x/ � f .0/ D

Z x

0
f 0.x/dx

由柯西积分不等式有

f 2.x/ D

�Z x

0
f 0.x/dx

�2
⩽
Z x

0
12 dx �

Z x

0
f 02.x/dx

D x

Z x

0
f 02.x/dx ⩽ x

Z 1

0
f 02.x/dx

所以 Z 1

0
f 2.x/dx ⩽

Z 1

0
x dx �

Z 1

0
f 02.x/dx D

1

2

Z 1

0
f 02.x/dx

例6.70 设 f .x/在 Œ0; 1�上有连续导数,且 f .0/ D 0, f .1/ D 0. 求证:Z 1

0

f 2.x/ dx ⩽ 1

8

Z 1

0

f 02.x/dx

证明 因为

f .x/ D f .x/ � f .0/ D

Z x

0
f 0.x/dx

由柯西积分不等式有

f 2.x/ D

�Z x

0
f 0.x/dx

�2
⩽
Z x

0
12 dx �

Z x

0
f 02.x/dx

D x

Z x

0
f 02.x/dx ⩽ x

Z 1

0
f 02.x/dx

所以 Z 1
2

0
f 2.x/dx ⩽

Z 1
2

0
x dx �

Z 1
2

0
f 02.x/dx D

1

8

Z 1
2

0
f 02.x/dx

又

f .x/ D f .x/ � f .1/ D �

Z 1

x
f 0.x/dx

同理可得 Z 1

1
2

f 2.x/dx ⩽ 1

8

Z 1

1
2

f 02.x/dx

因此 Z 1

0
f 2.x/dx ⩽ 1

8

Z 1

0
f 02.x/dx

例6.71设 f .x/为 Œa; b�上的连可微函数,且 f .a/ D f .b/,Z b

a

f .x/ dx D 0;
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则 Z b

a

f 2.x/ dx ⩽
�
b � a

2�

�2 Z b

a

Œf 0.x/�2 dx;

等号成立当且仅当 f .x/ D c cos 2�

b � a
x C d sin 2�

b � a
x.

证明 1利用线性变换 x D
b � a

2�
.t C �/C a将区间 Œa; b�上的函数变为 Œ��; ��上的函数,应用Wirtinger不

等式 (例15.20)即可.

例6.72设 f W Œ0; 1� ! R是可积函数. 且 jf .x/j ⩽ 1,
Z 1

0

xf .x/ dx D 0. 令 F.x/ D

Z x

0

f .y/dy ⩾ 0.

求证: Z 1

0

f 2.x/ dx C 5

Z 1

0

F 2.x/dx ⩾ 10

Z 1

0

f .x/F.x/dx�

证明 (by向禹)由于 Z 1

0

�Z x

0
f .y/dy

�
dx D

Z 1

0

�Z 1

y
f .y/dx

�
dy

Z 1

0

�Z x

0
f .x/f .y/dy

�
dx D

Z 1

0

�Z 1

y
f .x/f .y/dx

�
dy

故有 Z 1

0
F.x/dx D

Z 1

0
.1 � y/f .y/dyZ 1

0
f .x/F.x/dx D F 2.1/ �

Z 1

0
f .y/F.y/dy

利用

Z 1

0
xf .x/dx D 0得

Z 1

0
F.x/dx D

Z 1

0
f .x/dx D F.1/ ;

Z 1

0
f .x/F.x/dx D

1

2
F 2.1/ ⩾ 0:

利用 A2 C B2 ⩾ 0则有 Z 1

0
f 2.x/dx C

Z 1

0
F 2.x/dx ⩾ 2

Z 1

0
f .x/F.x/dx

另外由 Cauchy不等式

4

Z 1

0
F 2.x/dx ⩾

�Z 1

0
2F.x/dx

�2
D 4F 2.1/ D 8

Z 1

0
f .x/F.x/dx

相加即得原式.
注意到有更一般的式子

A

Z 1

0
f 2.x/dx C B

Z 1

0
F 2.x/dx ⩾ 2.AC B/

Z 1

0
f .x/F.x/dx�

等号成立当且仅当 A D B D 0或 f .x/ D F.x/ D 0.
注意到 Z 1

0
f .x/dx D F.1/ D

Z 1

0
d.xF.x//

D

Z 1

0
xf .x/dx C

Z 1

0
F.x/dx D

Z 1

0
F.x/dx

F 2.1/ D

Z 1

0
dF 2.x/ D 2

Z 1

0
f .x/F.x/dx

1梅加强《数学分析》P380
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由 Cauchy不等式得 Z 1

0
f 2.x/dx ⩾

�Z 1

0
f .x/dx

�2
D F 2.1/ D 2

Z 1

0
f .x/F.x/dx

Z 1

0
F 2.x/dx ⩾

�Z 1

0
f .x/dx

�2
D F 2.1/ D 2

Z 1

0
f .x/F.x/dx

相加即可

例6.73 (2015CMC)设 f .x/在区间 Œ0; 1�上连续可导,且 f .0/ D f .1/ D 0.
求证: �Z 1

0

xf .x/dx
�2

⩽ 1

45

Z 1

0

�
f 0.x/

�2 dx;

等号当且仅当 f .x/ D A.x � x3/时成立,其中 A是常数.

解分部积分可得Z 1

0

xf .x/ dx D
1

2
x2f .x/

ˇ̌̌̌1
0

�
1

2

Z 1

0

x2f 0.x/dx D �
1

2

Z 1

0

x2f 0.x/dx:

因此根据 Newton-Leibniz公式,得

6

Z 1

0

xf .x/ dx D

Z 1

0

.1 � 3x2/f 0.x/dx:

再根据 Cauchy积分不等式,得

36

�Z 1

0

xf .x/dx
�2

⩽
Z 1

0

.1 � 3x2/2 dx
Z 1

0

�
f 0.x/

�2 dx

D
4

5

Z 1

0

�
f 0.x/

�2 dx

由此即得 �Z 1

0

xf .x/ dx
�2

⩽ 1

45

Z 1

0

�
f 0.x/

�2 dx:

等号当且仅当 f 0.x/ D A.1 � 3x2/积分并由 f .0/ D f .1/ D 0. 即得

f .x/ D Ax.1 � x/.1C x/ D A.x � x3/:

例6.74设函数 f .x/在区间 Œ0; 1�上有连续的导函数,且 f .0/ D 0. 求证:Z 1

0

jf .x/j2 dx ⩽ 1

2

Z 1

0

.1 � x2/jf 0.x/j2 dx;

并且当且仅当 f .x/ � cx 时等号成立,其中 c 是常数.

证明 (by向禹) Z 1

0
jf .x/j2 dx D

Z 1

0

�Z x

0
f 0.t/dt

�2
dx

⩽
Z 1

0

�Z x

0
dt
Z x

0
jf 0.t/j2 dt

�
dx

D �
1

2

Z 1

0

�Z x

0
jf 0.t/j2 dt

�
d.1 � x2/

D
1

2

Z 1

0
.1 � x2/jf 0.x/j2 dx
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从柯西不等式的取等条件来看,等号成立当且仅当 f 0.x/ � c 恒成立,又 f .0/ D 0,所以 f .x/ � cx.

例6.75设 f .x/ W Œ0; 1� ! R是连续可导函数,若
Z 1

2

0

f .x/dx D 0,求证Z 1

0

�
f 0.x/

�0 ⩾ 12

�Z 1

0

f .x/dx
�2

解由条件我们有 Z 1
2

0

xf 0.x/ dx D
1

2
f
�1
2

�
由牛顿--莱布尼茨公式和 Cauchy–Schwarz不等式,我们有�Z 1

0

f .x/dx
�2

D

"Z 1

1
2

�
f .x/ � f

�1
2

��
dx C

1

2
f
�1
2

�#2

D

"Z 1

1
2

Z x

1
2

f 0.t/ dt dx C

Z 1
2

0

xf 0.x/dx
#2

D

"Z 1

1
2

.1 � t/f 0.t/ dt C

Z 1
2

0

xf 0.x/ dx
#2

⩽ 2

"Z 1

1
2

.1 � t /f 0.t/dt
#2

C 2

"Z 1
2

0

xf 0.x/ dx
#2

⩽ 2

"Z 1

1
2

.1 � t /2 dt
Z 1

1
2

�
f 0.t/

�2 dt C

Z 1
2

0

x2 dx
Z 1

2

0

�
f 0.t/

�2 dx
#

D
1

12

Z 1

0

�
f 0.x/

�0
由此,不等式得证

� 练习 6.27设 f .x/为 .�1;C1/上连续的周期为 1的周期函数且满足

0 ⩽ f .x/ ⩽ 1与

Z 1

0

f .x/dx D 1 . 证明：当 0 ⩽ x ⩽ 13时，有Z p
x

0

f .t/dt C

Z p
xC27

0

f .t/ dt C

Z p
13�x

0

f .t/dt ⩽ 11

并给出取等号的条件。

证明 由条件 0 ⩽ f .x/ ⩽ 1,有

Z p
x

0
f .t/dt C

Z p
xC27

0
f .t/dt C

Z p
13�x

0
f .t/dt ⩽

p
x C

p
x C 27C

p
13 � x

利用离散柯西不等式,即

 
nX
iD1

aibi

!2
⩽

nX
iD1

a2i

nX
iD1

b2i ,等号当 ai 与 bi 对应成比例时成立.

有

p
x C

p
x C 27C

p
13 � x D 1 �

p
x C

p
2 �

r
1

2
.x C 27/C

r
2

3
�

r
3

2
.13 � x/

⩽
r
1C 2C

2

3
�

r
x C

1

2
.x C 27/C

3

2
.13 � x/ D 11

且等号成立的充分必要条件是：

x D
1

2
.x C 27/ D

2

3

r
3

2
.13 � x/ ; 即 x D 9
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所以 Z p
x

0
f .t/dt C

Z p
xC27

0
f .t/dt C

Z p
13�x

0
f .t/dt ⩽ 11

特别当 x D 9时，有

Z p
x

0
f .t/dt C

Z p
xC27

0
f .t/dt C

Z p
13�x

0
f .t/dt D

Z 3

0
f .t/dt C

Z 6

0
f .t/dt C

Z 2

0
f .t/dt

根据周期性,以及
Z 1

0
f .x/dx D 1,有

Z 3

0
f .t/dt C

Z 6

0
f .t/dt C

Z 2

0
f .t/dt D 11

Z 1

0
f .t/dt D 11

所以取等号的充分必要条件是 x D 9

例6.76设 f W Œ0; 1� ! R求证:Z 1

0

�
f .x/

�2 dx ⩾ 15

4

Z 1

0

f .x/dx
Z 1

0

x4f .x/dx

证明 (by西西)由 Cauchy–Schwarz不等式

Z 1

0

�
f .x/

�2 dx �

Z 1

0
.1C 3x4/2 dx ⩾

 Z 1

0
.1C 3x4/f .x/dx

!2

即 sZ 1

0

�
f .x/

�2 dx ⩾
p
5

4

 Z 1

0
f .x/dx C 3

Z 1

0
x4f .x/dx

!
再利用均值 Z 1

0
f .x/dx C 3

Z 1

0
x4f .x/dx ⩾ 2

s
3

Z 1

0
f .x/dx

Z 1

0
x4f .x/dx

平方即有 Z 1

0

�
f .x/

�2 dx ⩾ 15

4

Z 1

0
f .x/dx

Z 1

0
x4f .x/dx

例6.77 f .x/为定义在 Œ0; 1�上的连续可导函数, f .0/ D 0. 求证:Z 1

0

jf .x/j2

x2
dx ⩽ 4

Z 1

0

jf 0.x/j2 dx

解法 I (by ytdwdw). 利用Minkowski不等式�Z 1

0

jf .x/j2

x2
dx
� 1

2

D

"Z 1

0

�R x
0
f 0.t/dt
x

�2# 1
2

D

"Z 1

0

�Z 1

0

f 0.xt/dt
�2

dx
# 1

2

⩽
Z 1

0

�Z 1

0

jf 0.xt/j2 dx
� 1

2

dt D

Z 1

0

�R t
0

jf .x/j2 dx
t002

� 1
2

dt

⩽
�Z 1

0

jf 0.x/j2 dx
� 1

2
Z 1

0

1
p
t

dt D 2

�Z 1

0

jf 0.x/j2 dx
� 1

2

:

法 II (by西西). 注意到

f 2.x/ D

Z x

0

f 0.t/f .t/dt

因此

LHS D 2

Z 1

0

1

x2

Z x

0

f 0.t/f .t/ dt dx

换序
HHHH 2

Z 1

0

f 0.t/f .t/ dt
Z 1

t

1

x2
dx D 2

Z 1

0

f 0.t/f .t/
1 � t

t
dt
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< 2

Z 1

0

f 0.t/f .t/
1

t
dt

⩽ 2

sZ 1

0

f 02.t/ dt
Z 1

0

f 2.t/

t2
dt

平方显然！

本题的套路：建立 f 与 f 0 的不等式关系:

f .x/ D

Z x

0

f 0.t/ dt

若题中涉及 f 2 将上式 f 换 f 2 即可, 也就是说 f 是可以表示任意复杂的东西,从而转换重积分
交换次序进行柯闵等即可

例6.78 (西西)设 f .x/在 Œ0; 1�连续可微,且 f .0/ D 0, m < n 2 NC. 证明:Z 1

0

jf n.x/j

xm
dx ⩽ nm

.m � 1/m

Z 1

0

jf 0.t/jmjf .t/jn�m dt

证明 (by西西)注意到 (不妨设 f > 0)

jf .x/jn D n

Z x

0
f 0.t/f n�1.t/dt

故 Z 1

0

f n.x/

xm
dx D n

Z 1

0

�
1

xm

Z x

0
f 0.t/f n�1.t/dt

�
dx

换序
HHHH n

Z 1

0

�
f 0.t/f n�1.t/

Z 1

t
x�m dx

�
dt

D n

Z 1

0
f 0.t/f n�1.t/ �

1

m � 1
�
1 � tm�1

tm�1
dt

<
n

m � 1

Z 1

0
f 0.t/f n�1.t/ �

1

tm�1
dt

Holder
⩽ n

m � 1

�Z 1

0

f n.t/

tm
dt
�m�1

m
�Z 1

0
f 0m.t/f n�m.t/dt

� 1
m

从而可得 Z 1

0

jf n.x/j

xm
dx ⩽ nm

.m � 1/m

Z 1

0
jf 0.t/jmjf .t/jn�m dt

例6.79 (Favard不等式)设 f .x/是 Œ0; 1�上的非负凹函数,则Z 1

0

f p.x/ dx ⩽ 2p

p C 1

�Z 1

0

f .x/ dx
�p

证明 (by西西)2 不妨设 f .0/ D f .1/ D 0, f 2 C 2Œ0; 1�,则 f 00.x/ < 0. 设 f .x/ D �

Z 1

0
K.x; t/f 00.t/dt ,其

中 Green函数

K.x; t/ D

�
t .1 � x/; 0 ⩽ t ⩽ x ⩽ 1

x.1 � t /; 0 ⩽ x ⩽ t ⩽ 1

由Minkowski不等式

�Z 1

0
f p.x/dx

� 1
p

D

"Z 1

0

�Z 1

0
K.x; t/.�f 00.t//dt

�p
dx
# 1

p

⩽
Z 1

0

�Z 1

0
Kp.x; t/.�f 00.t//p dt

� 1
p

dt

2西西的大学数学竞赛搞笑秘密献给浪哥
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D .1C p/
� 1

p

Z 1

0
t.1 � t /jf 00.t/j dt

又 Z 1

0
f .x/dx D �

Z 1

0

Z 1

0
K.x; t/f 00.t/dt dx

D �

Z 1

0

Z 1

0
K.x; t/f 00.t/dx dt

D �
1

2

Z 1

0
t.1 � t /f 00.t/dt

故 Z 1

0
f p.x/dx ⩽ 2p

p C 1

�Z 1

0
f .x/dx

�p
对于一般情况,用光滑凹函数逼近 f 即可.

注：令 p ! C1可得不等式 max
x2Œ0;1�

f .x/ ⩽ 2

Z 1

0
f .x/dx

例6.80 若 f W Œ0; 1� ! R是连续上凹函数,且满足 f .0/ D 1,证明:Z 1

0

xf .x/dx �
2

3

� Z 1

0

f .x/dx
�2

证明法 1: (by西西)令 F.x/ D

Z x

0
f .t/dt ,利用上凹函数的性质可得

F.x/ D x

Z x

0
f .ux C .1 � u/ � 0/du

⩾ x

Z 1

0

�
uf .x/C .1 � u/

�
du D

xf .x/

2
C
x

2

令 I D

Z 1

0
xf .x/dx,U D

Z 1

0
f .x/dx,则原命题等价于证明 2U 2 � 3I � 0,又

I D

Z 1

0
x dF.x/ D F.1/ �

Z 1

0
F.x/dx

⩽ U �

Z 1

0

�
xf .x/

2
C
x

2

�
dx D U �

I

2
�
1

4

即 3I ⩽ 2U �
1

2
,故

2U 2 � 3I ⩾ 2U 2 �

�
2U �

1

2

�
D 2

�
U �

1

2

�2
⩾ 0

原命题得证

法 2: (by西西)令 F.x/ D

Z x

0
f .t/dt ,由 f .x/的上凹性质得

f .t/ � f .0/

t
⩽ f .x/ � f .0/

x

从而 Z 1

0
F.x/dx D

Z 1

0

Z x

0
f .x/dt dx

⩾
Z 1

0

Z x

0

�
f .x/ � 1

x
t C 1

�
dt dx D

1

2

Z 1

0

�
xf .x/C x

�
dx

故 Z 1

0
xf .x/dx D F.1/ �

Z 1

0
F.x/dx
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⩽
Z 1

0
f .x/dx �

1

2

Z 1

0

�
xf .x/C x

�
dx

即 Z 1

0
xf .x/dx ⩽ 2

3

�Z x

0
f .x/dx �

1

4

�
⩽ 2

3

�Z 1

0
f .x/dx

�2
法 3: (by西西)设

I D

Z 1

0
xf .x/dx; U D

Z 1

0
f .x/dx H) 2U 2 � 3I � 0

令 F.x/ D

Z x

0
f .t/dt ,因为

f .ax/ D f .ax C .1 � a/ � 0/ � af .x/C 1 � a

对 8a 2 .0; 1/积分 Z 1

0
f .tx/dt �

1

2
f .x/C

1

2
即 2F.x/ � xf .x/C x

∴ I D

Z 1

0
xf .x/dx D xF.x/

ˇ̌̌1
0

�

Z 1

0
F.x/dx � F.1/ �

1

2

Z 1

0
.xf .x/C x/dx

即
3

2
I � F.1/ �

1

4

因为 U D F.1/，所以

2U 2 � 3I D
16U 2 � 24I

8
�
.6I C 1/2 � 24I

8
D
.6I � 1/2

8
� 0

例6.81 已知 f .x/在 Œ0; 1�上二阶可导，求证：Z 1

0

ˇ̌
f 0.x/

ˇ̌
dx � 9

Z 1

0

jf .x/j dx C

Z 1

0

ˇ̌
f 00.x/

ˇ̌
dx

证明 对任意 0 < � <
1

3
和
2

3
< � < 1,则存在 � 2 .�; �/,使得

jf 0.�/j D j
f .�/ � f .�/

� � �
j � 3jf .�/j C 3jf .�/j

因此对任意的 x 2 .0; 1/成立

jf 0.x/j D jf 0.�/C

Z x

�
f 00.t/dt j � 3jf .�/j C 3jf .�/j C

Z 1

0
jf 00.t/jdt

分别对 � 在 .0;
1

3
/上和对 �在 .

2

3
; 1/上积分以上不等式，得

1

9
jf 0.x/j �

Z 1
3

0
jf .�/jd� C

Z 1

2
3

jf .�/jd�C
1

9

Z 1

0
jf 00.t/jdt

�

Z 1

0
jf .t/jdt C

1

9

Z 1

0
jf 00.t/jdt

于是

jf 0.x/j � 9

Z 1

0
jf .t/jdt C

Z 1

0
jf 00.t/jdt; x 2 Œ0; 1�

对上式两边在 Œ0; 1�积分,得到Z 1

0

ˇ̌
f 0.x/

ˇ̌
dx � 9

Z 1

0
jf .x/j dx C

Z 1

0

ˇ̌
f 00.x/

ˇ̌
dx
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例6.82 已知 f .x/在 Œ0; 1�上二阶可导，求Z 1

0

ˇ̌
f 0.x/

ˇ̌
dx � A

Z 1

0

jf .x/j dx C

Z 1

0

ˇ̌
f 00.x/

ˇ̌
dx

A的最小值

证明 (by Veer)设 min
x2Œ0;1�

jf 0.x/j D jf 0.a/j,由积分中值定理得

Z 1

0
jf 0.x/j dx D jf 0.�/j ; � 2 .0; 1/

f 0.�/ D f 0.a/C

Z �

a
f 00.x/dx H) jf 0.�/j ⩽ jf 0.a/j C

Z 1

0
jf 00.x/j dx (6.9)

1ı 若存在 x0 使得 f .x0/ D 0. 则 jf .x/j D jf .x/ � f .x0/j

2ı 若不存在 x0 使得 f .x0/ D 0. 则 f .x/在 Œ0; 1�上不变号,且取 min
x2Œ0;1�

jf 0.x/j D jf 0.x0/j

f .x/ ⩾ jf .x/j � jf .x0/j D jf .x/ � f .x0/j

所以

f .x/ ⩾ jf .x/ � f .x0/j D jf 0.�x/jjx � x0j ⩾ jf 0.a/jjx � x0j

Z 1

0
jf .x/j dx ⩾ jf 0.�/j

Z 1

0
jx � x0j dx

D jf 0.�/j

 Z x0

0
.x0 � x/dx C

Z 1

x0

.x � x0j/dx
!

D jf 0.�/j

�
1

2
� x0.1 � x0/

�
其中

1

2
� x0.1 � x0/ ⩾

1

2
�

�
x0 C 1 � x0

2

�2
D
1

4

所以 Z 1

0
jf .x/j dx ⩾ 1

4
jf 0.a/j H) jf 0.a/j ⩽ 4

Z 1

0
jf .x/j dx

综合 (6.9)式得 Z 1

0

ˇ̌
f 0.x/

ˇ̌
dx � 4

Z 1

0
jf .x/j dx C

Z 1

0

ˇ̌
f 00.x/

ˇ̌
dx

4是最小值,因为当 f .x/ D x �
1

2
时

Z 1

0

ˇ̌
f 0.x/

ˇ̌
dx D 4

Z 1

0
jf .x/j dx C

Z 1

0

ˇ̌
f 00.x/

ˇ̌
dx

例6.83 (CMC, 2018)设 f .x/在 Œ0; 1�上有二阶连续导函数,且 f .0/f .1/ ⩾ 0. 求证:Z 1

0

jf 0.x/j dx ⩽ 2

Z 1

0

jf .x/j dx C

Z 1

0

jf 00.x/j dx:

证明 设M D max
x2Œ0;1�

jf 0.x/j D jf 0.x1/j, min
x2Œ0;1�

jf 0.x/j D jf 0.x0/j. 则有

Z 1

0
jf 00.x/j dx ⩾

ˇ̌̌̌ Z x1

x0

f 00.x/dx
ˇ̌̌̌

D jf 0.x1/ � f 0.x0/j ⩾M �m
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另一方面,有
Z 1

0
jf 0.x/j dx ⩽M

Z 1

0
dx D M . 故,只需证明

m ⩽ 2

Z 1

0
jf .x/j dx (6.10)

若 f 0.x/ 在 Œ0; 1� 中有零点, 则 m D 0. 此时 (6.10) 显然成立. 现在假设 f 0.x/ 在 Œ0; 1� 上无零点, 不妨设
f 0.x/ > 0,因而 f .x/严格递增. 下面分两种情况讨论.
(i). f .0/ ⩾ 0. 此时 f .x/ ⩾ 0 .x 2 Œ0; 1�/. 由 f 0.x/ D jf 0.x/j ⩾ m,得Z 1

0
jf .x/j dx D

Z 1

0
f .x/dx D

Z 1

0
.f .x/ � f .0//dx C f .0/

⩾
Z 1

0
.f .x/ � f .0//dx D

Z 1

0
f 0.�/x dx

⩾
Z 1

0
mx dx D

1

2
m

故, (6.10)成立.
(ii). f .0/ < 0.此时有 f .1/ ⩽ 0,根据 f 的单调性,有 f .x/ ⩽ 0 .x 2 Œ0; 1�/.Z 1

0
jf .x/j dx D �

Z 1

0
f .x/dx D

Z 1

0
.f .1/ � f .x//dx � f .1/

⩾
Z 1

0
jf .1/ � f .x/j dx D

Z 1

0

ˇ̌
f 0.�/

ˇ̌
.1 � x/dx

⩾
Z 1

0
m.1 � x/dx D

1

2
m

此时 (6.10)也成立.
注：由 f .0/f .1/ ⩾ 0,可不妨设 f .x/ ⩾ 0; x 2 Œ0; 1�. 可只考虑 (i).

例6.84 设 f 为 Œ0; 1� 上的连续函数, 若成立
Z 1

0

x2f .x/dx D �2

Z 1

1
2

F.x/dx, 其中 F.x/ DZ x

0

f .t/dt; x 2 Œ0; 1�. 证明: Z 1

0

f 2.x/dx ⩾ 24

�Z 1

0

f .x/ dx
�2

解由分部积分,

�2

Z 1

1
2

F.x/ dx D

Z 1

1
2

F.x/d.1 � 2x/ D �F.1/ �

Z 1

1
2

.1 � 2x/f .x/ dx

Z 1
2

0

.1C x2/f .x/ dx C

Z 1

1
2

Œ1C .1 � x/2�f .x/ dx D 0

令 g.x/ D

8<:1C x2; x 2 Œ0; 1
2
/;

1C .1 � x/2; x 2 Œ1
2
; 1/Z 1

0

f .x/dx D

Z 1

0

.1C �g.x//2f .x/dx

由 Cauchy-Schwarz不等式�Z 1

0

f .x/dx
�
⩽
Z 1

0

.1C �g.x//2 dx
Z 1

0

f .x/dx

而 Z 1

0

.1C �g.x//2 dx D 2

Z 1
2

0

.1C �g.x//2 dx
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D 1C
13

6
�C

283

240
�2 D

4

849
C
283

240

�
�C

260

283

�2
因此, Z 1

0

f 2.x/dx ⩾ 849

4

�Z 1

0

f .x/dx
�2

例6.85 (AMM11946)Let f be a twice differentiable function [0,1] to R with f 00 continuous on [0,1] andZ 2
3

1
3

f .x/dx D 0. Proof:

4860

�Z 1

0

f .x/ dx
�2

⩽ 11

Z 1

0

�
f 00.x/

�2 dx

解 Let g.x/ be the piecewise differentiable function defined as

g.x/ WD

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
x if x 2 Œ0; 1=3/;

1 � 2x if x 2 Œ1=3; 2=3�;

x � 1 if x 2 Œ2=3; 1/;

and let

G.x/ WD

Z x

0

g.t/dt D

8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:

x2

2
if x 2 Œ0; 1=3/;

�x2 C x �
1

6
if x 2 Œ1=3; 2=3�;

x2

2
� x C

1

2
if x 2 Œ2=3; 1/:

Since
Z 2

3

1
3

f .x/dx D 0, it follows that

Z 1

0

f .x/dx D

Z 1
3

0

f .x/dx � 2

Z 2
3

1
3

f .x/dx C

Z 1

2
3

f .x/ dx D

Z 1

0

f .x/g0.x/ dx:

Hence, by integrating by parts,we obtainZ 1

0

f .x/ dx D

Z 1

0

f .x/ d.g.x// D
�
f .x/g.x/

�1
0

�

Z 1

0

g.x/ d.f .x// D

Z 1

0

g.x/f 0.x/dx

D �

Z 1

0

f 0.x/ d.G.x// D �
�
f 0.x/G.x/

�1
0

C

Z 1

0

f 00.x/G.x/dx D

Z 1

0

f 00.x/G.x/ dx

Finally, by Cauchy-Schwarz inequality, we get�Z 1

0

f .x/ dx
�2

⩽
Z 1

0

�
G.x/

�2 dx �

Z 1

0

�
f 00.x/

�2 dx D
11

4860

Z 1

0

�
f 00.x/

�2 dx

because Z 1

0

�
G.x/

�2 dx D 2

Z 1
3

0

x4

4
dx C 2

Z 1
2

1
3

�
�x2 C x �

1

6

�2
dx D

11

4860
:

� 练习 6.28设 f .x/在 Œ0; 1�连续可导且可积，若

Z 2
3

1
3

f .x/dx D 0

求证： Z 1

0

.f 0.x//2dx � 27

�Z 1

0

f .x/dx

�2
证明 考虑

G.x/ D

8̂̂<̂
:̂
x; x 2 Œ0; 13 /

1 � 2x; x 2 Œ13 ;
2
3 �

x � 1; x 2 Œ23 ; 1/
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由 Cauchy-Schwarz容易证明.以下略

� 练习 6.29若 f .x/ W Œ0; 1� ! R是连续可导函数，且

Z 1
n

1
2n

f .x/dx D 0,则有:

Z 1

0

.f 0.x//2dx �
12n2

4n2 � 10nC 7

�Z 1

0

f .x/dx

�2
证明 提示：设

g.x/ D

8̂̂<̂
:̂
x; x 2 Œ0; 12n �

1 � .2n � 1/x; x 2 Œ 12n ;
1
n �

x � 1; x 2 Œ 1n ; 1�.

然后仿照上面一样用 Cauchy-Schwarz

� 练习 6.30若 f .x/ W Œa; b� ! R是连续可导函数，且

Z b

a

f .x/dx D 0,则有:

Z 2b�a

a

.f 0.x//2dx �
3

2.b � a/3

 Z 2b�a

a

f .x/dx

!2
证明 设

g.x/ D

(
x � a; x 2 Œa; b�

2b � a � x; x 2 Œb; 2b � a�.

然后仿照上面一样用 Cauchy-Schwarz

� 练习 6.31若 f .x/ W Œ0; 1� ! R是连续可导函数，且

Z 2
2nC1

1
2nC1

f .x/dx D 0,则有:

Z 1

0

.f 0.x//2dx �
3.2nC 1/2

4n2 � 6nC 3

�Z 1

0

f .x/dx

�2
证明 设

g.x/ D

8̂̂<̂
:̂
x; x 2 Œ0; 1

2nC1 �

1 � 2nx; x 2 Œ 1
2nC1 ;

2
2nC1 �

x � 1; x 2 Œ 2
2nC1 ; 1�.

然后仿照上面一样用 Cauchy-Schwarz

例6.86设 f .x/在 Œ0; 1�上连续且 f .x/ ⩾ 0,并满足

f 2.x/ ⩽ 1C 2

Z x

0

f .t/ dt (6.11)

证明: f .x/ ⩽ 1C x; 0 ⩽ x ⩽ 1.

解 (by 楚坛) 令 g.x/ D 1 C 2

Z x

0

f .t/ dt , 则 g.0/ D 1. 由 f 的连续知 g.x/ 在 Œ0; 1� 上可导, 且

g0.x/ D 2f .x/. 由 (6.11)知
f .x/ ⩽ g.x/; 8x 2 Œ0; 1�; (6.12)

由此得微分不等式

g0.x/ ⩽ 2
p
g.x/; 8x 2 Œ0; 1�: (6.13)

尝试解微分方程
dg
dx

D 2
p
g,可得到通解

p
g� x D C ,由此我们构造辅助函数 h.x/ D

p
g.x/� x,

结合 (6.13)得

h0.x/ D
1

2

g0.x/p
g.x/

� 1 ⩽ 0 8 2 Œ0; 1�:

上式表明 h.x/在 Œ0; 1�上单调减,从而

h.x/ ⩽ h.0/; 8x 2 Œ0; 1�: (6.14)
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结合 (6.12)、(6.14)两式,即知

f .x/ ⩽
p
g.x/ D h.x/C x ⩽ x C 1; 8x 2 Œ0; 1�:

例6.87设 f .x/在 Œ0; 1�上连续且满足Z 1

0

xf .x/dx D 0 ;

Z 1

0

x2f .x/ dx D 1

求证:
max
x2Œ0;1�

jf .x/j ⩾ 6C 3
p
2

证明 首先由题设知对 8˛ 2 R, Z 1

0
x.x � ˛/f .x/dx D 1

用反证法. 假设 max
x2Œ0;1�

jf .x/j < 6C 3
p
2. 则上式结合 f 的连续性知,对 8˛ 2 Œ0; 1�有

1 D

ˇ̌̌̌
ˇ
Z 1

0
x.x � ˛/f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽

Z 1

0

ˇ̌
x.x � ˛/f .x/

ˇ̌
dx

< .6C 3
p
2/

Z 1

0
x.x � ˛/dx

由上式知对 8˛ 2 Œ0; 1�,

1

3
�

p
2

6
<

Z 1

0
jx.x � ˛/j dx D

Z ˛

0
x.˛ � x/dx C

Z 1

˛
x.x � ˛/dx

D
1

3
C
1

3
˛3 �

1

2
˛ ≜ g.˛/ (6.15)

然而 g0.˛/ D ˛2 �
1

2
,故 ˛ D

1
p
2

2 Œ0; 1�为 g.˛/在 Œ0; 1�上的最小值点,且

g
� 1

p
2

�
D
1

3
�

p
2

6

此与 .6:15/式矛盾!

例6.88 设 f .x/ 2 C 是实值函数，且满足Z 1

0

f .x/dx D

Z 1

0

xf .x/dx D � � � D

Z 1

0

xn�1f .x/dx D 1

证明: Z 1

0

.f .x//2dx � n2

证明 首先，我们考虑多项式 P.x/

P.x/ D a0 C a1x C � � � C an�1x
n�1

若多项式 P.x/也满足上面的条件，那么Z 1

0
.P.x//2dx D a0 C a1 C � � � C an�1

为了求出系数 ai 我们再次利用条件.Z 1

0
xkP.x/dx D 1 k D 0; 1; : : : n � 1
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)
a0

k C 1
C

a1

k C 2
C � � � C

an�1

k C n
D 1 k D 0; 1; : : : n � 1

设

H.x/ D
a0

x C 1
C

a1

x C 2
C � � � C

an�1

x C n
� 1

则显然有

H.0/ D H.1/ D � � � D H.n � 1/ D 0

H.x/应该有

H.x/ D
A � x � .x � 1/ � .x � 2/ � � � .x � nC 1/

.x C 1/.x C 2/ � � � .x C n/

通过对比系数得 A D �1,及

ak D .�1/n�k�1 .nC k/Š

.kŠ/2 � .n � k � 1/Š
k D 0; 1; : : : n � 1

用数学归纳法不难证明

n�1X
kD0

ak D n2,所以，若多项式 P.x/满足上面的性质，则

Z 1

0
.P.x//2dx D a0 C a1 C � � � C an�1 D n2

取满足以上条件的多项式 P.x/应用 Cauchy-Schwarz不等式

Z 1

0
.P.x//2dx

Z 1

0
.f .x//2dx �

 Z 1

0
P.x/f .x/dx

!2
D n4

)

Z 1

0
.f .x//2dx � n2

例6.89函数 f .x/在 Œa; b�上可积,且满足
Z b

a

f 3.x/ dx D 0, M D max
x2Œa;b�

f .x/,

求证：
1 �

p
5

2
M ⩽ 1

b � a

Z b

a

f .x/dx ⩽
p
5 � 1

2
M

证明 即证
1 �

p
5

2
⩽ 1

b � a

Z b

a

f .x/

M
dx ⩽

p
5 � 1

2

令 g.x/ D
f .x/

M
, x D aC .b � a/x,从而有 max

x2Œa;b�
g.x/ D 1,以及

1

b � a

Z b

a
g.x/dx D

1

b � a

Z 1

0
.b � a/g

�
aC .b � a/t

�
dt D

Z 1

0
g
�
aC .b � a/t

�
dt

再令 G.t/ D g
�
aC .b � a/t

�
,且

Z 1

0
G3.t/dt D 0于是,欲证的不等式变为:

1 �
p
5

2
⩽
Z 1

0
G.t/dt ⩽

p
5 � 1

2

又

Z 1

0
G.t/dt D

Z 1

0

�
G.t/ �G3.t/

�
dt ,于是令 G.t/ D y 2 Œ�1; 1�

对于函数H.y/ D y � y3 有H 0.y/ D 1 � 3y2,令H 0.y/ D 0 H) y D ˙

p
3

3
,从而

在 Œ�1; 1�上, �
2
p
3

9
⩽ y � y3 ⩽ 2

p
3

9
,于是

1 �
p
5

2
⩽ �

2
p
3

9
⩽
Z 1

0

�
G.t/ �G3.t/

�
dt ⩽ 2

p
3

9
⩽

p
5 � 1

2
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从而
1 �

p
5

2
⩽ �

2
p
3

9
⩽
Z 1

0
G.t/dt ⩽ 2

p
3

9
⩽

p
5 � 1

2

即成立
1 �

p
5

2
⩽
Z 1

0
G.t/dt ⩽

p
5 � 1

2

综上，原不等式得证。

例6.90设 f .x/在 R上有连续的一阶导数，且
Z C1

�1

�
f 2.x/C .f 0.x//2

�
dx D 1

证明: 8x 2 R，有 jf .x/j <

p
2

2
.

证明 (by西西)由条件可以得到Z C1

�1

f 2.x/dx � 1 ;

Z C1

�1

.f 00.x//2dx � 1

故知道这两个无穷积分收敛，由 Cauchy-Schwarz不等式，知道Z C1

�1

jf .x/f 0.x/jdx � 1

上面的无穷积分也是收敛的，接着，我们证明

lim
x!C1

f 2.x/ D lim
x!�1

f 2.x/ D 0

为此，先看正无穷的情况。由于积分收敛，对任意的 " > 0,存在M > 0,
当 x; y > M，(不妨设 x < y)有 Z y

x
jf .x/f 0.x/jdx < "

因此，对任意的 x; y > M; .x < y/,有

jf 2.x/ � f 2.y/j D 2

ˇ̌̌̌Z y

x
f 0.t/f .t/dt

ˇ̌̌̌
< 2

Z y

x
jf 0.t/f .t/jdt < 2"

由 Cauchy收敛准则知 lim
x!C1

f 2.x/ D A,再次看到无穷积分收敛，故只能有 A D 0，因此有

lim
x!C1

f 2.x/ D 0

同理可得

lim
x!C1

f 2.x/ D 0 D lim
x!�1

f 2.x/

对 8x 2 R

f 2.x/ D lim
a!C1

1

2
.f 2.x/ � f .a//C

1

2
.f 2.x/ � f .�a//

D lim
a!C1

�Z x

a
f .y/f 0.y/dy C

Z x

�a
f .y/f 0.y/dy

�
D

Z x

C1

f .y/f 0.y/dy C

Z x

�1

f .y/f 0.y/dy

�

Z x

�1

jf .y/f 0.y/jdy

�
1

2

"Z C1

�1

�
f 2.x/C .f 0.x//2

�
dx

#
D
1

2

马上得到

jf .x/j <

p
2

2
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例6.91设函数 f 在区间 Œa; b�上处处大于 0,且对于 L > 0满足 Lipschiz条件 jf .x1/ � f .x2/j ⩽
Ljx1 � x2j,又已知对于 a ⩽ c ⩽ d ⩽ b有Z d

c

1

f .x/
dx D ˛ ;

Z b

a

1

f .x/
dx D ˇ

证明下列积分不等式: Z b

a

f .x/ dx ⩽ e2Lˇ � 1

2L˛

Z d

c

f .x/dx

解法 I(by西西). 由积分第一中值定理知 9x0 2 Œc; d �. s.t
d � c

f .x0/
D

Z d

c

1

f .x/
dx D ˛

则 f .x/ ⩽ f .x0/C Ljx � x0j,从而Z b

a

f .x/ dx ⩽
Z x0

a

f .x0/C Ljx � x0j dx C

Z b

x0

f .x0/C Ljx � x0j dx

D f .x0/.b � a/C
L

2
.x0 � a/2 C

L

2
.b � x0/

2

ˇ ⩾
Z x0

a

1

f .x0/C Ljx � x0j
dx C

Z b

x0

1

f .x0/C Ljx � x0j
dx

D
1

L
ln
��
1C

L.x0 � a/

f .x0/

��
1C

L.b � x0/

f .x0/

��
即 �

1C
L.x0 � a/

f .x0/

��
1C

L.b � x0/

f .x0/

�
⩽ eLˇ

记

m D 1C
L.x0 � a/

f .x0/
; n D 1C

L.b � x0/

f .x0/

则 mn ⩽ eLˇ .m; n ⩾ 1/. 由 Cauchy不等式

1 D
1

.d � c/2

�Z d

c

1p
f .x/

�
p
f .x/ dx

�2
⩽ ˛

.d � c/2

Z d

c

f .x/dx

再由 m2n2 ⩾ m2 C n2 � 1.m; n ⩾ 1/即知Z b

a

f .x/dx ⩽ .d � c/2

˛

�
b � a

d � c
C
˛LŒ.x0 � a/2 C .b � x0/

2�

2.d � c/2

�
D
.d � c/2

˛
�
m2 C n2 � 2

2˛L
⩽ .d � c/2

˛
�
m2n2 � 1

2˛L

⩽ e2Lˇ � 1

2L˛

Z d

c

f .x/ dx

法 II(by西西). 记 f .x0/ D min
x2Œa;b�

f .x/ D m,则

m ⩽ f .x/ ⩽ mC Ljx � x0j

从而

2L

Z d

c

dx
f .x/

Z b

a

f .x/dx

⩽ 2L
d � c

m

Z x0

a

.mC Ljx � x0j/dx C

Z b

x0

.mC Ljx � x0j/dx

⩽
Z d

c

f .x/dx
�
2.b � a/L

m
C
L2.x0 � a/2 C L2.b � x0/

2

m2

�
D

Z d

c

f .x/dx
��
1C

L.x0 � a/

m

�2
C

�
1C

L.b � x0/

m

�2
� 2

�
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再由 s2t2 ⩾ s2 C t2 � 1.s; t ⩾ 1/即知

2L

Z d

c

dx
f .x/

Z b

a

f .x/dx

⩽
Z d

c

f .x/dx
��
1C

L.x0 � a/

f .x0/

�2�
1C

L.b � x0/

f .x0/

�2
� 1

�
D

Z d

c

f .x/dx
�
e2 ln

�
1C

L.x0�a/

m

��
1C

L.b�x0/

m

�
� 1

�
D

Z d

c

f .x/dx
�

exp
�
2L

Z x0

a

dx
mC L.x0 � x/

C 2L

Z b

x0

dx
mC L.x � x0/

�
� 1

�
D

Z d

c

f .x/dx
�

exp
�
2L

Z b

a

dx
f .x/

dx
�

� 1

�
即 Z b

a

f .x/ dx ⩽ e2Lˇ � 1

2L˛

Z d

c

f .x/dx

� 练习 6.32设 f .x/在 Œa; b�上二阶连续可导，且

f .a/ D f .b/ D 0; f 0.a/ D 1; f 0.b/ D 0;

求证: Z b

a

jf 00.x/j2dx �
4

b � a

证明方法 1由 Schwarz不等式知 Z b

a
.6x � 2a � 4b/jf 00.x/jdx

!2
�

Z b

a
.6x � 2a � 4b/2dx

Z b

a
jf 00.x/j2dx

又 Z b

a
.6x � 2a � 4b/f 00.x/dx D 4.b � a/

Z b

a
.6x � 2a � 4b/2dx D 4.b � a/3

∴
Z b

a
jf 00.x/j2dx �

Z b

a
.6x � 2a � 4b/f 00.x/dx/2Z b

a
.6x � 2a � 4b/2dx

D
4

b � a

方法 2注意到对 8 c 2 Œa; b�,有Z b

a
.x � c/f 00.x/dx D .c � a/ �

Z b

a
f 0.x/dx D c � a;

而

.c � a/2 �

Z b

a
.x � c/2dx �

Z b

a
jf 00.x/j2dx

D
.b � c/3 C .c � a/3

3
�

Z b

a
jf 00.x/j2dx;

即 Z b

a
jf 00.x/j2dx �

3.c � a/2

.b � c/3 C .c � a/3

D
3.c � a/2

.b � a/
�
.b � c/2 � .b � c/.c � a/C .c � a/2

�
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D
3

.b � a/

��
b�c
c�a

�2
�
b�c
c�a C 1

� :

取
b � c

c � a
D
1

2
) c D

aC 2b

3
;我们有

Z b

a
jf 00.x/j2dx �

4

b � a
:

� 练习 6.33设函数 f .x/在 Œa; b�上可微, jf 0.x/j � M .且
Z b

a

f .x/dx D 0,对 F.x/ D

Z x

a

f .t/dt ,证

明:jF.x/j �
M.b � a/2

8
.

证明证法 1设 jF.c/j D max
x2Œa;b�

jF.x/j，则 F 0.c/ D f .c/ D 0

jF.c/j D j

Z c

a
f .x/dxj D j

Z c

a
.f .x/ � f .c//dxj

D j

Z c

a
f 0.�/.x � c/dxj

� M

Z c

a
.c � x/dx D

M

2
.c � a/2

类似的可得

jF.c/j � M
.b � c/2

2

)

jF.x/j �

(
max

n
M
.c � a/2

2
;M

.b � c/2

2

o)
min

� M
.b � a/2

8

证法 2令
G.t/ D F.t/ �

.t � a/.t � b/F.x/

.x � a/.x � b/
t 2 .a; b/

则 G.t/在 .a; b/上二阶可微，且 G.a/ D G.x/ D G.b/ D 0

反复运用 Rol le定理

9 � D �.x/ 2 .a; b/ st G00.�/ D 0

整理后得

F.x/ D
f 0.�/

2
.x � a/.x � b/ x 2 .a; b/

从而

jF.x/j �
M

2
.x � a/.b � x/ �

.b � a/2

8

� 练习 6.34设 f .x/在 Œa; b�上有连续的导函数,且 f .
aC b

2
/ D 0,

证明: Z b

a

jf .x/f 0.x/jdx �
b � a

4

Z b

a

jf 0.x/j2dx:

证明 令

F1.x/ D

Z aCb
2

x
jf 0.t/jdt; x 2 Œa;

aC b

2
�

F2.x/ D

Z x

aCb
2

jf 0.t/jdt; x 2 Œ
aC b

2
; b�
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则 F1.x/, F2.x/分别在 Œa;
aC b

2
�, Œ
aC b

2
; b�上有连续的导函数, F1.

aC b

2
/ D F2.

aC b

2
/ D 0,且

F 0
1.x/ D �jf 0.x/j; x 2 Œa;

aC b

2
�

F 0
2.x/ D jf 0.x/j; x 2 Œ

aC b

2
; b�

再由 f .
aC b

2
/ D 0知

f .x/ D

Z x

aCb
2

f 0.t/dt; x 2 Œa; b�

从而

jf .x/j � F1.x/; x 2 Œa;
aC b

2
�

jf .x/j � F2.x/; x 2 Œ
aC b

2
; b�

因此

Z b

a
jf .x/f 0.x/jdx D

Z aCb
2

a
jf .x/f 0.x/jdx C

Z b

aCb
2

jf .x/f 0.x/jdx

� �

Z aCb
2

a
F1.x/F

0
1.x/dx C

Z b

aCb
2

F2.x/F
0
2.x/dx

D
1

2
F 21 .a/C

1

2
F 22 .b/

D
1

2

 Z aCb
2

a
jf 0.x/jdx

!2
C
1

2

 Z b

aCb
2

jf 0.x/jdx
!2

�
1

2

Z aCb
2

a
jf 0.x/j2dx

Z aCb
2

a
dx C

1

2

Z b

aCb
2

jf 0.x/j2dx
Z b

aCb
2

dx

D
b � a

4

Z b

a
jf 0.x/j2dx:

� 练习 6.35 f .x/定义在 Œ0; 1�,f .x/有二阶连续导数,f .0/ D f .1/ D 0,证明：Z 1

0

jf 00.x/jdx � 4max jf .x/j

证明 若 f .x/ � 0,结论显然成立.否则,9x0 2 .0; 1/; s:t max
0�x�1

jf .x/j D jf .x0/j > 0,则

f .x0/ � f .0/

x0 � 0
D f 0.�1/;

f .1/ � f .x0/

1 � x0
D f 0.�2/

于是 Z 1

0
jf 00.x/jdx �

Z �2

�1

jf 00.x/jdx �

ˇ̌̌̌
ˇ
Z �2

�1

f 00.x/dx
ˇ̌̌̌
ˇ

D jf 0.�1/ � f 0.�2/j D
jf .x0/j

x0.1 � x0/

� 4jf .x0/j D 4 max
0�x�1

jf .x/j

� 练习 6.36设 f .x/为凸函数，单调递减趋于 0,且 f .1/ D 1; f .
3

2
/ D

2

3
,

证明:

�
1

8
<

Z C1

1

.x � Œx� �
1

2
/f .x/dx < �

1

18
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证明

∵ 8k;

Z kC1

k
.x � Œx� �

1

2
/dx D 0

∴
Z C1

1
.x � Œx� �

1

2
/f .x/dx D

1X
kD0

Z kC1

k
.x � Œx� �

1

2
/f .x/dx D �.

1X
kD1

ak C
1

8
f .1//

其中

ak D

Z kC 1
2

k
�.x � Œx� �

1

2
/.f .x/ � f .k//dx C

Z kC1

kC 1
2

.x � Œx� �
1

2
/.f .k C 1/ � f .x//dx < 0

∴ �
1

8
<

Z C1

1
.x � Œx� �

1

2
/f .x/dx

另一方面，我们作分段线性函数

L.x/ D 2.f .k C 1/ � f .k C
1

2
//.x � k �

1

2
/C f .k C

1

2
/

由于 f .x/是凸的，有 L.x/ � f .x/ � 0; x 2 .k; k C 1/，故

Z C1

1
�.x � Œx� �

1

2
/f .x/dx D

1X
kD1

Œ

Z kC 1
2

k
�.x � Œx� �

1

2
/.f .x/ � f .k C

1

2
//dx

C

Z kC1

kC 1
2

.x � Œx� �
1

2
/.f .k C

1

2
/ � f .x//dx�

>

1X
kD1

Œ

Z kC 1
2

k
�.x � Œx� �

1

2
/.L.x/ � f .k C

1

2
//dx

C

Z kC1

kC 1
2

.x � Œx� �
1

2
/.f .k C

1

2
/ � L.x//dx�

D
1

6

1X
kD1

.f .k C
1

2
/ � f .k C 1//

>
1

6

1X
kD1

1

2
.f .k C

1

2
/ � f .k C

2

3
//

D
1

12
f .
3

2
/ D

1

18

综合即得

�
1

8
<

Z C1

1
.x � Œx� �

1

2
/f .x/dx < �

1

18

� 练习 6.37求所有的连续可导函数 f W Œ0; 1� ! .0;1/,满足 f .1/ D ef .0/,且Z 1

0

dx

.f .x//2
C

Z 1

0

.f 0.x//2dx � 2

证明 注意

0 �

Z 1

0

�
f 0.x/ �

1

f .x/

�2
dx D

Z 1

0
.f 0.x//2dx � 2

Z 1

0

f 0.x/

f .x/
dx C

Z 1

0

dx

.f .x//2

D

 Z 1

0
.f 0.x//2dx C

Z 1

0

dx

.f .x//2
dx

!
� 2

Z 1

0
.lnf .x//0dx

D

 Z 1

0
.f 0.x//2dx C

Z 1

0

dx

.f .x//2
dx

!
� 2 ln f .1/

f .0/

� 0
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所以 f .x/f 0.x/ D 1 H) f .x/ D
p
2x C C; C > 0,由于

f .1/

f .0/
D e H) C D

2

e2 � 1

故 f .x/ D

r
2x C

2

e2 � 1

� 练习 6.38是连续的,且 f;
g

f
递增的,求证：

Z 1

0

0BB@
Z x

0

f .t/dtZ x

0

g.t/dt

1CCA dx � 2

Z 1

0

f .x/

g.x/
dx

并说明右边系数 2是最佳的.

证明 由切比雪夫不等式有 �
1

x

Z x

0
f .t/dt

��
1

x

Z x

0

g.t/

f .t/
dt

�
�
1

x

Z x

0
g.t/dt

即 Z x

0
f .t/dtZ x

0
g.t/dt

�
xZ x

0

g.t/

f .t/
dt

另外由 Cauchy-Schwarz有

�Z x

0

g.t/

f .t/
dt

� Z x

0

t2f .t/

g.t/
dt

!
�

�Z x

0
tdt

�2
D
x4

4

即
1Z x

0

g.t/

f .t/
dt

�
4

x4

Z x

0

t2f .t/

g.t/
dt

所以有 Z x

0
f .t/dtZ x

0
g.t/dt

�
4

x3

Z x

0

t2f .t/

g.t/
dt

故有

Z 1

0

Z x

0
f .t/dtZ x

0
g.t/dt

dx �

Z 1

0

 Z x

0

4t2f .t/

x3g.t/
dt

!
dx D

Z 1

0

 Z 1

t

4t2f .t/

x3g.t/
dx

!
dt

D

Z 1

0

4t2f .t/

g.t/

 Z 1

t

dx

x3

!
dt

D 2

Z 1

0

f .t/

g.t/
.1 � t2/dt

� 2

Z 1

0

f .t/

g.t/
dt

另外一方面:我们令 f .t/ D 1; g.t/ D t C "; " > 0则

Z 1

0

Z x

0
f .t/dtZ x

0
g.t/dt

dx D

Z 1

0

x

1

2
x2 C "x

dx D 2 ln .1C 2"/ � 2 ln 2 � 2 ln "
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Z 1

0

f .t/

g.t/
dt D

Z 1

0

dt

t C "
D ln .1C "/ � ln "

所以

lim
"!0

2 ln .1C 2"/ � 2 ln 2 � 2 ln "
ln .1C "/ � ln " D 2 lim

"!0

�
ln .1C 2"/

ln " C
ln 2
ln " C 1

�
ln .1C "/

ln " C 1

D 2

例6.92设 f W Œ0; 1� ! R是连续可导函数，若

Z 1
2

0

f .x/dx D 0,求证:Z 1

0

f 0.x/2dx � 12

�Z 1

0

f .x/dx

�2
证明 Z 1

2

0
f .x/dx D 0 )

Z 1
2

0
xf 0.x/dx D

1

2
f

�
1

2

�
 Z 1

0
f .x/dx

!2
D

"Z 1

1
2

.f .x/ � f .
1

2
//dx C

1

2
f .
1

2
/

#2

D

"Z 1

1
2

Z x

1
2

f 0.t/dtdx C

Z 1
2

0
xf 0.x/dx

#2

D

"Z 1

1
2

.1 � t/f 0.t/dt C

Z 1
2

0
xf 0.x/dx

#2

� 2

"Z 1

1
2

.1 � t/f 0.t/dt

#2
C 2

"Z 1
2

0
xf 0.x/dx

#2

� 2

"Z 1

1
2

.1 � t/2dt

Z 1

1
2

f 0.t/2dt C

Z 1
2

0
x2dx

Z 1
2

0
f 0.t/2dt

#

D
1

12

Z 1

0
f 0.x/2dx

� 练习 6.39设 f 是在 R上有四阶连续可导的函数, x 2 Œ0; 1�,满足Z 1

0

f .x/dx C 3f

�
1

2

�
D 8

Z 3
4

1
4

f .x/dx

证明：存在 c 2 .0; 1/,使得 f .4/.c/ D 0

证明 令 G.t/ D

Z t

�t
g.x/dx � 8

Z t
2

� t
2

g.x/dx,其中

g.x/ D f

�
x C

1

2

�
� f

�
1

2

�

易得 G.0/ D 0;G

�
1

2

�
D 0,由 Rolle定理有存在 t0 2 .0; 1=2/使得 G0.t0/ D 0.由于

G0.t/ D g.t/ � 4g.
t

2
/ � 4g.�

t

2
/C g.�t/

则 G0.0/ D 0;G0.t0/ D 0,则由 Rolle定理有：G00.t1/ D 0,又

G00.t/ D g0.t/ � 2g0.
t

2
/C 2g0.�

t

2
/ � g0.�t /

显然 G00.0/ D 0,故由中值定理有 G000.t2/ D 0,又

G000.t/ D .g00.t/ � g00.
t

2
// � .g00.�

t

2
/ � g00.�t //
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即

G000.t2/ D .g00.t2/ � g00.
t2

2
// � .g00.�

t2

2
/ � g00.�t2//

又由拉格朗日中值定理有存在 �C 2 .t2=2; t2/; �� 2 .�t2;�
t2

2
/,

.g00.t2/ � g00.
t2

2
// � .g00.�

t2

2
/ � g00.�t2// D g000.�C/

t2

2
� g000.��/

t2

2

注意 t2 ¤ 0, 即 g000.�C/ � g000.��/ D 0, 再利用拉格朗日中值定理 g0000.�/ D 0, 即 f .4/
�
� C

1

2

�
D 0. 将

� C
1

2
! � ,即有 f .4/.�/ D 0

例6.93 Prove that Z 1

0

sin.�x/xx.1 � x/1�x dx D
�e

4Š

证明 First, we use zz D exp.z log z/ where log z is defined for �� � arg z < �:
For .1 � z/1�z

D exp..1 � z/ log.1 � z//, we use log.1 � z/ defined for 0 � arg.1 � z/ < 2� .
Then, let f .z/ D exp.i�z C z log z C .1 � z/ log.1 � z//:

As shown in the Ex VI in the wikipedia link, we can prove that f is continuous on .�1; 0/ and .1;1/, so that the
cut of f .z/ is Œ0; 1�. We use the contour: (consisted of upper segment: slightly above Œ0; 1�, lower segment: slightly
below Œ0; 1�, circle of small radius enclosing 0, and circle of small radius enclosing 1, that looks like a dumbbell
having knobs at 0 and 1, can someone edit this and include a picture of it please? In fact, this is also the same contour
as in Ex VI, with different endpoints.)
On the upper segment, the function f gives, for 0 � r � 1,

exp.i�r/rr .1 � r/1�r exp..1 � r/2�i/:

On the lower segment, the function f gives, for 0 � r � 1,

exp.i�r/rr .1 � r/1�r :

Since the functions are bounded, the integrals over circles vanishes when the radius tend to zero.
Thus, the integral of f .z/ over the contour, is the integral over the upper and lower segments, which contribute toZ 1

0
exp.i�r/rr .1 � r/1�r dr �

Z 1

0
exp.�i�r/rr .1 � r/1�r dr

which is

2i

Z 1

0
sin.�r/rr .1 � r/1�r dr:

By the Cauchy residue theorem, the integral over the contour is

�2�iReszD1f .z/ D 2�iReszD0
1

z2
f .
1

z
/:

From a long and tedious calculation of residue, it turns out that the value on the right is

2i
�e

24
:

Then we have the result: Z 1

0
sin.�r/rr .1 � r/1�r dr D

�e

4Š
:
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6.2 微积分基本公式

定义 6.2.定和式

|

如果 �.F.x// D f .x/，则 f .x/的定和式等于Xb

a
f .x/ D ŒF .x/�ba D F.b/ � F.a/:

其中,定和式
bX
a

f .x/表示有限和
b�1X
kDa

f .k/．

例6.94利用不定和式的公式计算
nX
kD1

k2

解 (by吕荐瑞)
nX
kD1

k2 D
XnC1

1
x2 D

XnC1

1

�
x.x � 1/C x

�
D
XnC1

1

�
x2 C x1

�
D

�
1

3
x3 C

1

2
x2
�nC1

1

D
.nC 1/ n .n � 1/

3
C
.nC 1/ n

2
� 0

D
n.nC 1/.2nC 1/

6

类似地，也可以计算出高次方和．

定理 6.11.分部求和

~

定和式的分部求和公式为 Xb

a
u�v D Œuv�ba �

Xb

a
Ev�u:

其中移位算子 E.f .x// D f .x C 1/．

例6.95求
X x

2x
,
nX
kD1

k

2k
,

1X
kD1

k

2k

解在分部求和公式中令 u D x，�v D
1

2x
，得到X x

2x
D �2

X
x ��

�
1

2x

�
D �2x �

1

2x
C 2

X 1

2xC1
��x

D �2x �
1

2x
C
X 1

2x

D �2x �
1

2x
� 2

1

2x
C C D �

2x C 2

2x
C C

由上面不定和式的结果，可以得到定和式
nX
kD1

k

2k
D
XnC1

1

x

2x
D

�
�
2x C 2

2x

�nC1

1

D 2 �
nC 2

2n

以及无限和式
1X
kD1

k

2k
D
X1

1

x

2x
D

�
�
2x C 2

2x

�1

1

D 2 � 0 D 2
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例6.96求定积分 Z 3
2�

�
2

arccos.sin x/ dx

解由反函数定义我们知

arccos.cos狗/ D狗 ; 狗 2 Œ0; �/

结合诱导公式

arccos.sin x/ D arccos.cos
�
x �

�
2

�
/ D x �

�
2

故 Z 3
2�

�
2

arccos.sin x/ dx D

Z 3
2�

�
2

�
x �

�

2

�
dx D

�2

2

例6.97设 f .x/是连续函数，满足 f .x/ D 3x2 �

Z 2

0

f .x/dx � 2

则 f .x/ D

解令 A D

Z 2

0

f .x/ dx,则 f .x/ D 3x2 � A � 2,故

A D

Z 1

0

.3x2 � A � 2/dx D 8 � 2.AC 2/ D 4 � 2A

解得 A D
4

3
,因此 f .x/ D 3x2 �

10

3

例6.98设函数 f .x/是连续可导函数,且

f .x/ D x C x

Z 1

0

f .t/dt C x2 lim
x!0

f .x/

x

求 f .x/

解设

Z 1

0

f .t/dt D A, lim
x!0

f .x/

x
D f 0.0/ D B ,则 f .x/ D x.1C A/C Bx2

A D .1C A/

Z 1

0

x dx C B

Z 1

0

x2 dx

B D 1C A

解得 A D 5; B D 6,于是得 f .x/ D 6x C 6x2

例6.99设 f .x/满足 f .x/ D 3x �
p
1 � x2

Z 1

0

f 2.x/dx. 求 f .x/

证明 令 A D

Z 1

0
f 2.x/dx,则 f 2.x/ D .3x � A

p
1 � x2/2,故

A D

Z 1

0
.3x � A

p
1 � x2/2 dx D

2A2

3
� 2AC 3

解得 A D
3

2
或者 A D 3,因此 f .x/ D 3x � 3

p
1 � x2 或 f .x/ D 3x �

3

2

p
1 � x2

例6.100设 f 2 Œ0; 1�,若有
Z 1

0

f .x/dx D
1

3
C

Z 1

0

f 2.x2/dx. 求 f .x/

证明 (by欧阳)首先有 Z 1

0
f .x/dx D

Z 1

0
f .t2/dt2 D

Z 1

0
2xf .x2/dx

于是 Z 1

0
2xf .x2/dx D

1

3
C

Z 1

0
f 2.x2/dx
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(凑完全平方公式)故Z 1

0
x2 dx D

1

3
C

Z 1

0

�
f .x2/ � x

�2 dx H) f .x2/ D x () f .x/ D
p
x

(by啦啊啦) Z 1

0
f .x/dx x2Dt

HHHHH
1

3
C
1

2

Z 1

0

f 2.x/
p
x

dx

⩾ 1

3
C
1

2

�Z 1

0
f .x/dx

�2
Z 1

0

p
x dx

D
1

3
C
3

4

 Z 1

0
f .x/dx

!2

故  Z 1

0
f .x/dx �

2

3

!2
⩽ 0

当且仅当 f .x/ D
p
x 取“D”

例6.101已知 f .x/ D

Z 1

0

ˇ̌
ln jx � t j

ˇ̌
dt ,则 max

0⩽x⩽1
f .x/ D

解

f .x/ D

Z 1

0

ˇ̌
ln jx � t j

ˇ̌
dt D

Z x

0

ˇ̌
ln jx � t j

ˇ̌
dt C

Z 1

x

ˇ̌
ln jx � t j

ˇ̌
dt

D

Z x

0

ˇ̌
ln.x � t /

ˇ̌
dt„ ƒ‚ …

uDx�t

C

Z 1

x

ˇ̌
ln.t � x/

ˇ̌
dt„ ƒ‚ …

uDt�x

D

Z x

0

j lnuj duC

Z 1�x

0

j lnuj du D �

Z x

0

lnudu �

Z 1�x

0

lnudu

f 0.x/ D ln.1 � x/ � ln x,易知 max
0⩽x⩽1

f .x/ D f .1
2
/

max
0⩽x⩽1

f .x/ D f .1
2
/ D �2

Z 1
2

0

lnudu D 1C ln 2

� 练习 6.40设 f .x/在 .0;C1/内为单调可导函数,它的反函数为 f �1.x/,且

f .x/满足等式

Z f .x/

2

f �1.t/dt D
1

3
x

3
2 � 9,则 f .x/ D . /

p
x � 1(A)

p
x C 1(B) 2

p
x � 1(C) 2

p
x C 1(D)

解令
1

3
x

3
2 � 9 D 0 H) x D 9,又 f .x/在 .0;C1/内为单调可导函数

故 f .9/ D 2,代入选项可知 A正确

令 f �1.t/ D u H) t D f .u/ H) dt D f 0.u/duZ f .x/

2

f �1.t/dt f �1.t/Du
HHHHHHHH

Z x

9

uf 0.u/du

D uf .u/
ˇ̌̌x
9

�

Z x

9

f .u/ du

D xf .x/ � 9f .9/ �

Z x

9

f .u/ du D
1

3
x

3
2 � 9 (6.16)

对 (6.16)求导
xf 0.x/ D

1

2
x

1
2 () f 0.x/ D

1

2
x� 1

2

对上式积分可得

f .x/ D
p
x C C

代入 f .9/ D 2得 f .x/ D
p
x � 1
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例6.102 (第七届数学类决赛)设 f .x/是定义在 R上的连续函数,且满足方程

xf .x/ D 2

Z x

x
2

f .t/dt C
x2

4
:

求 f .x/

解令 g.x/ D f .x/ � x,则有

xg.x/ D 2

Z x

x
2

g.t/dt:

对于 x > 0,根据积分平均值定理,存在 x1 2 .0; x/;使得Z x

x
2

g.t/d D g.x1/
x

2
:

因而 g.x/ D g.x1/:设 x0 D infft 2 .0; x/jf .x/ D f .t/g. 则有 g.x0/ D g.x/:

若 x0 > 0;则重复上面过程,可知存在 y0 2 .0; x0/使得 g.y0/ D g.x0/ D g.x/:这与 x0 的取

法矛盾. 因此,必有 x0 D 0:这说明 g.x/ D g.0/. 同理,对 x < 0,也可以证明 g.x/ D g.0/.
总之, g.x/是常数. 于是 g.x/ D x C C , C 是常数

例6.103 [14]求解积分方程

f .t/ D at �

Z t

0

sin.x � t/f .x/ dx .a ¤ 0/

证明 由于 f .x/ � sin t D

Z t

0
f .x/ sin.x � t /dx,所以原方程为

f .x/ D at C f .x/ � sin t :

记 F.s/ D L Œf .t/�,因为L Œt � D
1

s2
; L Œsin t � D

1

s2 C 1
,所以对方程两边取拉氏变换得

F.s/ D
a

s2
C

1

s2 C 1
F.s/ ;

即

F.s/ D a

�
1

s2
C

1

s4

�
:

取拉氏逆变换得原方程的解为

f .t/ D a

 
t C

t3

6

!
:

例6.104已知 f .x/是 Œ0;C1/上的非负连续函数,且Z x

0

f .x � t/f .t/ dt D e2x � 1 ; x ⩾ 0

求 f .x/.

解 (by ytdwdw)记 F.s/为 f .s/的 Laplace变换,则

F 2.x/ D
1

s � 2
�
1

s
D

2

s.s � 2/
; s > 2 :

因为 f 非负,从而 F 非负,所以

F.s/ D

p
2p

s.s � 2/
D

p
2p

.s � 1/2 � 1

D

p
2

s � 1

1p
1 � .s � 1/�2

D
p
2

1X
nD0

C n2n
1

4n.s � 1/2nC1
; s > 2
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从而

f .x/ D
p
2ex

1X
nD0

C n2n
x2n

4n.2n/Š

D
p
2ex

1X
nD0

x2n

4n.nŠ/2
D

p
2exI0.x/ ; x ⩾ 0

其中 I0.x/为零阶第一类修正 Bessel函数

例6.105设 f .x/ D

Z x

0

2 lnu
1C u

du, x 2 .0;C1/,则 f .x/C f
� 1
x

�
D

解令 g.x/ D f .x/C f
� 1
x

�
,则 g0.x/ D

2 ln x
x

,注意到

g.1/ D 2f .1/ D
�2

3

因此

g.x/ D

Z x

1

2 ln x
x

dx C g.1/ D ln2 x C
�2

4

例6.106设函数 f .x/连续, g.x/ D

Z 1

0

f .xt/ dt，且 lim
x!0

f .x/

x
D A, A为常数，

求 g0.x/并讨论 g0.x/在 x D 0处的连续性.

解由题设，知 f .0/ D 0，g.0/ D 0.令 u D xt，得

g.x/ D

R x
0
f .u/du
x

x ¤ 0

从而

g0.x/ D
xf .x/ �

R x
0
f .u/du

x2
x ¤ 0

由导数定义有

g0.0/ D lim
x!0

R x
0
f .u/ du
x2

D lim
x!0

f .x/

2x
D A

由于

lim
x!0

g0.x/ D lim
x!0

xf .x/ �
R x
0
f .u/du

x2
D lim
x!0

f .x/

x
� lim
x!0

R x
0
f .u/du
x2

D A �
A

2
D
A

2
D g0.0/

从而知 g0.x/在 x D 0处连续.

例6.107计算

lim
x!0C

Z 2x

0

ˇ̌
x � t

ˇ̌
sin t dt

x3

解其中 (注意奇偶性)Z 2x

0

ˇ̌
x � t

ˇ̌
sin t dt x�tDu

HHHHHH

Z x

�x

juj sin.x � u/du

D

Z x

�x

juj.sin x cosu � cos x sinu/du

D 2

Z x

0

u cosudu � sin x
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所以

lim
x!0C

Z 2x

0

ˇ̌
x � t

ˇ̌
sin t dt

x3
D lim
x!0C

2 sin x
Z x

0

u cosudu

x3

D 2 lim
x!0C

Z x

0

u cosudu

x2
D 2 lim

x!0C

x cos x
2x

D 1

或者 Z x

0

u cosudu �

Z x

0

udu D

h1
2
u2
ix
0

D
1

2
x2

6.2.1 积分上限的函数及其导数

定理 6.12.变上限积分的求导

~

如果函数 f .x/在区间 Œa; b�上连续,那么积分上限的函数 ˆ.x/ D

Z x

a

f .t/dt 在 Œa; b�上可

导,并且它的导数

ˆ0.x/ D
d

dx

Z x

a

f .t/dt D f .x/ .a ⩽ x ⩽ b/

例6.108设 f .x/在 ŒA; B�上连续, A < a < b < B . 试证:

lim
h!0

Z b

a

f .x C h/ � f .x/

h
dx D f .b/ � f .a/ :

解

lim
h!0

Z b

a

f .x C h/ � f .x/

h
dx D lim

h!0

1

h

"Z b

a

f .x C h/dx �

Z b

a

f .x/ dx
#

D lim
h!0

1

h

"Z bCh

aCh

f .t/dt �

Z b

a

f .x/dx
#

L’Hospital
HHHHHHH lim

h!0

�
f .b C h/ � f .aC h/

�
D f .b/ � f .a/

例6.109设 f .x/ D

Z x

0

cos 1
t

dt ,求 f 0.0/

解显然 f .0/ D 0,所以

f 0.0/ D lim
x!0

f .x/ � f .0/

x
D lim
x!0

1

x

Z x

0

cos 1
t

dt

tDxCh
HHHHHH lim

x!0

1

x

Z x

0

t2 d
�

sin 1
t

�
D lim
x!0

1

x

�
x2 sin 1

x
�

Z x

0

2t sin 1
t

dx
�

D lim
x!0

Z x

0

2t sin 1
t

dt

x

洛必达
HHHHH lim

x!0

�
2x sin 1

x

�
D 0
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6.2.2 Newton-Leibniz公式

定理 6.13.牛顿-莱布尼茨公式

~

如果函数 F.x/是连续函数 f .x/在区间 Œa; b�上的一个原函数,那么Z b

a

f .x/dx D F.b/ � F.a/

证明 用分点

a D x0 < x1 < x2 < � � � < xn�1 < xn D b

将 Œa; b�分为 n个小区间,记 �xi D xi � xi�1 .i D 1; 2; � � � ; n/; � D max
1⩽i⩽n

�xi

应用拉格朗日中值定理,必存在 �i 2 .xi�1; xi /使得

F.xi / � F.xi�1/ D F 0.�i /.xi � xi�1/

于是 Z b

a
f .x/dx D lim

�!0

nX
iD1

f .�i /�xi

D lim
�!0

nX
iD1

�
F.xi / � F.xi�1/

�
D F.b/ � F.a/

例6.110设 f 2 RŒA; B�; a; b 2 .A;B/是 f 的两个连续点,证明:

lim
h!0

Z b

a

f .x C h/ � f .x/

h
dx D f .b/ � f .a/:

解 [[11]]

lim
h!0

Z b

a

f .x C h/ � f .x/

h
dx D lim

h!0

1

h

�Z b

a

f .x C h/dx �

Z b

a

f .x/dx
�

tDxCh
HHHHHH lim

h!0

1

h

�Z bCh

aCh

f .x/ dx �

Z b

a

f .x/dx
�

D lim
h!0

1

h

�Z bCh

b

f .x/ dx �

Z aCh

a

f .x/ dx
�

D f .b/ � f .a/

错误证法

lim
h!0

Z b

a

f .x C h/ � f .x/

h
dx ¬

HH lim
h!0

Z b

a

f .x C h/ � f .x/

h
dx


HH

Z b

a

f 0.x/ dx ®
HH f .b/ � f .a/

错误原因分析

¬ 没有根据就将求极限与求积分运算交换顺序;
 对差商求极限时忘记了题中 f 只在两点连续,并无可导条件;
® 即使 f 在 Œa; b�上可导,但导函数也不一定可积,因此不能用 Newton-Leibniz公式.
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6.3 定积分的换元法和分部积分法

例6.111计算积分 Z 1

0

1p
x.1 � x/

dx

解 Z 1

0

1p
x.1 � x/

dx xDsin2 t
HHHHHHH

Z �
2

0

2 sin t cos t
sin t cos t

dt D �

例6.112计算积分
Z �

2

0

ln sin x dx

解法 1(换元法) Z �
2

0

ln sin x dx D
1

2

 Z �
2

0

ln sin x dx C

Z �
2

0

ln cos x dx
!

D
1

2

Z �
2

0

ln
�1
2

sin 2x
�

dx

D �
�

4
ln 2C

1

2

Z �
2

0

ln sin 2x dx

uD2x
HHHHH �

�

4
ln 2C

1

4

Z �

0

ln sinudu

D �
�

4
ln 2C

1

4

Z �
2

0

ln sinuduC
1

4

tDu� �
2‚ …„ ƒZ �

�
2

ln sinudu

D �
�

4
ln 2C

1

4

Z �
2

0

ln sinuduC
1

4

Z �
2

0

ln cos t dt„ ƒ‚ …
�
2 �tDxD �

�

2
ln 2

法 2(换元法) Z �
2

0

ln sin xdx xD2t
HHHHH 2

Z �
4

0

ln sin 2tdt

D 2

Z �
4

0

.ln 2C ln sin x C ln cos x/dt

D
�

2
ln 2C 2

Z �
4

0

ln sin tdt C 2

Z �
4

0

ln cos tdt„ ƒ‚ …
uD �

2 �t

D
�

2
ln 2C 2

Z �
4

0

ln sin tdt C 2

Z �
4

�
2

ln sin
��
2

� u
�
.�du/

D
�

2
ln 2C 2

Z �
4

0

ln sin tdt C 2

Z �
2

�
4

ln sinudu

D
�

2
ln 2C 2

Z �
2

0

ln sin xdx D �
�

2
ln 2

� 练习 6.41计算积分
Z �

2

0

� x

sin x

�2
dx

解 Z �
2

0

� x

sin x

�2
dx D

Z �
2

0

x2 d.� cot x/
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D

h
� x2 cot x

i�
2

0
C 2

Z �
2

0

x cot x dx

D 0C 2

Z �
2

0

x d.ln sin x/

D

h
2x ln sin x

i�
2

0
� 2

Z �
2

0

ln sin x dx

D 0 � 2 �

�
�
�

2
ln 2

�
D � ln 2

� 练习 6.42证明:
1X
nD1

1

n2
D
�2

6

解 (by MSE)可以证明Z �
2

0

ln cos � d� D �
�

2
ln 2 ()

Z �
2

0

ln.2 cos �/ d� D 0

由欧拉公式,我们有 2 cos � D ei�
C e�i�

D ei� .1 � e�2i� /. 于是Z �
2

0

Im ln.2 cos �/d� D

Z �
2

0

Im ln.ei� /d� C

Z �
2

0

Im ln.1 � e�2i� /d�

Tayor
HHHH

Z �
2

0

� d� C Im
X
n⩾1

.�1/nC1

n

Z �
2

0

e�2ni� d�

D
�2

8
� Im

X
n⩾1

.�1/nC1i.1 � e��in/

2n2

D
�2

8
�
X
n⩾1

.�1/nC1.1C .�1/n/

2n2

因此,
1X
nD1

1

.2nC 1/2
D
�2

8
()

1X
nD1

1

n2
D
�2

6

例6.113 [15]计算积分：
Z 1

0

ln.1C x2/

1C x2
dx

解 Z 1

0

ln.1C x2/

1C x2
dx xDtan t

HHHHHH

Z �
4

0

ln.1C tan t/ dt

tD �
4 �u

HHHHHH

Z �
4

0

ln
�
1C

1 � tanu
1C tanu

�
du

D

Z �
4

0

ln
�

2

1C tanu

�
du

D
�

4
ln 2 �

Z �
4

0

ln .1C tanu/du

因此, Z 1

0

ln.1C x2/

1C x2
dx D

Z �
4

0

ln.1C tan t /dt D
�

8
ln 2

例6.114证明:
Z 2017

0

1

x

�
1 �

�
1 �

x

2017

�2017�
dx D 1C

1

2
C
1

3
C � � � C

1

2017

证明

I D

Z 2017

0

1

x

�
1 �

�
1 �

x

2017

�2017�
dx
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uD x
2017

HHHHHHH

Z 1

0

1 � .1 � u/2017

u
du D

Z 1

0

1 � u2017

1 � u
du

D

Z 1

0

2016X
iD0

ui du D

2016X
iD0

Z 1

0
ui du

D

2016X
iD0

1

i C 1
D 1C

1

2
C
1

3
C � � � C

1

2017

例6.115计算
Z �

2

0

sin2 nx
sin x

dx

解记 In D

Z �
2

0

sin2 nx
sin x

dx,则

In � In�1 D

Z �
2

0

sin2 nx � sin2.n � 1/x

sin x
dx

D

Z �
2

0

Œsinnx � sin.n � 1/x�Œsinnx C sin.n � 1/x�

sin x
dx

D

Z �
2

0

2 cos
�
2n�1
2
x
�

sin x
2

� 2 sin
�
2n�1
2
x
�

cos x
2

sin x
dx

D

Z �
2

0

sin.2n � 1/x dx D
1

2n � 1

因此

In D
1

2n � 1
C � � � C

1

3
C 1

例6.116设连续函数 f .x/满足 f .xy/ D f .x/C f .y/,试证明:

I D

Z 1

0

f .1C x/

1C x2
dx D

�

8
f .2/

解令
2

1C t
D 1C x,得

I D

Z 1

0

f .1C x/

1C x2
dx

2
1Ct

D1Cx
HHHHHHHH

Z 0

1

f
�
2
1Ct

�
1C

�
1�t
1Ct

�2 �

�
�

2

.1C x/2

�
dt

D

Z 1

0

f
�
2
1Ct

�
1C t2

dt D

Z 1

0

f
�
2
1Cx

�
1C x2

dx

由题 f .xy/ D f .x/C f .y/

I D

Z 1

0

f .1C x/

1C x2
dx C

Z 1

0

f
�
2
1Cx

�
1C x2

dx D

Z 1

0

f .2/

1C x2
dx D

�

8
f .2/

例6.117求定积分
Z �

0

p
sin x � sin2 x dx

解 Z �

0

p
sin x � sin2 x dx D

Z �

0

p
sin x.1 � sin x/dx D

Z �

0

sin xj cos xjp
sin x.1C sin x/

dx

D

Z �
2

0

sin x cos xp
sin x.1C sin x/

dx �

Z �

�
2

sin x cos xp
sin x.1C sin x/

dx

tDsinx
HHHHHH

Z 1

0

tp
t .1C t /

dt �

Z 0

1

tp
t .1C t/

dt

D

Z 1

0

2tp
t .1C t/

dt D

Z 1

0

.2t C 1/ � 1p
t.1C t /

dt
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D

Z 1

0

d
�
t .1C t/

�p
t .1C t/

�

Z 1

0

1q�
t C

1
2

�2
C

3
4

dt

D

�
2
p
t.1C t/

�1
0

�

�
ln
�
x C

1

2
C
p
t.1C t/

��1
0

D 2
p
2 � ln.3C 2

p
2/

例6.118计算定积分：
Z 2

0

arcsin
q
x
2

x2 � 2x C 2
dx

解法 1(利用恒等式). 注意到

2 arcsin
r
x

2
C arcsin.1 � x/ D

�

2
; x 2 Œ0; 2�

故有 Z 2

0

arcsin
q
x
2

x2 � 2x C 2
dx D

Z 2

0

�
4

C
�
2

arcsin.1 � x/

.1 � x/2 C 1
dx

uDx�1
HHHHHH

Z 1

�1

�
4

u2 C 1
du �

1

2

Z 1

�1

arcsinu
u2 C 1

du„ ƒ‚ …
奇偶性

D
�2

8

法 2(直接换元).Z 2

0

arcsin
q
x
2

x2 � 2x C 2
dx

arcsin
p

x
2 Dt

HHHHHHHHHH
xD2 sin2 t

Z �
2

0

2t sin 2t
.2 sin2 t � 1/2 C 1

dt

D

Z �
2

0

2t sin 2t
cos2 2t C 1

dt

2tDu
HHHHH

1

2

Z �

0

u sinu
cos2 uC 1

du D �
1

2

Z �

0

ud.arctan cosu/

D �
1

2
u arctan cosu

ˇ̌̌̌�
0

C
1

2

Z �

0

arctan cosudu

cosuDx
HHHHHH

�2

8
C
1

2

Z 1

�1

arctan x
p
1 � x2

dx„ ƒ‚ …
奇偶性

D
�2

8

例6.119求定积分:
Z 1

0

arcsin
p
x

p
1 � x C x2

dx.

解注意到

2 arcsin
p
x � arcsin.2x � 1/ D

�

2
; x 2 Œ0; 1�

因此 Z 1

0

arcsin
p
x

p
1 � x C x2

dx D
1

2

Z 1

0

arcsin.2x � 1/C
�
2

p
1 � x C x2

dx

D
1

2

Z 1

0

arcsin.2x � 1/
p
1 � x C x2

dx C
1

2

Z 1

0

�
2

p
1 � x C x2

dx

2x�1Du
HHHHHHH

1

2

Z 1

�1

arcsinu
u2 C 3

duC
�

4

Z 1

�1

1
p
u2 C 3

du

奇偶性
HHHHH

�

4
ln 3

� 练习 6.43计算积分
Z �

0

x sin 2x sin
�
�
2

cos t
�

2x � �
dx
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解 (西西)

I D

Z �

0

x sin 2x sin
�
�
2

cos t
�

2x � �
dx

tD2x��
HHHHHHH

1

4

Z �

��

.t C �/ sin t sin
�
�
2

sin
�
t
2

��
t

dt

D
1

4

Z �

��

2 sin t
2

cos t
2

sin
�
�

2
sin t

2

�
dt

xDsin t
2

HHHHHH

Z 1

�1

x sin
��
2
x
�

dx

D 2

Z 1

0

x sin
��
2
x
�

dx

D 2
h

�
2x

�
cos

��
2
x
� i1

0
C 2

Z 1

0

2

�
cos

��
2
x
�

dx

D 2
h 4
�2

sin
��
2
x
� i1

0
D

8

�2

例6.120求定积分: I D

Z 1

0

exp
 
4

s
t � t2

8t C 1

!
�
1 � 8t C 16t2

t C 7t2 � 8t3
dt .

解 (by西西)

I
tDx2

HHHHH 2

Z 1

0

exp
 

4xp
.1 � x2/.8x2 C 1/

!
�

j1 � 4x2jp
.1 � x2/.1C 8x2/

dx

D 2

Z 1

0

e4xy
j1 � 4x2jp

.1 � x2/.1C 8x2/
dx

D 2

Z 1
2

0

e4xy
1 � 4x2p

.1 � x2/.1C 8x2/
dx C 2

Z 1

1
2

e4xy
4x2 � 1p

.1 � x2/.1C 8x2/
dx

D 2

Z 1
2

0

e4xy
1 � 4x2p

.1 � x2/.1C 8x2/
dx C 2

Z 1
2

0

e4xy
3.1 � 4y2/

.1C 8y2/
p
.1 � y2/.1C 8y2/

dy

D 2

Z 1
2

0

e4xy
1 � 4x2p

.1 � x2/.1C 8x2/
dx C 2

Z 1
2

0

e4xy
3.1 � 4x2/

.1C 8x2/
p
.1 � x2/.1C 8x2/

dx

D 2

Z 1
2

0

e4xy
4.1 � 4x2/.1C 2x2/

.1C 8x2/
p
.1 � x2/.1C 8x2/

dx

D 2

Z 1
2

0

e4xy.4xy/0x dx D 2

24exp 4x

s
1 � x2

1C 8x2

35 1
2

0

D 2.e � 1/

例6.121求定积分 I D

Z 1

0

arctan x
1C x2

ln
�
1C x2

1C x

�
dx

解 (by西西)设 x D tan t ,则

I
xDtan t

HHHHHH

Z �
4

0

t ln
�

1

cos t.sin t C cos t/

�
dt

设 f .x/ D cos x.sin x C cos x/,则有

f .�=4 � x/ D f .x/

令 t D �=4 � u,那么有

I D

Z �
4

0

t ln 1

f .t/
dt D

Z �
4

0

�
�

4
� u

�
1

f .�=4 � u/
du D

�

4

Z �
4

0

ln 1

f .u/
du � I
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只要计算

f D

Z �
4

0

ln.cos2 t C sin t cos t/ dt D

Z �
4

0

ln cos x dx C

Z �
4

0

ln
�p
2 cos.x � �=4/

�
dx

利用卡特兰数一个熟悉积分 Z �
4

0

ln.cos x/ dx D
G

2
�
�

4
ln 2

带入得

I D
3�2 ln 2
64

�
G

8

例6.122求极限: lim
n!1

n

��Z 1

0

1

1C xn
dx
�n

�
1

2

�
解 (by向禹)首先有

I.n/ D

Z 1

0

1

1C xn
dx tDxn

HHHHH
1

n

Z 1

0

t
1
n �1

1C t
dt

裂项
HHHH

1

n

Z 1

0

t
1
n

�
1

t
�

1

1C t

�
dt D 1 �

1

n

Z 1

0

t
1
n

1C t
dt

t
1
n De

1
n ln t

HHHHHHHH 1 �

1X
kD0

1

nkC1kŠ

Z 1

0

lnk x
1C x

dx

因此不难得到

I.n/ D 1 �
ln 2
n

C
�2

12n2
CO

� 1
n3

�
因此

I n.n/ D en ln I.n/
D e

n ln
�
1� ln 2

n C �2

12n2 CO
�

1

n3

��
D
1

2

�
1C

�
�2

12
�
1

2
ln2 2

�
1

n
CO

� 1
n2

��
因此最后得到

lim
n!1

n

��Z 1

0

1

1C xn
dx
�n

�
1

2

�
D
�2

24
�
1

4
ln2 2

� 练习 6.44计算积分:
Z 1

0

arctan x
x2 C x C 1

dx.

解在

Z 1

0

arctan x
x2 C x C 1

dx 中做倒代换即有Z 1

0

arctan x
x2 C x C 1

dx D

Z 1

0

arctan 1
x

1
x2 C

1
x

C 1

1

x2
dx D

Z 1

0

�
2

� arctan x
x2 C x C 1

dx

其中利用了恒等式 arctan 1
x

C arctan x D
�

2
,所以Z 1

0

arctan x
x2 C x C 1

dx D
�

4

Z 1

0

1

x2 C x C 1
dx D

�

4

Z 1

0

1�
x C

1
2

�2
C

3
4

dx

D
�

4

"
2

p
3

arctan
2
�
x C

1
2

�
p
3

#1

0

D
�

2
p
3

h�
2

�
�

6

i
D

�2

6
p
3

� 练习 6.45计算积分:
Z 1

0

ln x
x2 C 3x C 9

dx
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解在

Z 1

0

ln x
x2 C 3x C 9

dx中做代换 x D 3u 有

3

Z 1

0

ln.3u/
9u2 C 9uC 9

du D
ln 3
3

Z 1

0

1

u2 C uC 1
duC

1

3

Z 1

0

lnu
u2 C uC 1

du

如果在

Z 1

0

lnu
u2 C uC 1

du做代换 u D
1

t
即得Z 1

0

lnu
u2 C uC 1

du D

Z 1

0

ln 1
t

t2 C t C 1
dt )

Z 1

0

lnu
u2 C uC 1

du D 0

所以 Z 1

0

ln x
x2 C 3x C 9

dx D
ln 3
3

Z 1

0

1

u2 C uC 1
du D

ln 3
3

Z 1

0

1

.uC
1
2
/
2

C
3
4

du

D
ln 3
3

"
2

p
3

arctan
2.uC

1
2
/

p
3

#1

0

D
2 ln 3
3
p
3

��
2

�
�

6

�
D
2� ln 3
9
p
3

� 练习 6.46计算积分:
Z 1

0

ln x
x2 C 3x C 2

dx

解 在

Z 1

0

ln x
x2 C 3x C 2

dx 中作代换 x D
p
2u

得:
p
2

Z 1

0

ln.
p
2u/

2u2 C 3
p
2uC 2

dx D

p
2 ln 2
2

Z 1

0

1

2u2 C 3
p
2uC 2

dx C
p
2

Z 1

0

lnu
2u2 C 3

p
2uC 2

dx

其中后者积分为 0,所以Z 1

0

ln x
x2 C 3x C 2

dx D

p
2 ln 2
4

Z 1

0

1

u2 C
3

p
2
2
uC 1

dx

D

p
2 ln 2
4

Z 1

0

1

.u2 C
3

p
2
4
/
2

�
1
8

dx D

p
2 ln 2
4

Z 1

3
p

2
4

1

x2 �
1
8

dx

D

p
2 ln 2
4

Z 1

3
p

2
4

1

x2 �
1
8

dx D

p
2 ln 2
4

�p
2 ln 2

�
D

ln22
2

定理 6.14.三角函数系的正交性
组成

::
三

::
角

::
函

::
数

::
系

1; cos x; sin x; cos 2x; sin 2x; � � � ; cosnx; sinnx; � � � (6.17)

在区间 Œ��; ��上
::
正

::
交,即在三角函数系 .6:17/中任何不同的两个函数的乘积在区间 Œ��; ��

上的积分等于 0,即Z �

��

cosnxdx D 0 .n D 1; 2; 3; � � � /Z �

��

sinnxdx D 0 .n D 1; 2; 3; � � � /Z �

��

sin kx cosnxdx D 0 .k; n D 1; 2; 3; � � � /Z �

��

cos kx cosnxdx D 0 .k; n D 1; 2; 3; � � � ; k ¤ n/Z �

��

sin kx sinnxdx D 0 .k; n D 1; 2; 3; � � � ; k ¤ n/
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~

定理 6.15

~

设 f .x/在 Œ0; 1�连续,则

(1)
Z �

2

0

f .sin x/dx D

Z �
2

a

f .cos x/dx

(2)
Z �

0

xf .sin x/dx D
�

2

Z �
2

0

f .sin x/dx

例6.123求积分
Z �

2

0

sin x
1C

p
sin 2x

dx

解 Z �
2

0

sin x
1C

p
sin 2x

dx
xD �

2 �x
HHHHHH

Z �
2

0

cos t
1C

p
sin 2t

dt

D
1

2

Z �
2

0

sin x C cos x
1C

p
sin 2x

dx

D
1

2

Z �
2

0

sin x C cos x
1C

p
.sin x � cos x/2 � 1

dx

D
1

2

Z �
2

0

d .sin x � cos x/
1C

p
.sin x � cos x/2 � 1

D
1

2

Z 1

�1

du
1C

p
u2 � 1

xDsin t
HHHHHH

1

2

Z �
2

� �
2

cosu
1C cos t

dt D
�

2
� 1

例6.124求定积分:
Z 53�

4

25�
4

1

.1C 2sinx/.1C 2cosx/
dx.

解

I D

Z 53�
4

25�
4

D

Z 29�
4

�
4

D

Z 5�
4

�
4

C

Z 29�
4

5�
4

D 3

Z �

��

C

Z 3�
4

�
4

C

Z 5�
4

3�
4Z 0

��

1

.1C 2sinx/.1C 2cosx/
dx xD�t

HHHHH

Z �

0

2sinx

.1C 2sinx/.1C 2cosx/
dx

Z �

��

D

Z 0

��

C

Z �

0

D

Z �

0

2sinx

.1C 2sinx/.1C 2cosx/
dx C

1

.1C 2sinx/.1C 2cosx/
dx

D

Z �

0

1

1C 2cosx dx xD��t
HHHHHH

Z �

0

2cosx

1C 2cosx dx

D �
1

2

�Z �

0

1

1C 2cosx dx C

Z �

0

2cosx

1C 2cosx dx
�

D
1

2

Z �

0

dx D
�

2Z 5�
4

3�
4

1

.1C 2sinx/.1C 2cosx/
dx

xD �
2 Ct

HHHHHH

Z 3�
4

�
4

2sinx

.1C 2sinx/.1C 2cosx/
dx
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Z 3�
4

�
4

C

Z 5�
4

3�
4

D

Z 3�
4

�
4

1

1C 2cosx dx xD��t
HHHHHH

Z 3�
4

�
4

2cosx

1C 2cosx dx

D
1

2

Z 3�
4

�
4

dx D
�

4

I D

Z 53�
4

25�
4

1

.1C 2sinx/.1C 2cosx/
dx D 3 �

�

2
C
�

4
D
7�

4

定理 6.16.周期性

~

设 f .x/是连续的周期性函数,周期为 T ,则

(1)
Z aCT

a

f .x/dx D

Z T

0

f .x/dx

(2)
Z aCnT

a

f .x/ dx D n

Z T

0

f .x/dx

例6.125设 F.x/ D

Z xC2�

x

sin t
sin2 t C 1

dt ,则 F.x/

解

F.x/ D

Z xC2�

x

sin t
sin2 t C 1

dt D

Z 2�

0

sin t
sin2 t C 1

dt

uDt��
HHHHHH

Z 2�

��

sinu
sin2 uC 1

du D 0

�
注意 f .x/是连续的周期性函数,周期为 T ,则Z aCT

a

f .x/ dx D

Z T

0

f .x/ dx

定理 6.17.区间代换

~

Z b

a

f .x/dx D

Z b

a

f .aC b � x/dx

Z b

a

f .x/dx D

Z b�a
2

� b�a
2

f
�
x C

b C a

2

�
dx

例6.126计算积分
Z 2

1

2x � 3
p

�x2 C 3x � 2
dx.

解 Z 2

1

2x � 3
p

�x2 C 3x � 2
dx

tDx� 3
2

HHHHHH

Z 1
2

� 1
2

2
�
t C

3
2

�
� 3q

�
�
t C

3
2

�2
C 3

�
t C

3
2

�
� 2

dt

D

Z 1
2

� 1
2

2tq
�t2 C

11
4

dt D 0

例6.127求定积分: I D

Z 1

0

1

.x � a/ 5
p
x2.1 � x/3

dx.a > 1/

解 (by西西)3

I
xDa 1�y

a�y
HHHHHHH �a� 2

5 .a � 1/�
3
5

Z 1

0

.1 � y/�
2
5 y� 3

5 dy

3西西的大学数学竞赛搞笑秘密献给浪哥
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D
�a� 2

5 .a � 1/�
3
5�

sin 2�
5

注：解答中的变换是由 x D
˛y C ˇ

cy C d
按照 x D 0; 1分别变成 1; 0待定出来的.

例6.128求定积分:
Z p

ln3

p
ln2

x sin.x2/
sin.x2/C sin.ln 6 � x2/

dx

解

原式 D
1

2

Z p
ln3

p
ln2

sin.x2/
sin.x2/C sin.ln 6 � x2/

d.x2/

D
1

2

Z p
ln3

p
ln2

sin t
sin t C sin.ln 6 � t/

dt

uDln6�t
HHHHHHH

1

2

Z p
ln3

p
ln2

sin.ln 6 � u/

sinuC sin.ln 6 � u/
du

D
1

4

Z p
ln3

p
ln2

sin t C sin.ln 6 � t/

sin t C sin.ln 6 � t/
dt

D
1

4

Z p
ln3

p
ln2

dt D
1

4
ln 3
2

� 练习 6.47令 Pn.x/ D

nX
kD0

xk

kŠ
,计算极限

lim
n!1

1

nŠ

Z 1

0

2nŠ sin x � nŠe2x C xn

e2x C sin x C cos x C Pn.x/
dx

解令

f .x/ D e2x C sin x C cos x C Pn.x/ D e2x C sin x C cos x C

nX
kD0

xk

kŠ

则

f 0.x/ D 2e2x C cos x � sin x C

n�1X
kD0

xk

kŠ

那么有

f .x/ � f 0.x/ D �e2x C 2 sin x C
xn

nŠ

故

I D lim
n!1

1

nŠ

Z 1

0

2nŠ sin x � nŠe2x C xn

e2x C sin x C cos x C Pn.x/
dx

D lim
n!1

Z 1

0

f .x/ � f 0.x/

f .x/
dx D lim

n!1

�Z 1

0

dx �

Z 1

0

1

f .x/
d.f .x//

�
D lim
n!1

�h
x
i1
0

�

h
ln.f .x//

i1
0

�
D 1 � ln.e2 C sin 1C cos 1C e/

� 练习 6.48计算积分 Z �
2

0

r
1 � cos x
1C cos x

ln2
�
1 � cos x
1C cos x

� dx
sin x
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解注意到
1 � cos x
1C cos x

D
.1 � cos x/.1C cos x/

.1C cos x/2
D

sin2 x
.1C cos x/2

以及
d

dx

� sin x
1C cos x

�
D

1

1C cos x
,故

I D

Z �
2

0

r
1 � cos x
1C cos x

ln2
�
1 � cos x
1C cos x

� dx
sin x

D 4

Z �
2

0

1

1C cos x
ln2

� sin x
1C cos x

�
dx

sin x
1Ccos x

Dt
HHHHHHHH 4

Z 1

0

ln2 t dt D 8

� 练习 6.49计算积分: Z �
2

0

tan x �
aC cos x � ln.tan x/

1C tan x
dx

解

原式 D a

Z �
2

0

tan x
1C tan x

dx C

Z �
2

0

sin x � ln.tan x/
1C tan x

dx

其中 Z �
2

0

tan x
1C tan x

dx D

Z �
2

0

dx �

Z �
2

0

1

1C tan x
dx

D
�

2
�

Z �
2

0

cos x
cos x C sin x

dx

tD �
2 �x

HHHHHH
�

2
�

Z �
2

0

sin t
cos t C sin t

dt D
�

4Z �
2

0

sin x � ln.tan x/
1C tan x

dx D

Z �
2

0

sin x cos x � ln.tan x/
cos x C sin x

dx

tD �
2 �x

HHHHHH �

Z �
2

0

cos t sin t � ln.tan t /
cos t C sin t

dt D 0

故 Z �
2

0

tan x �
aC cos x � ln.tan x/

1C tan x
dx D

a�

4

� 练习 6.50计算积分: Z 1

0

�arcsin x
x

�3
dx

解这里需要一些公式

cot x D
cos x
sin x

; csc x D
1

sin x
d

dx
cot x D � csc2 x; d

dx
csc x D � cot x csc x; csc2 x D cot2 x C 1

做代换 x D sinu;有Z 1

0

�arcsin x
x

�3
dx D

Z �
2

0

u3
cosu
sin3u

du D

Z �
2

0

u3 cotucsc2udu

利用分布积分

D �

Z �
2

0

u3 cotud.cotu/ D

Z �
2

0

.3u2 cotu � u3csc2u/ cotudu
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其中利用了 cot �
2

D 0这个值所以Z �
2

0

u3 cotucsc2udu D 3

Z �
2

0

u2cot2udu �

Z �
2

0

u3 cotucsc2udu

移项: Z �
2

0

u3 cotucsc2udu D
3

2

Z �
2

0

u2cot2udu D
3

2

Z �
2

0

u2.csc2u � 1/du

D �
3

2

Z �
2

0

u2d.cotu/ �
3

2

Z �
2

0

u2 du D 3

Z �
2

0

u cotudu �
�3

16

留意到 Z �
2

0

u cotudu D

Z �
2

0

ud.ln.sinu// D �

Z �
2

0

ln.sin x/ dx

做代换 x D
�

2
� u有

Z �
2

0

ln.sin x/ dx D

Z �
2

0

ln.cos x/dx所以

2

Z �
2

0

ln.sin x/dx D

Z �
2

0

ln. sin 2x
2

/dx D

Z �
2

0

ln.sin 2x/ dx �
�

2
ln 2

D
1

2

Z �

0

ln.sin x/dx �
�

2
ln 2 D

Z �
2

0

ln.sin x/dx �
�

2
ln 2

)

Z �
2

0

ln.sin x/dx D �
�

2
ln 2 )

Z �
2

0

u cotudu D
�

2
ln 2

最后就有 Z 1

0

�arcsin x
x

�3
dx D

3�

2
ln 2 �

�3

16

� 练习 6.51计算积分:Z 1
2

� 1
2

x

f.2x C 1/
p
x2 � x C 1C .2x � 1/

p
x2 C x C 1g

p
x4 C x2 C 1

dx

解 Z 1
2

� 1
2

x

f.2x C 1/
p
x2 � x C 1C .2x � 1/

p
x2 C x C 1g

p
x4 C x2 C 1

dx

D

Z 1
2

� 1
2

xŒ.2x C 1/
p
x2 � x C 1 � .2x � 1/

p
x2 C x C 1�

Œ.2x C 1/2.x2 � x C 1/ � .2x � 1/2.x2 C x C 1/�
p
x4 C x2 C 1

dx

D

Z 1
2

� 1
2

xŒ.2x C 1/
p
x2 � x C 1 � .2x � 1/

p
x2 C x C 1�

6x
p
x4 C x2 C 1

dx

D
1

6

Z 1
2

� 1
2

.2x C 1/
p
x2 � x C 1 � .2x � 1/

p
x2 C x C 1

p
x4 C x2 C 1

dx

D
1

6

Z 1
2

� 1
2

.2x C 1/
p
x2 � x C 1 � .2x � 1/

p
x2 C x C 1p

.x2 � x C 1/.x2 C x C 1/
dx

D
1

6

Z 1
2

� 1
2

2x C 1
p
x2 C x C 1

dx �
1

6

Z 1
2

� 1
2

2x � 1
p
x2 � x C 1

dx

D
1

6

Z 1
2

� 1
2

d.x2 C x C 1/
p
x2 C x C 1

�
1

6

Z 1
2

� 1
2

d.x2 � x C 1/
p
x2 � x C 1

D
1

3

hp
x2 C x C 1

i 1
2

� 1
2

�
1

3

hp
x2 � x C 1

i 1
2

� 1
2

D

p
7 �

p
3

3
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� 练习 6.52计算积分:Z 1

0

x

f.2x � 1/
p
x2 C x C 1C .2x C 1/

p
x2 � x C 1g

p
x4 C x2 C 1

dx

解

a.x/ D

p
x2 C x C 1 D

s
.x C

1

2
/
2

C
3

4
;) a0.x/ D

x C
1
2

a.x/

原式 D
1

2

Z 1

0

x

Œ.x �
1
2
/a.x/C .x C

1
2
/a.�x/�a.x/a.�x/

dx

D
1

2

Z 1

0

x

a2.x/.a2 � x/Œa0.x/ � a0.�x/�
dx D

1

2

Z 1

0

xŒa0.x/C a0.�x/� dx
a2.x/a2.�x/fŒa0.x/�2 � Œa0.�x/�2g

D
1

2

Z 1

0

xŒa0.x/C a0.�x/�dx
.x C

1
2
/
2
a2.�x/2 � .x �

1
2
/
2
a2.x/

D
2

3

Z 1

0

xŒa0.x/C a0.�x/� dx
2x

D
1

3

Z 1

0

Œa0.x/C a0.�x/� D
a.1/ � a.�1/

3
D

p
3 � 1

3

� 练习 6.53计算积分: Z 1

0

dx
p
xŒx2 C .1C 2

p
2/x C 1�Œ1 � x C x2 C � � � Cx50�

解先计算积分

I D

Z 1

0

dx
p
xŒx2 C ax C 1�

nP
kD0

.�x/k

I D

Z 1

0

.�1/nxnC1 dx
p
xŒx2 C ax C 1�

nP
kD0

.�x/k

D
1

2

Z 1

0

1 � .�x/nC1

p
xŒx2 C ax C 1�

nP
kD0

.�x/k
dx

D
1

2

Z 1

0

1C x
p
xŒx2 C ax C 1�

dx

D

Z 1

0

1C x2

x4 C ax2 C 1
dx

D

Z 1

0

1

.x �
1
x
/
2

C 2C a
d.x �

1

x
/

D
1

p
2C a

arctan
x �

1
x

p
2C a

ˇ̌̌̌1
0

D
�

p
2C a

所以Z 1

0

dx
p
xŒx2 C .1C 2

p
2/x C 1�Œ1 � x C x2 C � � � Cx50�

D
�

p
2C a

� 练习 6.54设 an D

Z �
2

0

x

� sinnx
sin x

�4
dx,求 lim

n!1

an

n2
存在，并求极限

解因为
1

sin4x
D

1

x4
C

2

3x2
C o.1/
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所以 Z �
2

0

x.
sinnx
sin x

/
4

dx D

Z �
2

0

sin4nx
x3

dx C
2

3

Z �
2

0

sin4nx
u

dx C o.1/

因此 Z �
2

0

sin4nx
x3

dx D n2
Z n�

2

0

sin4nx
x3

dx

D n2
Z 1

0

sin4x
x3

dx C n2
Z 1

n�
2

sin4x
x3

dx

D
n2

2

Z 1

0

sin4t
�Z 1

0

x2e�tx dx
�

dt C o.1/

D 12n2
Z 1

0

x

.x2 C 4/.x2 C 16/
dx C o.1/

D n2 ln 2C o.1/

因为

2

3

Z �
2

0

sin4nx
x

dx D
2

3

Z n�
2

0

sin4x
x

dx D
2

3

n�1X
kD0

Z kC1
2 �

k�
2

sin4x
x

dx D
1

4
lnnC o.1/

所以

lim
n!1

an

n2
D lim
n!1

n2 ln 2C
1
4

lnn
n2

D ln 2

定理 6.18.华里士公式

~

In D

Z �
2

0

sinn x dx D

Z �
2

0

cosn x dx

D

8̂̂<̂
:̂
n � 1

n
�
n � 3

n � 2
� � � � �

3

4
�
1

2
�
�

2
; n为正偶数; I0 D

�

2

n � 1

n
�
n � 3

n � 2
� � � � �

4

5
�
2

3
; n为大于 1的正奇数; I1 D 1

证明 首先,作代换 x D t C
�

2
,由换元积分法得

In D

Z �
2

0
sinn x dx D

Z 0

� �
2

cosn t dt D �

Z 0

�
2

cosn t dt D

Z �
2

0
cosn x dx:

其次,

In D

Z �
2

0
sinn�1 x d.� cos x/

D Œ� cos x sinn�1 x�
�
2

0 C

Z �
2

0
cos x d.sinn�1 x/

D .n � 1/

Z �
2

0
cos2 x sinn�2 x dx

D .n � 1/

Z �
2

0
.1 � sin2 x/ sinn�2 x dx

D .n � 1/

Z �
2

0
sinn�2 xdx � .n � 1/

Z �
2

0
sinn x dx

D .n � 1/In�2 � .n � 1/In;

从而得递推公式

In D
n � 1

n
In�2:
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注意到

I0 D

Z �
2

0
sin0 x dx D

�

2
; I1 D

Z �
2

0
sin x dx D 1;

当 n为偶数时,

In D
n � 1

n
In�2 D

n � 1

n
�
n � 3

n � 2
In�4 D � � �

D
n � 1

n
�
n � 3

n � 2
� � �
3

4
�
1

2
� I0 D

n � 1

n
�
n � 3

n � 2
� � �
3

4
�
1

2
�
�

2
;

而当 n为奇数时,

In D
n � 1

n
In�2 D

n � 1

n
�
n � 3

n � 2
In�4 D � � �

D
n � 1

n
�
n � 3

n � 2
� � �
4

5
�
2

3
� I1 D

n � 1

n
�
n � 3

n � 2
� � �
4

5
�
2

3
;

结论获证.

例6.129证明: lim
n!1

�
.2n/ŠŠ

.2n � 1/ŠŠ

�2
�

1

2nC 1
D
�

2

证明 [2]由 sin x的单调性可得Z �
2

0
sin2nC1 x dx <

Z �
2

0
sin2n x dx <

Z �
2

0
sin2n�1 x dx:

即
.2n/ŠŠ

.2nC 1/ŠŠ
<
.2n � 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ
�
�

2
<
.2n � 2/ŠŠ

.2n � 1/ŠŠ

由此得到

An D
1

2nC 1

�
.2n/ŠŠ

.2n � 1/ŠŠ

�2
<
�

2
<

�
.2n/ŠŠ

.2n � 1/ŠŠ

�2
�
1

2n
D Bn:

因为

0 < Bn � An D

�
.2n/ŠŠ

.2n � 1/ŠŠ

�2 � 1

2n
�

1

2nC 1

�
D

�
.2n/ŠŠ

.2n � 1/ŠŠ

�2 1

2n.2nC 1/
<

1

2n
�
�

2
! 0 .n ! 1/;

故由夹逼定理立即有

lim
n!1

.Bn � An/ D 0:

再由 0 <
�

2
� An < Bn � An ! 0 .n ! 1/得到 lim

n!1

�
�

2
� An

�
D 0. 从而

lim
n!1

�
.2n/ŠŠ

.2n � 1/ŠŠ

�2
�

1

2nC 1
D lim
n!1

An D lim
n!1

�
�

2
�

��
2

� An

��
D
�

2
� 0 D

�

2

例6.130 Z 1

0

xnf .x/ dx D
f .1/

n
�
f .1/C f 0.1/

n2
C o

�
1

n2

�
.n 2 1 ; f 2 C .2/.Œ0; 1�/

证明 由分部积分法，我们有 (0 < � < 1,参阅积分中值定理)Z 1

0
xnf .x/dx D

f .1/

nC 1
�

1

nC 1

Z 1

0
xnC1f 0.x/dx

D
f .1/

n

�
1 �

1

nC 1

�
�

1

.nC 1/.nC 2/

Z 1

0
f 0.x/dxnC2
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D
f .1/

n
�

f .1/

n.nC 1/
�

f 0.1/

.nC 1/.nC 2/
C

1

.nC 1/.nC 2/

Z 1

0
xnC2f 00.x/dx

D
f .1/

n
�

f .1/

n.nC 1/
�

f 0.1/

n.nC 1/

�
n

nC 2

�
C

f 00.�/

.nC 1/.nC 2/

1

nC 3

D
f .1/

n
�
f .1/C f 0.1/

n.nC 1/
C

2f 0.1/

n.nC 1/.nC 2/
C o

�
1

n2

�
D
f .1/

n
�
f .1/C f 0.1/

n2

�
1 �

1

nC 1

�
C o

�
1

n2

�
D
f .1/

n
�
f .1/C f 0.1/

n2
C
f .1/f 0.1/

n2.nC 1/
C o

�
1

n2

�
D
f .1/

n
�
f .1/C f 0.1/

n2
C o

�
1

n2

�
.n ! 1/

�
注意 Z 1

0
xnf .x/dx D

f .1/

nC 1
�

1

nC 1

Z 1

0
xnC1f 0.x/dx �

f .1/

nC 1
�

f 0.1/

.nC 1/2

例6.131计算积分
Z �

2

0

cosn x sinnx dx (n为自然数)

解

In D
1

2

Z �
2

0

cosn�1 x
�

sin.n � 1/x C sin.nC 1/x
�

dx

D
1

2
In�1 C

1

2

Z �
2

0

cosn�1 x
�

sinnx cos x C cosnx sin x
�

dx

D
1

2
.In�1 C In/ �

1

2n

Z �
2

0

cosnx d.cosn x/ D
1

2n
C
1

2
In�1 .分部积分/

D
1

2n
C
1

2

�
1

2.n � 1/
C
1

2
In�2

�
D

1

2n
C

1

22.n � 1/
C

1

23.n � 2/
C � � � C

1

2n�1 � 2
C

1

2n�1
I1

D
1

2n
C

1

22.n � 1/
C

1

23.n � 2/
C � � � C

1

2n�1 � 2
C

1

2n

 
I1 D

Z �
2

0

cos x sin x dx D
1

2

!

� 练习 6.55计算积分: Z C1

0

e�ax sinn x dx

解利用分布积分，我们有

In D

Z C1

0

e�ax sinn x dx

D �
n

a
e�ax sinn.x/

ˇ̌̌̌C1

0

C
n

a

Z C1

0

sinn�1.x/ cos.x/e�ax dx

) In D
n

a

Z C1

0

e�ax sinn�1.x/ cos.x/ dx

) In D
n

a

�
�1

a
e�ax sinn�1.x/ cos.x/

ˇ̌̌̌C1

0

C

Z C1

0

e�ax

a

�
.n � 1/ sinn�2.x/ cos2.x/ � sinn.x/

�
dx
�

) In D
n.n � 1/

a2

Z C1

0

e�ax sinn�2.x/ dx �
n2

a2

Z C1

0

e�ax sinn.x/ dx

) In D
n.n � 1/

a2
In�2 �

n2

a2
In

解出 In

In

�
1C

n2

a2

�
D
n.n � 1/

a2
In�2 ) In D

n.n � 1/

n2 C a2
In�2
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所以,当 n为偶数时

In D
n.n � 1/

n2 C a2
�
.n � 2/.n � 3/

.n � 2/2 C a2
� � �

2 � 1

22 C a2
�

1

a„ƒ‚…
I0

当 n为奇数时

In D
n.n � 1/

n2 C a2
�
.n � 2/.n � 3/

.n � 2/2 C a2
� � �

3 � 2

a2 C 1
�

1

a2 C 1„ƒ‚…
I1

综上我们有

Z C1

0

e�ax sinn x dx D

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂:

.2m/Š

a �

mY
kD1

�
4k2 C a2

� D

� � csch
��a
2

�
� .2m/Š

22mC1�

�
m �

ai

2
C 1

�
�

�
mC

ai

2
C 1

�
.2mC 1/Š

�

mY
kD1

�
.2k C 1/2 C a2

� D

� � sech
��a
2

�
� .2mC 1/Š

4mC1�

�
m �

ai

2
C
3

2

�
�

�
mC

ai

2
C
3

2

�

6.3.1 留数在定积分计算中的应用

例6.132求积分
Z C1

0

1

x4 C a4
dx. .a > 0/

证明 Z C1

0

1

x4 C a4
dx D

1

2

Z C1

�1

1

x4 C a4
dx

令 f .z/ D
1

z4 C a4
. 它的极点为 ak D a � e

�C2k�
4 .k D 0; 1; 2; 3/.上半平面内只有 z D a0; z D a1

Res
zDak

f .z/ D
1

4z3

ˇ̌̌̌
zDak

D
1

4a3
k

D �
ak

4a4

因此, Z C1

0

1

x4 C a4
dx D

1

2

Z C1

�1

1

x4 C a4
dx

D
1

2
� 2�i

�
�
a0

4a4
�
a1

4a4

�
D ��i 1

4a3

�
e

�
4 i

C e
3�
4 i�

D ��i 1

4a3

�
e

�
4 i

� e� �
4 i�

D
�

2a3
sin �

4
D

�

2
p
2a3

例6.133求定积分
Z C1

�1

sin 2x
x2 C x C 1

dx

证明首先有 Z C1

�1

sin 2x
x2 C x C 1

dx
tDxC 1

2
HHHHHHH

Z C1

�1

sin.2t � 1/

t2 C
3
4

dt

D cos 1
Z C1

�1

sin 2x
x2 C

3
4

dx � sin 1
Z C1

�1

cos 2x
x2 C

3
4

dx

容易验证，函数 f .z/ D
e2iz

z2 C
3
4

满足若尔当引理的条件，其中，g.z/ D
1

z2 C
3
4

函数 f .z/在上半平面内只
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有一个简单极点 z D

p
3

2
i (z D �

p
3

2
i在下半平面).

Z C1

�1

e2iz

z2 C
3
4

dx D 2�iRes
�
f .z/;

p
3

2
i
�

D 2�i lim
z!

p
3

2 i

 
z �

p
3

2
i
!

e2iz

z2 C
3
4

D 2�ie
�

p
3

p
3i

D
2e�

p
3�

p
3

比较实部虚部得 Z C1

�1

cos 2x
x2 C

3
4

dx D
2e�

p
3�

p
3

;

Z C1

�1

sin 2x
x2 C

3
4

dx D 0

因此 Z C1

�1

sin 2x
x2 C x C 1

dx D �
2e�

p
3� sin 1
p
3

例6.134计算积分:
Z 1

0

sin.�x/
xx.1 � x/1�x

dx

解 (by pisco125)

I D

Z 1

0

expŒi�x � x ln x C x ln.1C x/�

1 � x
dx

uDln.1�x/�lnx
HHHHHHHHHHH

Z C1

�1

exp
� i�Cu
1Ceu

�
1C eu

du D

Z C1Ci�

�1Ci�

exp
�

x
1�ex

�
1 � ex

dx

D �

Z �1�i�

C1�i�

exp
�

�x
1�e�x

�
1 � e�x

dx D �

Z C1�i�

�1�i�

exp
�

x
1�ex

�
1 � ex

dx

考虑由 R � i�;RC i�;�RC i�;�R � i� 组成的长方形围道 Z RCi�

�RCi�
C

Z R�i�

RCi�
C

Z �R�i�

R�i�
C

Z �RCi�

�R�i�

!
exp

�
x

1�ex

�
1 � ex

dx D 2� i Res
"

exp
�

x
1�ex

�
1 � ex

; 0

#
D
2�

e
i

而

lim
R!C1

Z �RCi�

�R�i�

exp
�

x
1�ex

�
1 � ex

dx D lim
R!C1

Z R�i�

RCi�

exp
�

x
1�ex

�
1 � ex

dx D 0

所以 Z C1Ci�

�1Ci�

exp
�

x
1�ex

�
1 � ex

dx �

Z C1�i�

�1�i�

exp
�

x
1�ex

�
1 � ex

dx D
2�

e
i

故 I � .�I / D
2�

e
i H) I D

�

e
i,因此

Im I D

Z 1

0

sin.�x/
xx.1 � x/1�x

dx D
�

e

6.4 定积分的应用

注意定积分的几何意义
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6.4.1 求平面图形的面积

定理 6.19.旋转曲面

~

曲线 l 绕直线 ax C by C c D 0旋转而成的旋转曲面面积为

S D
2�

p
a2 C b2

Z
L

jax C by C cj ds

例6.135曲线 L1 W y D
1

3
x3 C 2x .0 ⩽ x ⩽ 1/绕直线 L2 W y D

4

3
x 旋转所生成的旋转曲面的面积

解在曲线 L1上取点 P.x; y/,该点到旋转轴 L2的距离为

d D
1

5
.x3 C 2x/

弧微分

ds D
p
1C Œy0.x/�2 dx D

p
1C .x2 C 2/2 dx

旋转曲面的面积微元

dA D 2�d ds D
2

5
�
p
1C .x2 C 2/2.x3 C 2x/ dx

旋转曲面的面积为

A D

Z 1

0

dA D
2

5
�

Z 1

0

p
1C .x2 C 2/2.x3 C 2x/ dx

x2C2Dt
HHHHHH

�

5

Z 3

2

t
p
1C t2 dt

D
�

15
.1C t2/

3
2

ˇ̌̌̌3
2

D

p
5.2

p
2 � 1/

3
�

例6.136曲线 L1 W y D
1

3
x3 C 2x .0 ⩽ x ⩽ 1/绕直线 L2 W y D

4

3
x 旋转所生成的旋转曲面的面积

解在曲线 L1上取点 P.x; y/,该点到旋转轴 L2的距离为

d D
1

5
.x3 C 2x/

弧微分

ds D
p
1C Œy0.x/�2 dx D

p
1C .x2 C 2/2 dx

旋转曲面的面积微元

dA D 2�d ds D
2

5
�
p
1C .x2 C 2/2.x3 C 2x/ dx

旋转曲面的面积为

A D

Z 1

0

dA D
2

5
�

Z 1

0

p
1C .x2 C 2/2.x3 C 2x/ dx

x2C2Dt
HHHHHH

�

5

Z 3

2

t
p
1C t2 dt

D
�

15
.1C t2/

3
2

ˇ̌̌̌3
2

D

p
5.2

p
2 � 1/

3
�
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定理 6.20.极坐标类型

~

设平面图形由曲线 � D �.�/及射线 � D ˛ , � D ˇ所围成,求其面积 S。

S D

Z ˇ

˛

1

2
Œ�.�/�2 d�

例6.137计算由方程 x2 C
�
y �

3
p
x2
�2

D 1围成的面积

解令 y �
3
p
x2 D sin t ,那么 x D cos t ,即 y D sin t C .cos t / 3

2

计算 t 在区间
h
�
�

2
;
�

2

i
上的定积分即为面积的一半

S1 D

Z
D1

y dx D

Z �
2

� �
2

.sin t C .cos t/ 3
2 /d cos t D

�

2

所以整个图形的面积为 �

例6.138计算 x2 C y2 ⩽
p
3x 与 x2 C y2 ⩽ y 相交部分的面积

解联立

�
x2 C y2 D

p
3x

x2 C y2 D y
解得 y D

p
3x.

S1 D
1

2

Z �
2

2�
3

�p
3 cos �

�2 d� D
1

16
.3

p
3 � 2�/

S2 D
1

2

Z 2�
3

0

�
sin �

�2 d� D
1

48
.3

p
3C 8�/

x

y

o

y =
√
3x

√
3
2

1
2 S1

S2

S D S1 C S2 D
1

24
.6

p
3C �/

例6.139求三叶玫瑰线 .x2 C y2/2 D a.x3 � 3xy2/ .a > 0/所围图形D的面积

解 [4]首先要搞清楚区域 D 是由怎样的不等式确定的. 这关键是确定不等号的方向,一般地,可以
通过验证无穷远处对应的是大于号还是小于号来确定:

D W .x2 C y2/2 ⩽ a.x3 � 3xy2/

上式左端是 4次方,右端是 3次方,可以看到无穷远处确实在上述不等式确定的区域外. 令8̂̂̂<̂
ˆ̂:
x D r cos �

y D r sin �

r ⩾ 0; � 2 Œ0; 2��

则新区域为 (
r4 ⩽ ar3.cos3 � � 3 cos � sin2 �/
r ⩾ 0; � 2 Œ0; 2��

)

(
r ⩽ a cos �.4 cos2 � � 3/

r ⩾ 0; � 2 Œ0; 2��

注意到

cos �.4 cos2 � � 3/ D cos �.2 cos � �
p
3/.2 cos � C

p
3/

上式非负,当且仅当

cos � 2

�
�

p
3

2
; 0

�
[

�p
3

2
; 1

�
因而新的区域是 (

� 2

�
�
�

6
;
�

6

�
[

�
�

2
;
5�

6

�
[

�
�
5�

6
;�
�

2

�
0 ⩽ r ⩽ a cos �.4 cos2 � � 3/
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其中,我们又将 � 在某一部分的值变化了 2� ,于是

S D

“
D

dx dy D

Z
Œ� �

6 ;
�
6 �[Œ

�
2 ;

5�
6 �[Œ�

5�
6 ;�

�
2 �

d�
Z a cos �.4 cos2 ��3/

0

r dr

D

Z
Œ� �

6 ;
�
6 �[Œ

�
2 ;

5�
6 �[Œ�

5�
6 ;�

�
2 �

1

2
a2 cos2 �.4 cos2 � � 3/2 d�:

由于

cos2 �.4 cos2 � � 3/2 D
1

2
.cos 6� C 1/;

可得

S D
a2

2
� 3 �

�

3
D
�a2

4

�
注意应该自然地看到 cos 6� 在长为 �

3
的区间上积分为零,而不是具体计算出来才看到这一点

6.4.2 求旋转体的体积

定理 6.21.切片法

~

设立体 �介于平面 x D a与 x D b 之间, 8x 2 .a; b/ ,过点 x 且与 x 轴垂直的平面截立体

�的截面面积为连续函数 A.x/ ,则立体的体积为

V� D

Z b

a

dV� D

Z b

a

A.x/ dx

例6.140底面由圆 x2Cy2 D 4围成，且垂直与 x轴的所有截面都是正方形的立体体积为

解 x > 0时,对于任一 x的取值

正方形边长D 2
p
4 � x2 ,正方形面积D

�
2
p
4 � x2

�2
所求体积

V D 2

Z 2

0

�
2
p
4 � x2

�2
dx D 42

2

3

例6.141设抛物线 y D ax2 C bx C 2 ln c 过原点，当 0 ⩽ x ⩽ 1时，y ⩾ 0，又已知该抛物线与 x

轴及直线 x D 1所围图形的面积为
1

3
. 试确定 a, b ,c 使此图形绕 x 轴旋转一周而成的旋转体的体

积 V 最小.

解因抛物线过原点，故 c D 1由题设有Z 1

0

.ax2 C bx/dx D
a

3
C
b

2
D
1

3
H) b D

2

3
.1 � a/

旋转体的体积 V

V D �

Z 1

0

.ax2 C bx/2 dx D �

�
1

5
a2 C

1

2
ab C

1

3
b2
�

D �

�
1

5
a2 C

1

3
a.1 � a/C

1

3
�
4

9
.1 � a/2

�
令

dV
da

D �

�
2

5
aC

1

3
�
2

3
a �

8

27
.1 � a/

�
D 0;

得 a D �
5

4
,代入 b的表达式得 b D

3

2
. 所以 y ⩾ 0,又因

d2V
d2a

ˇ̌̌
aD� 5

4

D �

�
2

5
�
2

3
C

8

27

�
D

4

135
� > 0
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及实际情况，当 a D �
5

4
, b D

2

3
, c D 1时，体积最小

定理 6.22.柱壳法

~

将由 x 轴,直线 x D a, x D b .a < b/ ,及连续曲线 y D f .x/ .f .x/ ⩾ 0/所围成的曲边梯

形绕 y 轴旋转一周所得到的旋转体的体积

Vy D 2�

Z b

a

xf .x/ dx

例6.142求 y D sin x与 x 轴所围成的图形分别绕 x轴和 y 轴所得的旋转体的体积

解

Vx D �

Z �

0

sin2 x dx D
�2

2

Vy D 2�

Z �

0

x sin x dx D 2�2

Vy D �

Z 1

0

�
.� � arcsiny/2 � arcsin2 y

�
dy D 2�2

定理 6.23.任意直线的旋转体体积

~

设函数 f .x/在 Œa; b�上有连续导数其绕直线 l W y D kxC b ; .k ¤ 0/旋转所成的立体的体

积为

Vl D
�

.1C k2/
3
2

Z b

a

�
f .x/ � kx � b

�2 ˇ̌
1C kf 0.x/

ˇ̌
dx

证明 4记曲线 f .x/上的点
�
x; f .x/

�
为 P ,它到直线 y D kx C b上的距离为 PQ D h;Q 2 l ,则

h D
jkx C b � f .x/j

p
1C k2

:

此外,记点 P 处曲线小段弧微分为 ds,相应地在 y D kx C b 上点 Q处记为 d�, Ox 轴上点 .x; 0/处的小段

弧微分记为 dx. 又记 l 与 Ox 轴的夹角为 ˛,点 P 处曲线 f .x/的切线与 Ox 轴之交角为 ˇ,则

d� D ds � cos.ˇ � ˛/ D cosˇ � cos˛.1C tan˛ � tanˇ/ds

D
1C tan˛ � tanˇp

1C tan2 ˇ
p
1C tan2 ˛

ds
dx

� dx

D
1C kf 0.x/

p
1C k2

p
1C f 0.x/2

q
1C f 0.x/2 dx D

1C kf 0.x/
p
1C k2

dx

从而我们有 ( �1; �2 是相应于 Ox 轴上 a; b的 l 上的位置)

Vl D

Z �2

�1

�h2 d� D
�

.1C k2/
3
2

Z b

a

�
f .x/ � kx � b

�2 ˇ̌
1C kf 0.x/

ˇ̌
dx

例6.143求曲线 C W y D x2 与直线 L W y D x 所围成图形绕直线 L旋转所成旋转体的体积.

解在曲线上取点 P.x; y/,该点到旋转轴的距离为 d D
jx2 � xj

p
2

过该点垂直于旋转轴的截面面积为 �d2, 沿旋转轴个截面的一个厚度 dl , dl 在 x 轴上的投影为

dx,则 dl D
p
2dx,于是体积微元为

dV D �d2 dl D

p
2�.x2 � x/2

2
dx

4周明强《数学分析习题演练》
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于是

V D

Z 1

0

dV D

Z 1

0

p
2�.x2 � x/2

2
dx D

�

30
p
2

例6.144求由 y D 2x与 y D 4x � x4所围区域绕 y D 2x 旋转所得旋转体体积.

解曲线与直线的交点坐标为 A.2; 4/,曲线上任一点 P.x; 4x � x2/到直线 y D 2x 的距离为

� D
1

p
5

jx2 � 2xj

𝑥

𝑦

𝑜

𝐴(2, 4)
以 y D 2x 为数轴 u (如图),则

dV D ��2 du du D
p
5dx

D � �
1

5
.x2 � 2x/2 �

p
5dx

故所求旋转体体积为

V D �

Z 2

0

1

5
.x2 � 2x/2

p
5dx D

16

75

p
5�

V D

“
D

2�
j2x � yj

p
5

d� D
2�
p
5

Z 2

0

dx
Z 2x

x2

.2x � y/dy D
16

75

p
5�

定理 6.24.任意直线的旋转体体积

~

区域D绕直线 ax C by C c D 0(D在直线的一侧)旋转所成的立体的体积为

V D
2�

p
a2 C b2

“
D

jax C by C cj d�

例6.145求由 y D 0; y D ln x和 x D e所围成区域D绕直线 y D �x旋转的旋转体体积 V .

解

V D
2�
p
2

“
D

.y C x/d� D
2�
p
2

Z e

1

dx
Z lnx

0

.x C y/ dy D
p
2�

�
e2

4
C
e

2
�
3

4

�

6.4.3 求平面曲线的弧长

例6.146求抛物线 y D
x2

2
对应于 0 ⩽ x ⩽ 1一段的弧长.

证明

ds D

s
1C

�dy
dx

�2
dx D

p
1C x2dx;

于是

s D

Z 1

0

p
1C x2dx D

�
x

2

p
1C x2 C

1

2
ln
�
x C

p
1C x2

��1
0

D

p
2

2
C
1

2
ln.1C

p
2/:

例6.147求阿基米德螺线 � D a� .a > 0/相应与 0 ⩽ � ⩽ 2� 的一段的弧长

证明 弧长元素

ds D

p
a2�2 C a2 d� D a

p
1C �2 d�

于是所求弧长为

s D

Z �

0
ds D a

Z �

0

p
1C �2 d�
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D
a

2

�
2�
p
1C 4�2 C ln.2� C

p
1C 4�2/

�
:

命题 6.1.参数方程的弧长元素

�

设平面曲线 L的参数方程为

(
x D  .t/

y D '.t/
,其中 a ⩽ t ⩽ b,则弧长元素

ds D
p
 02.t/C '02.t/dt

例6.148求摆线的一拱 8<:x D a.t � sin t/

y D a.1 � cos t/

.0 ⩽ t ⩽ 2�/的弧长,其中 a > 0.

证明
dx
dt D a.1 � cos t/; dy

dt D a sin t;

故

ds D

q
a2.1 � cos t/2 C a2 sin2 tdt D a

p
2.1 � cos t/dt

D 2a

r
sin2 t

2
dt D 2a

ˇ̌̌̌
sin t

2

ˇ̌̌̌
dt;

于是

s D 2a

Z 2�

0
sin t

2
dt D 4a

�
� cos t

2

�2�
0

D 8a:

例6.149设有曲线 Cn W x2n C y2n D 1 (n正整数), Ln 为 Cn 的长.
证明 lim

n!1
Ln D 8.

证明 设曲线 Cn 与 x轴的交点为 A, Cn 与直线 y D x 的交点为 Pn,则点 Pn 的坐标为��1
2

� 1
2n
;
�1
2

� 1
2n

�
:

曲线 Cn 在点 A到点 Pn 间的曲线段的弧长记为 ln. 由对称性,只需证明 lim
n!1

ln D 1.

在开区间

��1
2

� 1
2n
; 1

�
内,求方程 x2n C y2n D 1所确定的隐函数的导数,得

y0
D �

x2n�1

y2n�1
< 0:

由弧长计算公式

ln D

Z 1

. 1
2 /

1
2n

q
1C y02 dx <

Z 1

. 1
2 /

1
2n

.1C jy0
j/dx D

Z 1

. 1
2 /

1
2n

.1 � y0/dx

D

h
x � y.x/

i1
. 1

2 /
1

2n
D 1 �

��1
2

� 1
2n

�

�1
2

� 1
2n

�
D 1:

另一方面,又有

ln D

Z 1

. 1
2 /

1
2n

q
1C y02 dx >

Z 1

. 1
2 /

1
2n

jy0
j dx D

Z 1

. 1
2 /

1
2n

.�y0/dx

D

h
� y.x/

i1
. 1

2 /
1

2n
D �

�
0 �

�1
2

� 1
2n

�
D

�1
2

� 1
2n

! 1; n ! 1
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于是由极限夹逼准则, lim
n!1

ln D 1,因此 lim
n!1

Ln D lim
n!1

.8ln/ D 8.

6.4.4 在经济学中的应用

例6.150已知某商品边际收益为 R0.q/ D �0:08qC 25(万元/t)，边际成本为D 5(万元/t)，求产量从
250t增加到 300t时的销售收益 R.q/、总成本 C.q/、利润 L.q/的改变量 (增量)．

解边际利润

L0.q/ D R0.q/ � C 0.q/ D �0:08q C 20;

R.300/ �R.250/ D

Z 300

250

.�0:08q C 25/dq D 150.万元/;

C.300/ � C.250/ D

Z 300

250

5dq D 250.万元/;

L.300/ � L.250/ D

Z 300

250

.�0:08q C 20/dq D �100.万元/:

6.5 反常积分的审敛法 � 函数

6.5.1 无穷限反常积分的审敛法

定理 6.25.比较审敛原理

~

设 0 ⩽ f .x/ ⩽ g.x/ .a ⩽ x < 1/. 则

(1)
Z C1

a

g.x/dx收敛 H)

Z C1

a

f .x/dx收敛

(2)
Z C1

a

f .x/dx发散 H)

Z C1

a

g.x/ dx发散

Z C1

a

1

xp
dx D

8̂<̂
:
a1�p

p � 1
p > 1

C1 p ⩽ 1

.a > 0/

定理 6.26.比较审敛法 1�与 p�积分进行比较 (不等式形式)

~

设函数 f .x/在区间 Œa;C1/ .a > 0/上连续,且 f .x/ ⩾ 0.

(1) 9M > 0; p > 1; s:t f .x/⩽ M

xp
H)

Z C1

a

f .x/dx收敛;

(2) 9N > 0; s:tf .x/⩾ N

x
H)

Z C1

a

f .x/dx发散;

定理 6.27.极限审敛法 1

~

lim
x!C1

xp f .x/„ƒ‚…
f .x/⩾0

D l ¤ 0 H)

Z C1

a

f .x/dx

8<:收敛 p > 1

发散 p ⩽ 1

� 练习 6.56证明反常积分 Z C1

1

sin x
xp C sin x

dx

当 p �
1

2
时发散，

1

2
< p � 1时条件收敛，p > 1时绝对收敛.
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证明 若 p > 0,则当 x ! C1时有

sin x
xp C sin x D

sin x
xp

�
1C

sinx
xp

� D
sin x
xp

�
sin2 x
x2p

C o

�
1

x2p

�
D �

1

2x2p
C

sin x
xp

C
cos 2x
2x2p

C o

�
1

x2p

�
:

故 Z C1

1

sin x dx
xp C sin x收敛()

Z C1

1

dx
2x2p

收敛() p >
1

2
:

若 p > 0,则当 x ! C1时有ˇ̌̌̌
sin x

xp C sin x

ˇ̌̌̌
D

j sin xj

xp
�

j sin xj sin x
x2p

C o

�
1

x2p

�
D

2

�xp
C

j sin xj � 2=�

xp
�

j sin xj sin x
x2p

C o

�
1

x2p

�
:

故 Z C1

1

ˇ̌̌̌
sin x

xp C sin x

ˇ̌̌̌
dx收敛()

Z C1

1

2dx
�xp

收敛() p > 1:

即 Z C1

1

sin x dx
xp C sin x绝对收敛() p > 1:

定理 6.28.无穷积分的 Abel判别法

~
若

Z C1

a

f .x/dx收敛; g.x/在 Œa;C1/上单调有界,则
Z C1

a

f .x/g.x/ dx收敛

定理 6.29.无穷积分的 Dirichlet判别法

~

若 g.x/在 Œa;C1/上单调有界,且 lim
x!C1

g.x/ D 0; F.u/ D

Z u

a

f .x/ dx 在 Œa;C1/上有

界,则
Z C1

a

f .x/g.x/dx 收敛

6.5.2 无界函数的反常积分的审敛法

Z 1

0

1

xq
dx D

8̂<̂
:

1

1 � q
0 < q < 1

C1 q ⩾ 1

H)

Z b

a

1

.x � a/q
dx D

8̂<̂
:
.b � a/1�q

1 � q
0 < q < 1

C1 q ⩾ 1

定理 6.30.比较审敛法 2�与 p�积分进行比较 (不等式形式)

~

设函数 f .x/在区间 .a; b�上连续,且 f .x/ ⩾ 0 ; x D a为暇点.

(1) 9M > 0; q < 1; s:t f .x/⩽ M

.x � a/p
H)

Z b

a

f .x/ dx 收敛;

(2) 9N > 0; s:t f .x/⩾ N

x � a
H)

Z b

a

f .x/dx发散;
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定理 6.31.极限审敛法 2

~

设函数 f .x/在区间 .a; b�上连续,且 f .x/ ⩾ 0 ; x D a为暇点.

(1) 90 < q < 1; s:t lim
x!aC

.x � a/qf .x/ D l H)

Z b

a

f .x/dx收敛;

(2) lim
x!aC

.x � a/f .x/ D d > 0 .d D C1/ H)

Z b

a

f .x/ dx发散;

例6.151判断反常积分
Z 3

1

1

ln x
dx的敛散性

证明 这里 x D 1是被积函数的暇点. 由洛必达法则知

lim
x!1C

.x � 1/
1

ln x D lim
x!1C

1
1
x

D 1 > 0

根据极限审敛法 2,知所给反常积分发散

例6.152判断反常积分
Z 1

0

ln x
x˛

dx的敛散性. 其中 ˛ > 0.

解 1)当 ˛ < 1时,取正数 "充分小,使得 aC " < 1,由于

lim
x!0C

x˛C" ln x
x˛

D lim
x!0C

x" ln x D 0

当 x ! 0C 时,
1

x˛C"
是比

ln x
x˛
高阶的无穷大,于是

Z 1

0

ln x
x˛

dx收敛.

2)当 ˛ ⩾ 1时,由于 lim
x!0C

x˛
ln x
x˛

D 1,

当 x ! 0C 时,
1

x˛
是比

ln x
x˛
低阶的无穷大量,于是

Z 1

0

ln x
x˛

dx 发散.

例6.153判断反常积分
Z 1

0

m

q
ln2.1 � x/

n
p
x

dx 的敛散性,其中 m; n是正整数

证明 (by蓝兔兔)这里 x D 0, x D 1是被积函数的暇点. 分开考虑

Z 1

0

m

q
ln2.1 � x/

n
p
x

dx D

Z 1
2

0

m

q
ln2.1 � x/

n
p
x

dx C

Z 1

1
2

m

q
ln2.1 � x/

n
p
x

dx

对于

Z 1
2

0

m

q
ln2.1 � x/

n
p
x

dx,注意到

m

q
ln2.1 � x/

n
p
x

�

m
p
x2

n
p
x

D
1

x
1
n � 2

m

; x ! 0

由于 n ⩾ 1 H)
1

n
2 .0; 1�,而

2

m
> 0,所以

1

n
�
2

m
< 1,即 p < 1,

于是可知

Z 1
2

0

m

q
ln2.1 � x/

n
p
x

dx 收敛

对于

Z 1

1
2

m

q
ln2.1 � x/

n
p
x

dx,因为

Z 1

1
2

m

q
ln2.1 � x/

n
p
x

dx 1�xDet

HHHHHHH

Z � ln2

�1

m
p
t2et

n
p
1 � et

dt D

Z C1

ln2

m
p
t2e�t

n
p
1 � e�t

dt

注意到
m
p
t2e�t

n
p
1 � e�t

� t
2
m e�t ; x ! C1
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而

Z C1

ln2
t

2
m e�t dt 收敛 H)

Z 1

1
2

m

q
ln2.1 � x/

n
p
x

dx收敛

综上得

Z 1

0

m

q
ln2.1 � x/

n
p
x

dx 收敛

例6.154证明: 反常积分
Z C1

0

sin2 �.x C
1
x
/dx发散.

证明 对充分大的正整数 n,当 x 2 Œ2nC
1
6 ; 2nC

1
3 �时,必有

2�nC
�

6
< �

�
2nC

1

6
C

1

2nC
1
6

�
⩽ �.x C

1
x / ⩽ �

�
2nC

1

3
C

1

2nC
1
3

�
< 2�nC

�

2
:

从而
1

4
< sin2 �

�
x C

1

x

�
< 1 ; 8x 2 Œ2nC

1
6 ; 2nC

1
3 �:

所以,对充分大的正整数 n, Z 2nC
1
3

2nC
1
6

sin2 �.x C
1
x /dx > 1

24

从而根据 Cauchy收敛准则,反常积分
Z C1

0
sin2 �.x C

1
x /dx 发散

例6.155设 I D

Z C1

0

x

cos2 x C xp sin2 x
dx,其中 p为正的常数

判定反常积分

Z C1

0

x

cos2 x C xp sin2 x
dx是否收敛

解由于
x

cos2 x C xp sin2 x
> 0,只需考察无穷级数

1X
nD1

Z n�

.n�1/�

x

cos2 x C xp sin2 x
dx 的敛散性,设

当 .n � 1/� ⩽ x ⩽ n� 时,
.n � 1/�

cos2 x C .n�/p sin2 x
⩽ x

cos2 x C xp sin2 x
⩽ n�

cos2 x C .n� � �/p sin2 xZ n�

.n�1/�

.n � 1/�

cos2 x C .n�/p sin2 x
dx D

Z n�

.n�1/�

.n � 1/�

1C
�
.n�/p � 1

�
sin2 x

dx

D

Z �

0

.n � 1/�

1C
�
.n�/p � 1

�
sin2 x

dx

D 2

Z �
2

0

.n � 1/�

1C
�
.n�/p � 1

�
sin2 x

dx

D
2.n � 1/�p
.n�/p � 1

arctan tan xp
.n�/p � 1

ˇ̌̌̌�
2

C

0

D
.n � 1/�2p
.n�/p � 1

同理 Z n�

.n�1/�

n�

cos2 x C ..n � 1/�/p sin2 x
dx D

n�2p
..n � 1/�/p � 1

.n � 1/�2p
.n�/p � 1

⩽
Z n�

.n�1/�

x

cos2 x C xp sin2 x
dx ⩽ n�2p

..n � 1/�/p � 1

当 n ! C1,
.n � 1/�2p
.n�/p � 1

�
�2�

p
2

n
p
2 �1

�
n�2p

..n � 1/�/p � 1
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所以 Z C1

0

x

cos2 x C xp sin2 x
dx �

�2�
p
2

n
p
2 �1

当
p

2
� 1 ⩽ 1时,即 p ⩽ 4原积分发散;当

p

2
� 1 > 1时,即 p > 4原积分收敛.

定理 6.32.有界瑕积分的 A�D判别法

~

若 f .x/在 Œa; b�上只有一个奇点 b

1. (Abel判别法)若
Z b

a

f .x/dx收敛; g.x/在 Œa; b/上单调有界,

则

Z b

a

f .x/g.x/ dx收敛

2. (Dirichlet判别法)若 g.x/在 Œa; b/上单调有界,且 lim
x!b�

g.x/ D 0;

F.�/ D

Z b��

a

f .x/ dx在 Œ0; b � a/上有界,则
Z b

a

f .x/g.x/dx 收敛

� 练习 6.57证明
Z C1

0

sin x
x

dx条件收敛

解 Z C1

0

sin x
x

dx D

Z 1

0

sin x
x

dx C

Z C1

1

sin x
x

dx

令 g.x/ D

8<:
sin x
x

; 0 < x ⩽ 1

1 ; x D 0
,因为 lim

x!0
g.x/ D

sin x
x

D 1故 g.x/在 Œ0; 1�上连续,

所以 g.x/在 Œ0; 1�上可积,且 Z 1

0

sin x
x

dx D

Z 1

0

g.x/ dx

即

Z 1

0

sin x
x

dx存在. 下面往证
Z C1

1

sin x
x

dx 收敛

f .x/ D sin x 在 Œ1;C1/连续,且对 8x 2 Œ1;C1/,有

F.u/ D

Z u

1

sin x dx D cos 1 � cosu

jF.u/j D j cos 1 � cosuj ⩽ 2

而
1

x
在 Œ1;C1/单调递减并趋向于 0,故由 Dirichlet判别法可知

Z C1

1

sin x
x

dx收敛

再证无穷积分

Z C1

1

ˇ̌̌̌
sin x
x

ˇ̌̌̌
dx 发散

已知 8x 2 Œ1;C1/,有 j sin xj ⩾ sin2 x,从而ˇ̌̌̌
sin x
x

ˇ̌̌̌
⩾ sin2 x

x
D
1 � cos 2x

2x
D

1

2x
�

cos 2x
2x

同理可证明无穷积分

Z C1

1

cos 2x
2x

dx 收敛,而
Z C1

1

1

2x
dx发散

由于

Z C1

1

�
1

2x
�

cos 2x
2x

�
dx发散,由比较判别法可知

Z C1

1

ˇ̌̌̌
sin x
x

ˇ̌̌̌
dx发散

综上所述,无穷积分
Z C1

0

sin x
x

dx条件收敛

例6.156求反常积分:
Z C1

0

sin x
ex � 1

dx
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解对于 x > 0有展开式

1

ex � 1
D

e�x

1 � e�x
D e�x

�
1C e�x

C e�2x
C � � �

�
D

1X
nD1

e�nx

于是有 Z C1

0

sin x
ex � 1

dx D

1X
nD1

Z C1

0

e�nx sin x dx

分部积分
HHHHHH

1X
nD1

�
�
e�nx.n sin x C cos x/

n2 C 1

�C1

0

D

1X
nD1

1

n2 C 1

傅里叶
HHHHH
15:14

1

2
.� coth.�/ � 1/ � 1:0766774::::

例6.157计算积分
Z C1

0

sin2 x
x2

dx

解 5利用等式 sin.2n � 1/x � sin.2n � 3/x D 2 sin x cos 2.n � 1/x 易得Z �
2

0

sin.2n � 1/x

sin x
dx D

�

2
; 8n ⩾ 1:

再利用等式 sin2 nx � sin2.n � 1/x D sin.2n � 1/x sin x可得Z �
2

0

sin2 nx
sin2 x

dx D

nX
kD1

Z �
2

0

sin.2k � 1/x

sin x
dx D

�

2
n ; 8n ⩾ 1

在区间 Œ0; �
2
�上,利用不等式 x �

x3

3Š
⩽ sin x ⩽ x可得

1

n

Z �
2

0

sin2 nx
x2

dx ⩽ �

2
D
1

n

Z �
2

0

sin2 nx
sin2 x

dx

⩽ 1

n

Z ı

0

sin2 nx
x2

�
1 �

ı2

6

��1

dx C
1

n

Z �
2

ı

1

x2

�
1 �

�2

24

��1

dx:

作变量代换 x D
t

n
,并令 n ! C1得Z C1

0

sin2 x
x2

dx ⩽ �

2
⩽
�
1 �

ı2

6

��1
Z C1

0

sin2 x
x2

dx:

再令 ı ! 0C 即得 Z C1

0

sin2 x
x2

dx D
�

2
:

定理 6.33. Froullani积分公式

~

设 f .x/在 .0;C1/上连续,a > 0; b > 0,有

1. 若 f .0/; f .C1/存在，则

Z C1

0

f .ax/ � f .bx/

x
dx D Œf .0/ � f .C1/� ln b

a
;

2. 若 f .0/存在，且 8A > 0;

Z C1

A

f .x/

x
dx 存在，则Z C1

0

f .ax/ � f .bx/

x
dx D f .0/ ln b

a

3. 若 f .C1/存在，且 8A > 0;

Z A

0

f .x/

x
dx 存在，则Z C1

0

f .ax/ � f .bx/

x
dx D �f .C1/ ln b

a
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证明 (1) 8Œ˛; ˇ� \ .0;C1/,有Z ˇ

˛

f .ax/ � f .bx/

x
dx D

axDt‚ …„ ƒZ ˇ

˛

f .ax/

x
dx�

bxDt‚ …„ ƒZ ˇ

˛

f .bx/

x
dx

D

Z aˇ

a˛

f .t/

t
dt �

Z bˇ

b˛

f .t/

t
dt

D

 Z b˛

a˛
C

Z aˇ

b˛
�

Z bˇ

b˛

!
f .t/

t
dt

D

 Z b˛

a˛
�

Z b˛

aˇ
�

Z bˇ

b˛

!
f .t/

t
dt

D

Z b˛

a˛

f .t/

t
dt C

Z bˇ

aˇ

f .t/

t
dt

由第一积分中值定理,有 Z ˇ

˛

f .ax/ � f .bx/

x
dx D f .�/

Z b˛

a˛

dt
t

C f .�/

Z bˇ

aˇ

dt
t

D Œf .�/ � f .�/� ln b
a
;

其中, � 在 a˛与 b˛之间, �在 aˇ与 bˇ之间. 上式令 ˛ ! 0C; ˇ ! C1可得结论.

(2)由无穷积分收敛的柯西准则知,对 8" > 0,当 R充分大时,

ˇ̌̌̌
ˇ
Z bR

aR

f .x/

x
dx
ˇ̌̌̌
ˇ < ",

即 lim
R!C1

Z bR

aR

f .x/

x
dx D 0. 故

Z C1

0

f .ax/ � f .bx/

x
dx D f .0/ ln b

a

(3)由暇积分收敛的充要条件知,对 8" > 0,当 r 充分小时,即

ˇ̌̌̌
ˇ
Z br

ar

f .x/

x
dx
ˇ̌̌̌
ˇ < ",

即 lim
r!0C

Z br

ar

f .x/

x
dx D 0. 故

Z C1

0

f .ax/ � f .bx/

x
dx D �f .C1/ ln b

a
D f .C1/ ln a

b

例6.158计算积分
Z C1

0

.1 � e�6x/e�x

x.1C e�2x C e�4x C e�6x C e�8x/
dx

解 Z C1

0

.1 � e�6x/e�x

x.1C e�2x C e�4x C e�6x C e�8x/
dx

D

Z C1

0

.1 � e�6x/e�x.1 � e�2x/

x.1 � e�10x/
dx

D

Z 1

0

1X
nD0

.1 � e�6x/e�.10nC1/x.1 � e�2x/

x
dx

D

Z 1

0

1X
nD0

�
e�.10nC1/x � e�.10nC7/x

�
�
�
e�.10nC3/x � e�.10nC9/x

�
x

dx

D

1X
nD0

ln .10nC 7/.10nC 3/

.10nC 1/.10nC 9/
D

1X
nD0

ln
. 7
10

C n/. 3
10

C n/

. 1
10

C n/. 9
10

C n/

(6.18)
HHHH ln

�. 1
10
/�. 9

10
/

�. 3
10
/�. 7

10
/

D ln
sin 3�

10

sin �
10

D ln
p
5C 1

p
5 � 1
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例6.159证明 � 0.1/ D

Z C1

0

ln x
ex

dx D �

证明

� 0.1/ D

Z C1

0
e�x ln x dx

D �1 �

Z C1

0
e�x ln.1 � e�x/dx C

Z C1

0
e�x ln x dx

D �1C

Z C1

0
ln 1 � e�x

x
de�x

D �1C e�x ln 1 � e�x

x

ˇ̌̌̌C1

0

C

Z C1

0

�
1

x
�

e�x

1 � e�x

�
e�x dx

D �1C

Z C1

0

1X
nD1

 
e�nx � e�.nC1/x

x
� e�.nC1/x

!
dx

D �1C

1X
nD1

Z C1

0

 
e�nx � e�.nC1/x

x
� e�.nC1/x

!
dx

D �1C

1X
nD1

�
ln nC 1

n
�

1

nC 1

�
D lim
n!1

0@lnn �

nX
kD1

1

k

1A
D �

定理 6.34.罗巴切夫斯基公式

~

若连续偶函数 f .x/以 � 为周期,则Z C1

0

f .x/
sin x
x

dx D

Z C1

0

f .x/

� sin x
x

�2
dx D

Z �
2

0

f .x/dx

在主值积分意义下

P:V:

Z C1

0

f .x/
tan x
x

dx D

Z �
2

0

f .x/ dx

证明 6

I D

Z C1

0
f .x/

sin x
x

dx D

1X
vD0

Z .vC1/�
2

v�
2

f .x/
sin x
x

dx

令 v D 2n或 v D 2n � 1,相应地变量 x 变为 x D n� C t 或 x D n� � t 这样,就有Z .2nC1/�
2

2n� �
2

f .x/
sin x
x

dx D .�1/n
Z �

2

0
f .n� C t/

sin t
n� C t

dt

或 Z 2n� �
2

.2n�1/� �
2

f .x/
sin x
x

dx D .�1/n
Z �

2

0
f .n� � t /

sin t
n� � t

dt

由于 f .� C t / D f .� � t / D f .t/,可知

I D

Z �
2

0
f .x/

sin x
x

dx C

1X
nD1

Z �
2

0
.�1/nf .t/

�
1

t C n�
C

1

t � n�

�
sin t dt

D

Z �
2

0
f .t/ sin t

�
1

t
C

1X
nD1

.�1/n
�

1

t C n�
C

1

t � n�

��
dt
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公式右端方括弧中表达式就是
1

sin t 的无穷级数展开式,因此

I D

Z C1

0
f .x/

sin x
x

dx D

Z �
2

0
f .x/dx

I D

Z C1

0
f .x/

� sin x
x

�2
dx D

1X
vD0

Z .vC1/�
2

v�
2

f .x/

� sin x
x

�2
dx

令 v D 2n或 v D 2n � 1,相应地变量 x 变为 x D n� C t 或 x D n� � t 这样,就有Z .2nC1/�
2

2n� �
2

f .x/

� sin x
x

�2
dx D .�1/n

Z �
2

0
f .n� C t/

sin2 t
.n� C t /2

dt

或 Z 2n� �
2

.2n�1/� �
2

f .x/

� sin x
x

�2
dx D .�1/n

Z �
2

0
f .n� � t /

sin2 t
.n� � t/2

dt

由于 f .� C t / D f .� � t / D f .t/,可知

I D

Z �
2

0
f .x/

� sin x
x

�2
dx C

1X
nD1

Z �
2

0
.�1/nf .t/

�
1

.t C n�/2
C

1

.t � n�/2

�
sin2 t dt

D

Z �
2

0
f .t/ sin2 t

�
1

t2
C

1X
nD1

.�1/n
�

1

.t C n�/2
C

1

.t � n�/2

��
dt

公式右端方括弧中表达式就是
1

sin2 t
的无穷级数展开式,因此

I D

Z C1

0
f .x/

� sin x
x

�2
dx D

Z �
2

0
f .x/dx

6.5.3 � 函数

定义 6.3. � 函数

|

� 函数的定义为

�.z/ D

Z C1

0

tz�1e�tdt .Re z > 0/

一般地,对于任何正整数 n有 �.nC 1/ D nŠ;
特殊值: �

�
1
2

�
D

p
�

定理 6.35. Bohr-Mollerup命题

~

如果定义在 .0;C1/上的函数 f 满足以下三个条件:
(1) f .x/ > 0,且 f .1/ D 1,
(2) f .x C 1/ D xf .x/,
(3) lnf .x/是 .0;C1/内的下凹函数

则 f .x/ � �.x/, x 2 .0;C1/

证明 [[13]]由条件 (1)与条件 (2)知, f .n/ D .n � 1/f .n � 2/ D � � � D .n � 1/Šf .1/ D .n � 1/Š. 设 x 2 .0; 1/,
由条件 (3), lnf .x/为 .0;C1/上的凸函数,故

ln.n/ � ln.n � 1/

n � .n � 1/
⩽ ln.nC x/ � ln.n/

.nC x/ � n
⩽ ln.nC 1/ � ln.n/

.nC 1/ � n
; n D 2; 3; � � � :



6.5 反常积分的审敛法 � 函数 –320/572–

于是

ln.n � 1/Š � ln.n � 2/Š ⩽ lnf .nC x/ � ln.n � 1/Š

x
⩽ lnnŠ � ln.n � 1/Š;

即

x ln.n � 1/ ⩽ lnf .nC x/ � ln.n � 1/Š ⩽ x lnn;

x ln.n � 1/C ln.n � 1/Š ⩽ lnf .nC x/ ⩽ x lnnC ln.n � 1/Š;

ln.n � 1/x.n � 1/Š ⩽ lnf .nC x/ ⩽ lnnx.n � 1/Š;

.n � 1/x.n � 1/Š ⩽ f .nC x/
由条件 (2)

HHHHHHHH .n � 1C x/ � � � .1C x/xf .x/ ⩽ nx.n � 1/Š;

.n � 1/x.n � 1/Š

x.x C 1/ � � � .x C n � 1/
⩽ f .x/ ⩽ nx.n � 1/Š

x.x C 1/ � � � .x C n � 1/

将左边不等式中的 n � 1换成 n不等式仍然成立. 则有

nxnŠ

x.x C 1/ � � � .x C n/
⩽ f .x/ ⩽ nxnŠ

x.x C 1/ � � � .x C n/

x C n

n

n

x C n
f .x/ ⩽ nxnŠ

x.x C 1/ � � � .x C n/
⩽ f .x/

由于 lim
n!1

n

x C n
f .x/ D f .x/ D lim

n!1
f .x/及夹逼准则得到

lim
n!1

nxnŠ

x.x C 1/ � � � .x C n/
D f .x/

这就证明了 f .x/ .x 2 .0; 1//被左边的极限所唯一确定. 再由条件 (2)推得 f .x/ .x 2 .0;C1//由条件 (1)、
(2)、(3)所唯一确定,即 f .x/ � �.x/, x 2 .0;C1/.

定理 6.36. Euler-Gauss公式

~

8 z > 0 ,有
�.z/ D lim

m!C1

mzmŠ

z.z C 1/ � � � .z Cm/
.Re z > 0/

例6.160 f ˛1 C ˛2 C � � � C ˛n D ˇ1 C ˇ2 C � � � C ˇn then
�.ˇ1/� � � � ��.ˇn/

�.˛1/� � � � ��.˛n/
D
Y
k⩾0

.k C ˛1/� � � � �.k C ˛n/

.k C ˇ1/� � � � �.k C ˇn/
(6.18)

证明 according to Euler’s definition for the gamma function

�.z/ D
mzmŠ

z.z C 1/� � � � �.z Cm/

therefore we have

�.ˇ1/� � � � ��.ˇn/

�.˛1/� � � � ��.˛n/
D

nY
jD1

�.ˇj /

�.˛j /
D lim
m!1

nY
jD1

m
ˇj mŠ

ˇj .ˇj C1/�����.ˇj Cm/

m
˛j mŠ

˛j .˛j C1/�����.˛j Cm/

D lim
m!1

nY
jD1

mˇj �˛j

mY
kD0

˛j C k

ˇj C k

D lim
m!1

mY
kD0

nY
jD1

˛j C k

ˇj C k

D lim
m!1

mY
kD0

.k C ˛1/� � � � �.k C ˛n/

.k C ˇ1/� � � � �.k C ˇn/

性质

(1) 递推公式 �.x C 1/ D x�.x/; .x > 0/
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(2) �.1 � x/ D �x�.�x/

(3) �.x/�.�x/ D �
�

x sin�x
(x为非整数)

(4) �
�
1

2
C x

�
�

�
1

2
� x

�
D �

�

cos�x

(5)
1

xp
D

1

�.p/

Z C1

0

tp�1e�xtdt

定理 6.37.余元公式

~
�.x/�.1 � x/ D

�

sin�x
x为非整数

定理 6.38. Legendre加倍公式

~

p
��.2s/ D 22s�1�.s/�

�
s C

1

2

�
; s > 0

其中 � 是 Gamma函数.

证明 记 I.s/ D

Z 1

0

dx
.1C x

1
s /2s

. 令 x D tan2s t ,则

I.s/ D

Z 1

0

dx
.1C x

1
s /2s

D 2s

Z �
4

0
.sin t cos t /2s�1dt

D s21�2s

Z �
2

0
sin2s�1 udu D 2�2ssB.

1

2
; s/

D 2�2ss
�.12 /�.s/

�.12 C s/
D 2�2s

p
�s

�.s/

�.12 C s/
:

另一方面

I.s/ D

Z 1

0

dx
.1C x

1
s /2s

D

Z C1

1

dx
.1C x

1
s /2s

;

从而

I.s/ D
1

2

Z C1

0

dx
.1C x

1
s /2s

D s

Z �
2

0
.sin t cos t /2s�1dt D

sB.s; s/
2

D
s�2.s/

2�.2s/
:

因此

2�2s
p
�s

�.s/

�.12 C s/
D
s�2.s/

2�.2s/
:

从而
p
��.2s/ D 22s�1�.s/�

�
s C

1

2

�
; s > 0:

定理 6.39.斯特林 (stirling)公式

~

1. nŠ �
p
2�n

�n
e

�n
; n ! C1

2. nŠ D
p
2�n

�n
e

�n
e

�n
12n ,其中 0 < �n < 1

3. nŠ D
p
2�n

�n
e

�n �
1C

1

12n
C

1

288n2
�

139

51840n3
�

571

2488320n4
C o

� 1
n5

��

例6.161证明: lim
n!1

nŠ
p
2�n

�
n
e

�n D 1
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证明 令 an D
nŠ

nnC 1
2 e�n

,则

an

anC1
D

.nC 1/nC 3
2

nnC 1
2 .nC 1/e

D
.nC 1/nC 1

2

nnC 1
2 e

D

�
1C

1

n

�n�
1C

1

n

� 1
2 1

e
> 1

即 an > anC1,即 fang单调递减. 由积分放缩法有

lnnŠ >
�
nC

1

2

�
lnn � n H) nŠ > nnC 1

2 e�n

故 an > 1. 由单调有界定理知数列 fang极限存在. 设

A D lim
n!1

an D lim
n!1

nŠ

nnC 1
2 e�n

利用Wallis公式

�

2
D lim
n!1

�
.2n/ŠŠ

.2n � 1/ŠŠ

�2
�

1

2nC 1
D lim
n!1

h
.2n/ŠŠ.2n/ŠŠ
.2n/Š

i2
2nC 1

D lim
n!1

24n
h
.nŠ/2

.2n/Š

i2
2nC 1

D lim
n!1

24n
h
.An

nC 1
2 e�n/2

A.2n/
2nC 1

2 e�2n

i2
2nC 1

D lim
n!1

24n
�
2�2n� 1

2A
p
n
�2

2nC 1
D lim
n!1

24nA22�4n�1n

2nC 1
D
A2

4

所以 A D
p
2� ,即

lim
n!1

nŠ

nnC 1
2 e�n

D
p
2� () lim

n!1

nŠ
p
2�n

�
n
e

�n D 1

例6.162计算 lim
n!1

p
n

nY
iD1

e1� 1
i�

1C
1
i

�i
证明 利用斯特林 (Stiring)公式

nŠ D
p
2�n

�n
e

�n
e

�n
12n ; 其中0 < �n < 1

lim
n!1

p
n

nY
iD1

e1� 1
i�

1C
1
i

�i D lim
n!1

p
n

exp
�
n �

�
1C

1
2 C

1
3 � � � C

1
n

���
2
1

��
3
2

�2�4
3

�3
� � �
�
nC1
n

�n
D lim
n!1

p
nnŠ exp

�
n �

�
1C

1
2 C

1
3 � � � C

1
n

���
nC 1

�n
Stiring

HHHHH lim
n!1

p
2�ne

�n
12n�

1C
1
n

�n
e1C 1

2 C 1
3 ���C 1

n

lim
n!1

D

p
2��

1C
1
n

�n e
�n

12n

e1C 1
2 C 1

3 ���C 1
n �lnn

D
p
2�e�.1C/

其中  为欧拉常数

例6.163 (Euler-Poisson积分)计算
Z C1

0

e�t2 dt D

p
�

2

解 Z C1

0

e�x2 dx x2Dt
HHHHHHHH
dxD 1

2
p

t
dt

1

2

Z C1

0

t�
1
2 e�t dt D

1

2
�.1

2
/ D

p
�

2

例6.164计算积分
Z C1

0

e�.ax2Cbx/ dx
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解

I D

Z C1

0

e�.ax2Cbx/dx

D

Z C1

0

e
�a

h�
x2C b

a xC. b
2a /

2
�
�. b

2a /
2
i
dx

D e
b2

4a

Z C1

0

e�a.xC b
2a /

2

dx

D e
b2

4a
1

p
a

Z C1

0

e�.
p
a.xC b

2a //
2

d
�

p
a

�
x C

b

2a

��
D e

b2

4a
1

p
a

Z C1

0

e�x2dx D e
b2

4a
1

2
p
a

Z C1

0

t�
1
2 e�t dt D

1

2
�.1

2
/

D e
b2

4a
1

p
a

�

p
�

2
D
1

2

r
�

a
e

b2

4a

� 练习 6.58求定积分
Z C1

0

e�˛x2 cos.ˇx/ dx

解 Z C1

0

e�˛x2 cos.ˇx/ dx D Re
Z C1

0

e�˛x2

eˇix dx D Re
Z C1

0

e�˛x2Cˇix dx

D Re
Z C1

0

e
�˛

��
x2�

ˇi
˛ xC

�
ˇi
2˛

�2
�

�

�
ˇi
2˛

�2
�

dx

D Re e�
ˇi2

4˛
1

p
˛

Z C1

0

e
�

�p
˛
�
x�

ˇi
2˛

��2

d
�

p
˛

�
x �

ˇi

2˛

��
D Re e

ˇ2

4˛
1

p
˛

Z C1

0

e�u2 du D e
ˇ2

4˛
1

2
p
˛

Z C1

0

t�
1
2 e�t dt

D e
ˇ2

4˛
1

p
˛

�
1

2
�.1

2
/ D e

ˇ2

4˛
1

p
˛

�

p
�

2

D
1

2

r
�

˛
e

ˇ2

4˛

� 练习 6.59计算
Z 1

0

sin .xn/dx

解 Z 1

0

sin .xn/dx xn 7!x
HHHHH

1

n

Z 1

0

x
1
n �1 sin.x/ dx

D
1

n�
�
1 �

1
n

� Z 1

0

�Z 1

0

u� 1
n e�xu du

�
sin.x/ dx

D
1

n�
�
1 �

1
n

� Z 1

0

u� 1
n

�Z 1

0

e�xu sin.x/ dx
�

du

D
1

n�
�
1 �

1
n

� Z 1

0

u� 1
n

1C u2
du

D
1

n�
�
1 �

1
n

� Z �
2

0

tan� 1
n .�/d� .u D tan �/

D
1

n�
�
1 �

1
n

� Z �
2

0

sin� 1
n .�/ cos 1

n .�/d�

D
1

2n�
�
1 �

1
n

�B�1 � n

2
;
1C n

2

�



6.5 反常积分的审敛法 � 函数 –324/572–

D
1

2n�
�
1 �

1
n

�� �n � 1

2n

�
�

�
nC 1

2n

�
D

sin
�
�
n

�
2n cos

�
�
2n

�� �1
n

�
D
1

n
sin

� �
2n

�
�

�
1

n

�
� 练习 6.60求极限:

lim
x!1�

p
1 � x

Z C1

0

xt
2 dt

解由于 Z C1

0

xt
2 dt D

Z C1

0

e�t2 ln. 1
x / dt

uDt

q
ln. 1

x /

HHHHHHHH
1q

ln. 1
x
/

Z C1

0

e�u2 du D
1

2

s
�

ln. 1
x
/

�
1

2

r
�

1 � x

故

lim
x!1�

p
1 � x

Z C1

0

xt
2 dt D lim

x!1�

�
p
1 � x �

1

2

r
�

1 � x

�
D

p
�

2

� 练习 6.61计算积分: Z 1

0

ln�.x/dx

解本题需用到的公式

�.x/�.1 � x/ D
�

sin�x
; x 2 .0; 1/ —–余元公式

I D

Z 1

0

ln�.x/ dx tD1�x
HHHHHHD

Z 1

0

ln�.1 � x/dx

2I D

Z 1

0

ln�.x/ dx C

Z 1

0

ln�.1 � x/dx

D

Z 1

0

.ln�.x/C ln�.1 � x//dx D

Z 1

0

ln �

sin�x
dx

D

Z 1

0

ln� dx �

Z 1

0

ln sin�x dx D ln� �

Z 1

0

ln sin�x dx

�xDt
HHHHH ln� �

1

�

Z �

0

ln sin t dt

D ln� �
1

�

Z �
2

0

ln sin t dt„ ƒ‚ …
D� �

2 ln2

�
1

�

Z �

�
2

ln sin t dt„ ƒ‚ …
uD��t

D ln� C
1

2
ln 2C

1

�

Z 0

�
2

ln sinudu

D ln� C
1

2
ln 2 �

1

�

Z �
2

0

ln sinudu

D ln.2�/

H) I D

Z 1

0

ln�.x/dx D
1

2
ln.2�/



6.5 反常积分的审敛法 � 函数 –325/572–

� 练习 6.62计算积分: Z 1

0

sin.�x/ log�.x/dx

解 Z 1

0

sin.�x/ log�.x/ dx D
1

�

�
1C log

��
2

��

I D

Z 1

0

sin.�x/ log�.x/dx tD1�x
HHHHHH �

Z 0

1

sin.t�/ log�.1 � t/ dt

D

Z 1

0

sin.t�/ log�.1 � t /dt

I D
1

2

�Z 1

0

sin.�x/ log�.x/ dx C

Z 1

0

sin.x�/ log�.1 � x/dx
�

D
1

2

Z 1

0

sin.�x/ log .�.x/C �.1 � x//dx

D
1

2

Z 1

0

sin.�x/ log
� �

sin�x

�
dx

D
1

�

�
1C ln �

2

�
�
注意

1�
mCn
m

� D m

Z 1

0

.1 � x/nxm�1 dx

�
注意

1

.1C x/y
D

1

�.y/

Z C1

0

ty�1e�xt�t dt

定义 6.4. digamma函数

|
 .x/ D

d

dx
ln�.x/ D

� 0.x/

�.x/

例6.165求极限 lim
x!0

1

x

�
�.x/ �

1

x
C 

�
解

lim
x!0

1

x

�
�.x/ �

1

x
C 

�
D lim
x!0

�.x C 1/ � 1C x

x2

D lim
x!0

�.x C 1/ .x C 1/C 

2x

D lim
x!0

�.x C 1/ 2.x C 1/C  0.x C 1/�.x C 1/

2

D
1

2

�
2 C

�2

6

�
例6.166计算 lim

x!0

�
�.x/ � 2�.2x

�
D 

解

lim
x!0

�
�.x/ � 2�.2x

�
D lim
x!0

�

 
1 �

4x�
�
x C

1
2

�
p
�

!

D lim
x!0

1

x

 
1 �

4x�
�
x C

1
2

�
p
�

!



6.5 反常积分的审敛法 � 函数 –326/572–

D � � � D 

� 练习 6.63求极限 lim
n!0

n
p
nŠ

解

lim
n!0

n
p
nŠ D lim

n!0
exp

� ln.nŠ/
n

�
D exp

�
lim
n!0

ln�.nC 1/

n

�
D exp

�
lim
x!0C

ln�.x C 1/

x

�
洛必达

HHHHH exp
�

lim
x!0C

� 0.x C 1/

�.x C 1/

�
D e .1/ D e�

定义 6.5. digamma函数

|

 .x/ D � C

1X
kD0

�
1

k C 1
�

1

x C k

�

证明 根据Weierstrass定义的 �.x/函数

�.x/ D
e�x

x

Y
n⩾1

�
1C

x

n

��1

e
x
n

我们有

 .x/ D
d

dx ln�.x/ D
� 0.x/

�.x/

D
d

dx

 
� ln x � x C

X
k⩾1

�
x

k
� ln

�
1C

x

k

��!

D �
1

x
�  C

1X
k⩾1

�
1

k
�

1

x C k

�

D � C

1X
kD0

�
1

k C 1
�

1

x C k

�

性质  .x C 1/ D  .x/C
1

x

例6.167证明 � 00.1/ D

Z 1

0

e�x log2 xdx D 2 C
�2

6

解

 .x/ D
� 0.x/

�.x/
H)  0.x/

对  .x/求导
HHHHHHHHH

� 00.x/

�.x/
� . .x//2

故可得

� 00.x/ D
�
 0.x/C . .x//2

�
�.x/

由 digamma的级数定义

 .x/ D � C

1X
kD0

�
1

k C 1
�

1

x C k

�
H)  0.x/ D

1X
nD0

1

.x C n/2

其中 �.1/ D 1;  .1/ D �;  0.1/ D
�2

6
,于是

� 00.1/ D
�
 0.1/C . .1//2

�
�.1/ D 2 C

�2

6



6.5 反常积分的审敛法 � 函数 –327/572–

例6.168求级数
1X
nD0

1

.nC 1/2.2nC 1/2
的和

证明易得
1

.nC 1/2.2nC 1/2
D �

8

2nC 1
C

4

.2nC 1/2
C

4

nC 1
C

1

.nC 1/2

其中
1X
nD0

�
4

nC 1
�

8

2nC 1

�
D 8

1X
nD0

�
1

2nC 2
�

1

2nC 1

�
D 8

1X
nD1

.�1/n

n
D �8 ln 2

或者注意到

 .x/ D � C

1X
nD0

�
1

nC 1
�

1

nC x

�

以及  
�1
2

�
D � � 2 ln 2，故

1X
nD0

�
4

nC 1
�

8

2nC 1

�
D

1X
nD0

 
4

nC 1
�

4

nC
1
2

!

D 4 
�1
2

�
� 4 .1/ D �8 ln 2

由傅里叶级数易得
1X
nD0

1

.2nC 1/2
D
�2

8
;

1X
nD0

1

.nC 1/2
D
�2

6

因此
1X
nD0

1

.nC 1/2.2nC 1/2
D �8 ln 2C

2�2

3

�
注意 (by向禹)本题的易错点 �条件收敛级数的重排

1X
nD0

�
4

nC 1
�

8

2nC 1

�
D

1X
nD0

Z 1

0

�
4xn � 8x2n

�
dx D

Z 1

0

1X
nD0

�
4xn � 8x2n

�
dx

D

Z 1

0

�
4

1 � x
�

8

1 � x2

�
dx D �4

Z 1

0

1

1C x
dx

D �4 ln 2 �‹‹
1X
nD0

�
1

2nC 2
�

1

2nC 1

�
D

1X
nD0

Z 1

0

�
x2nC1

� x2n
�

dx

D

Z 1

0

1X
nD0

�
x2nC1

� x2n
�

dx D

Z
x � 1

1 � x2
D � ln 2 �‹‹

上面的解答为什么是错误的呢？？？这个问题涉及到条件收敛级数的重排问题,这么直接交换
求和与积分次序的时候，实际上改变了无穷项的求和次序，条件收敛的级数重排后结果会发生变

化的.
1X
nD0

�
1

2nC 2
�

1

2nC 1

�
如果写成

1X
nD0

Z 1

0

�
x2nC1

� x2n
�

dx 再交换次序, 就把本来在 2nC 2

位置的数调到了 nC 1的位置上,这样和就变了

例6.169证明: lim
s!1C

�
�.s; a/ �

1

s � 1

�
D �

� 0.a/

�.a/
.

解注意到

�.s; a/ D

C1X
nD0

1

.aC n/s
D

1

�.s/

Z C1

0

t s�1e�at

1 � e�t
dt

因此

�.s; a/ �
1

s � 1
D

1

�.s/

�Z C1

0

t s�1e�at

1 � e�t
dx � �.s � 1/

�



6.5 反常积分的审敛法 � 函数 –328/572–

D
1

�.s/

Z C1

0

t s�1
�
e�at

1 � e�t
�
e�t

t

�
dt

由 digamma函数的定义

 .z/ D

Z C1

0

�
e�t

t
�

e�zt

1 � e�t

�
dt ; Re z > 0

令 s ! 1C,得到

lim
s!1C

�
�.s; a/ �

1

s � 1

�
D

� .a/

�.1/
D � .a/

特别的,令 a D 1得

lim
s!1C

�
�.s/ �

1

s � 1

�
D 

6.5.3.1 Beta函数

定义 6.6. Beta函数

|

B函数 (Beta function)的定义为

B.x; y/ D

Z 1

0

tx�1.1 � t/y�1dt .Re x > 0; Rey > 0/

上式的右边称为第一类欧拉 (Euler)积分

其它形式

B.x; y/ D 2

Z �
2

0

sin2x�1 � cos2y�1 �d� .Re x > 0; Rey > 0/

B.x; y/ D

Z 1

0

tx�1 C ty�1

.1C t /xCy
dt .Re x > 0; Rey > 0/

定理 6.40. � 函数与 B函数的关联公式

~
8p > 0; q > 0,有 B.p; q/ D

�.p/�.q/

�.p C q/
。

证明

�.p/�.q/ D

Z C1

0
xp�1e�x dx

Z C1

0
yq�1e�y dy

D

Z C1

0
dy
Z C1

0
xp�1yq�1e�.xCy/ dx

做变量替换,令 x D uv; y D u.1 � v/则其雅可比行列式 J 为

J D
@.x; y/

@.u; v/
D

ˇ̌̌̌
ˇ v u

1 � v �u

ˇ̌̌̌
ˇ D �u

D ! D0 即: 8<:x D 0 ! u D 0; v D 0

y D 0 ! u D 0; v D 1

故

�.p/�.q/ D

Z C1

0

Z 1

0
.uv/p�1

�
u.1 � v/

�q�1
e�uudv du

D

Z C1

0
upCq�1e�u du

Z 1

0
vp�1.1 � v/q�1 dv



6.5 反常积分的审敛法 � 函数 –329/572–

D �.p C q/B.p; q/

例6.170计算积分
Z 1

0

5x4.1C x10075/

.1C x5/2017
dx

解由 Beta函数定义 Z 1

0

5x4.1C x10075/

.1C x5/2017
dx x5Dt

HHHHH

Z 1

0

1C t2015

.1C t/2017
dt

D

Z 1

0

x1�1 C t2016�1

.1C t /2017
dt

D B.1; 2016/ D
0Š2015Š

2016Š
D

1

2016

例6.171计算积分:
Z 1

0

1
p
1C x4

dx

解我们有

J D

Z C1

0

1
p
1C x4

dx x4Dt
HHHHH

1

4

Z C1

0

t�
3
4

.1C t/
1
2

dt D
1

4
B.
1

4
;
1

4
/ D

1

4

�.1
4
/�.1

4
/

�.1
2
/

D
�2.1

4
/

4
p
�

对积分

Z C1

1

1
p
1C x4

dx做变量替换,令 t D
1

x
,可得Z C1

1

1
p
1C x4

dx D

Z 1

0

1
p
1C t4

dt

由此知

J D

Z 1

0

1
p
1C x4

dx C

Z C1

1

1
p
1C x4

dx D 2

Z 1

0

1
p
1C t4

dt D 2I

所以

I D

Z 1

0

1
p
1C x4

dx D
J

2
D
�2.1

4
/

8
p
�

推论 6.1.二项式系数与 Beta函数

~

1

C n
k

D .nC 1/B.k C 1; n � k C 1/ () C nk D
1

.nC 1/B.k C 1; n � k C 1/

解 (by fin3574)易得

C nk D
nŠ

kŠ.n � k/Š
D

1
kŠ.n�k/Š

nŠ

D
1

�.kC1/�.n�kC1/
�.nC1/

由 Beta函数的定义有

B.a; b/ D
�.a/�.b/

�.aC b/
D
.a � 1/Š.b � 1/Š

.aC b � 1/Š
D

Z 1

0

xa�1.1 � x/b�1 dx

令

8<:k C 1 D a

n � k C 1 D b
H)

8<:k D a � 1

n D aC b � 2
,于是

kŠ.n � k/Š

nŠ
D

�
.k C 1/ � 1

�
Š
�
.n � k C 1/ � 1

�
Š�

.k C 1/C .n � k C 1/ � 1
�
Š

.nC 1/Š

nŠ
D .nC 1/B.k C 1; n � k C 1/

于是有

C nk D
1

.nC 1/B.k C 1; n � k C 1/



6.5 反常积分的审敛法 � 函数 –330/572–

例6.172求:
C1X
nD0

mŠnŠ

.mC n/Š

解注意到
1�

mC n

m

� D m

Z 1

0

.1 � x/nxm�1 dx

那么有
C1X
nD0

mŠnŠ

.mC n/Š
D m

Z 1

0

C1X
nD0

.1 � x/nxm�1 dx D m

Z 1

0

xm�2 dx D
m

m � 1

� 练习 6.64计算积分: Z 1

0

x2 � 1

.x2 C 1/ ln x
dx

解 Z 1

0

x2 � 1

.x2 C 1/ ln x
dx D

Z 1

0

x C 1

x2 C 1

Z 1

0

xtdtdx D

Z 1

0

Z 1

0

xtC1 C xt

x2 C 1
dxdt

D

Z 1

0

�
1

x C 1
C

1

x C 2
�

1

x C 3
�

1

x C 4
C � � �

�
dx

D

�
ln 2
1

C ln 3
2

�
�

�
ln 4
3

C ln 5
4

�
C � � �

D ln 3
1

� ln 5
3

C ln 7
5

� ln 9
7

C ln 11
9

� � � �

D ln
�
3

1
�
3

5
�
7

5
�
7

9
�
11

9
� � � �

�
D lim
n!1

ln
(
�2
�
5
4

�
�2
�
4nC3
4

�
�2
�
3
4

�
�2
�
4nC5
4

� .4nC 3/

)

D 2 ln
(
2�
�
5
4

�
�
�
3
4

� )
最后用了 Gautschi0s inequality:

� 练习 6.65计算积分: Z �
2

�
4

ln ln.tan x/dx

解 Z �
2

�
4

ln ln.tan x/ dx tDln.tanx/
HHHHHHHH

Z C1

0

ln t
et C e�t

dt D

Z C1

0

e�t ln t
1C e�2t

dt

D

Z C1

0

e�t ln t
1X
kD0

.�1/ke�2kt dt

D

1X
kD0

.�1/k
Z C1

0

e�.2kC1/t ln t dt

D

1X
kD0

.�1/k

2k C 1

Z C1

0

e�t ln t dt �

1X
kD0

.�1/k
ln.2k C 1/

2k C 1

Z C1

0

e�t dt

D �
�

4
 C

1X
kD1

.�1/k
ln.2k C 1/

2k C 1



6.5 反常积分的审敛法 � 函数 –331/572–

D �
�

4
 C

"
�

4
 C

�

4
ln
�4.3

4
/

�

#
D
�

2
ln
"p

2��.3
4
/

�.1
4
/

#



第 7章 微分方程

关于绝对值：绝对值必须加，否则，可能将函数的定义域丢失一半。先加绝对值，再化简去

掉绝对值 (如果可能的话)。

7.1 微分方程的基本概念

7.2 可分离变量的微分方程

� 练习 7.1设 f .x/在 .�1;C1/上有定义,对任何 x; y 恒有

f .x C y/ D f .x/C f .y/C 2xy

又 f .x/在点 x D 0处可导,且 f 0.0/ D 1 ,求 f .x/的表达式

解首先在等式

f .x C y/ D f .x/C f .y/C 2xy

令 x D y D 0得到 f .0/ D 0. 对固定的 x以及任意的 y ¤ 0都有

f .x C y/ � f .x/

y
D
f .y/

y
C 2x

即
f .x C y/ � f .x/

y
D
f .y/ � f .0/

y � 0
C 2x

令 y ! 0 , 由 f 0.0/ D 1 则得到 f 0.x/ D 2x C 1 解这个微分方程并注意到 f 0.0/ D 1, 就有
f .x/ D x2 C x

� 练习 7.2设 f 是二次可微函数,对于任何实数 x; y 都满足函数方程

f 2.x/ � f 2.y/ D f .x C y/f .x � y/

试求 f 的表达式

解首先在等式

f 2.x/ � f 2.y/ D f .x C y/f .x � y/

令 x D y D 0得到 f .0/ D 0 .
又对其两边关于 x; y 先后求两次偏导数得

2f .x/f 0.x/ D f 0.x C y/f .x � y/C f .x C y/f 0.x � y/

0 D f 00.x C y/f .x � y/ � f .x C y/f 00.x � y/

作变量代换 x C y D u; x � y D v则对于任何实数 u; v都有

f 00.u/f .v/ D f .u/f 00.v/

如果 f .v/ � 0 ,则该函数方程的解为 f .x/ � 0 .

若 f .v/ 6� 0 ,存在一点 v0 使得 f .v0/ ¤ 0,则可令 c D
f 00.v0/

f .v0/
,即化为 f 00.u/ D cf .u/ . 根据初



7.2 可分离变量的微分方程 –333/572–

始条件 f .0/ D 0即可求得解为

f .u/ D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
A sinh

p
cx; c > 0

Au; c D 0; 其中A是任意常数

A sin
p

�cx; c < 0

� 练习 7.3在某池塘内养鱼，由于条件限制最多只能养 1000条．在时刻 t 的鱼数 y是时间 t 的函数

y D y.t/，其变化率与鱼数 y和 1 000� y的乘积成正比．现已知池塘内放养鱼 100条，3个月后
池塘内有鱼 250条，求 t 月后池塘内鱼数 y.t/的公式．问 6个月后池塘中有鱼多少？

解由已知 8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

dy
dt

D �y.1 000 � y/

y.0/ D 100

y.3/ D 250

;

分离变量得
dy

y.1 000 � y/
D �dt;

两边积分 Z dy
y.1 000 � y/

D �

Z
dt;

得
y

1 000 � y
D C e1 000�t ;

将 y.0/ D 100，y.3/ D 250代入得8̂<̂
:

100

1 000 � 100
D C

250

1 000 � 250
D C e3 000�

;

解得 C D
1

9
，� D

ln 3
3 000

，即 t 个月后鱼与时间 t 的关系为

y

1 000 � y
D
1

9
� 3

t
3 ;

即

y D
1 000 � 3

t
3

9C 3
t
3

:

当放养 6个月后，鱼塘中鱼的数量为

y D
1 000 � 32

9C 32
D 500.条/:

� 练习 7.4设可微函数 f .x; y/满足
@f

@x
D �f .x; y/ , f

�
0;
�

2

�
D 1,且

lim
n!1

 
f
�
0; y C

1
n

�
f .0; y/

!n
D ecoty

则 f .x; y/ D

解利用偏导数的定义

lim
n!1

 
f
�
0; y C

1
n

�
f .0; y/

!n
D lim
n!1

 
1C

f
�
0; y C

1
n

�
� f .0; y/

f .0; y/

!n



7.3 齐次方程 –334/572–

D e
lim
n!1

f .0; y C
1
n
/ � f .0; y/

1
n
f .0; y/

D e
fy .0;y/

f .0;y/

所给等式化为

e
fy .0;y/

f .0;y/ D ecoty ; 即
fy.0; y/

f .0; y/
D coty

对 y 积分得

lnf .0; y/ D ln sin y C lnC ; 即f .0; y/ D C siny

又已知
@f

@x
D �f .x; y/,解得

f .x; y/ D 'e�x .'.y/为待定函数/

由 f
�
0;
�

2

�
D 1,得 '.y/ D siny,故 f .x; y/ D e�x siny

例7.1求微分方程
dy
dx

D
2xy

x2 C y
的通解

解 (by曾熊)注意到
dy
dx2

D
dy
2x dx

D
y

x2 C y

令 u D
y

x2
)

dy
dx

D 2xuC x2
du
dx

. 于是

dy
dx

D
2xy

x2 C y
) 2xuC x2

du
dx

D
2xu

uC 1

整理可得 �
1

u
C

1

u2

�
du D �

2

x
dx

两边同时积分

ln jyj D
x2

y
C C

7.3 齐次方程

7.4 一阶线性微分方程

定义 7.1.伯努利 (Bernoulli)方程

|

伯努利 (Bernoulli)方程
dy
dx

C P.x/y D Q.x/yn .n ¤ 0; 1/

两边同除以 yn,并令 z D y1�n得

dz
dx

C .1 � n/P.x/z D .1 � n/Q.x/

例7.2求方程
dy
dx

C
y

x
D a.ln x/y2的通解

解两端同除以 y2,得

y�2 dy
dx

C
1

x
y�1

D a ln x



7.4 一阶线性微分方程 –335/572–

即

�
d.y�1/

dx
C
1

x
y�1

D a ln x

令 z D y�1,则上述方程变为
dz
dx

�
1

x
z D �a ln x

由常数变易法可得

z D x
h
C �

a

2
.ln x/2

i
:

以 y�1代 z,得所求方程的通解
yx
h
C �

a

2
.ln x/2

i
D 1:

例7.3求微分方程
dy
dx

D
2x C 1

2xy
cos2.xy2/ �

y

2x
的通解

解法 1 两边同乘 2xy 得

2xyy0
D .2x C 1/ cos2.xy2/ � y2

移项

2xyy0
C y2 D .2x C 1/ cos2.xy2/

注意到 .xy2/0 D 2xyy0
C y2,故

.xy2/0 sec2.xy2/ D 2x C 1

即 �
tan.x2y/

�0
D 2x C 1

上式两边对 x 积分可得

tan.x2y/ D x2 C x C C

法 2令 xy2 D u,则 2xy
dy
dx

C y2 D
du
dx

�
注意

分离变量 D

8<:1 能分 �!分

2 不能分 �!代

例7.4求微分方程 x
dy
dx

C x C tan.x C y/ D 0的通解

解

x C y D u H) 1C
dy
dx

D
du
dx

代入原方程

x

�du
dx

� 1

�
C x C tanu D 0

du
tanu

D �
1

x
dx H)

Z du
tanu

D �

Z
1

x
dx

积分可得

ln j sinuj D � ln jxj C C1 ) jx sinuj D eC1 ) x sinu D ˙eC1

令 C D ˙eC1 ,并将 x C y D u代入得原方程解为

x sin.x C y/ D C () y D arcsin C
x

� x



7.4 一阶线性微分方程 –336/572–

例7.5求微分方程 .x � ey/y0
D 1的通解

解

.x � ey/y0
D 1 H)

1

x � ey
dx
dy

D 1 H)
dx
dy

D x � ey

故

x D e
R

dy
�
�

Z
ey � e�

R
dy dy C C

�
D ey.c � y/

例7.6求微分方程的通解
y2.x � 3y/ dx C .1 � 3xy2/dy D 0

解由题易得

y2.3y � x/C .3xy2 � 1/y0
D 0

两边同除以 y2

3y � x C 3xy0
�
y0

y2
D 0

移项

3.xy0
C y/ D x C

y0

y2

两边同时积分

3xy C C D
1

2
x2 �

1

y

例7.7求微分方程
dy
dx

D
2xy

x2 � y2 � a2
的通解

解方程可化为

2xy dx � .x2 � y2 � a2/dy D 0

2xy dx � x2 dy C .y2 C a2/dy D 0

两边同除以 y2

2xy dx � x2 dy
y2

C

�
1C

a2

y2

�
dy D 0

d
�
x2

y

�
C d

�
y �

a2

y

�
D 0

两边同时积分,可得
x2

y
C y �

a2

y
D C ()

x2 C y2 � a2

y
D C

例7.8设曲线 L W jxj D 1; jyj D 1, f .x/为正值函数,求
I
L

af .x/C bf .y/

f .x/C f .y/
ds

解因为积分区域关于 y D x对称,故I
L

af .x/C bf .y/

f .x/C f .y/
ds 轮换对称性

HHHHHHHH

I
L

af .y/C bf .x/

f .y/C f .x/
ds

D
1

2

I
L

.aC b/ds D 4.aC b/

例7.9求微分方程

x ln x siny dy
dx

C cosy.1 � x cosy/ D 0



7.4 一阶线性微分方程 –337/572–

解 (by西西)

x ln x tany dy
dx

D x cosy � 1

即

x ln x tany � sec x dy
dx

D x � secy

即

x ln x d.secy/
dx

C secy D x

设 secy D u,那么
du
dx

C
u

x ln x
D

1

ln x
代入公式得

u D secy D
x C C

ln x

例7.10求微分方程的全部解

y0
D

1

1 � y3 C 2xy2 � x2y
:

解首先有
dx

dy
D
1

y
D 1 � y3 C 2xy2 � x2y D �y .x � y/2 C 1:

令 z .y/ D x .y/ � y,我们得
dx

dy
D
dz

dy
C 1 D �yz2 C 1;

dz

dy
D �yz2;

从而
dz

z2
D �ydy )

�1

z
D �

1

2
y2 C C )

�1

x � y
D �

1

2
y2 C C;

即

x D y C
2

y2 � 2C
:

显然 y D x也满足题意.

例7.11 (18数学 1)已知微分方程 y0
C y D f .x/,其中 f .x/是 R上的连续函数.

1. 当 f .x/ D x时,求微分方程的通解.
2. 当 f .x/周期为 T 的函数时,证明: 方程存在唯一的以 T 为周期解.

解 (by向禹) 1. 方程两边乘以 ex 得

.exy/0 D ex.y0
C y/ D xex ;

因此 exy D .x � 1/ex C C ,因此通解为

y D Ce�x
C x � 1

2. 等式两边乘以 ex 可得 .exy/0 D exf .x/,通解可表示为

y.x/ D e�x

�Z x

0

f .t/et dt C C

�
现在 f .x C T / D f .x/,则

y.x C T / D e�x�T

 Z xCT

0

f .t/et dt C C

!

D e�x�T

 Z T

0

f .t/et dt C

Z xCT

T

f .t/et dt C C

!



7.5 恰当方程与积分因子 –338/572–

D e�x�T

 Z T

0

f .t/et dt C

Z x

0

f .uC T /euCT duC C

!

D e�x�T

 Z T

0

f .t/et dt C

Z x

0

f .u/euCT duC C

!

D e�x

  Z T

0

f .t/et dt C C

!
e�T

C

Z x

0

f .u/eu du
!

要使得这个解是周期函数,则 y.x C T / D y.x/,即满足

 Z T

0

f .t/et dt C C

!
e�T

D C

由此解得 C D

R T
0
f .t/et dt
eT � 1

,因此 y D e�x

 Z x

0

f .t/et duC

R T
0
f .t/et dt
eT � 1

!
就是唯一的周期函数

解.

7.5 恰当方程与积分因子

7.5.1 恰当方程

定义 7.2.恰当方程

|

假设M.x; y/;N.x; y/在某矩形内是 x; y 的连续函数,且具有连续的一阶偏导数,有

M.x; y/ dx CN.x; y/ dy D 0 (7.1)

如果方程 .7:1/的左端恰好是某个二元函数 u.x; y/的全微分,即

M.x; y/ dx CN.x; y/ dy � du.x; y/ �
@u

@x
dx C

@u

@y
dy

称 .7:1/为恰当方程.
容易验证 .7:1/的通解为

u.x; y/ D

Z .x;y/

.x0;y0/

M.x; y/ dx CN.x; y/ dy D C

这里 C 为任意常数

定理 7.1

~

@M

@y
D
@N

@x
是 (7.1)为恰当方程的充分必要条件

�
注意一些简单二元函数的全微分,如

y dx C x dy D d.xy/
y dx � x dy

y2
D d

�
x

y

�
�y dx C x dy

x2
D d

�y
x

�
y dx � x dy

xy
D d

�
ln
ˇ̌̌̌
x

y

ˇ̌̌̌�
y dx � x dy
x2 C y2

D d
�

arctan x
y

�
y dx � x dy
x2 � y2

D
1

2
d
�

ln
ˇ̌̌̌
x � y

x C y

ˇ̌̌̌�



7.5 恰当方程与积分因子 –339/572–

� 练习 7.5求微分方程: .3x2 C 6xy2/dx C .6x2y C 4y3/dy D 0的通解

解这里M.x; y/ D 3x2 C 6xy2; N.x; y/ D 6x2y C 4y3,这时
@M

@y
D 12xy;

@N

@x
D 12xy

因此方程是恰当方程

现在求 u.x; y/使它同时满足如下两个方程

@u

@x
D 3x2 C 6xy2 (7.2)

@u

@y
D 6x2y C 4y3 (7.3)

由 (7.2)对 x积分,得到
u D x3 C 3x2y2 C '.y/ (7.4)

为了确定 '.y/,将 (7.4)对 y 求导数,并使它满足 (7.5.1),即得
@u

@y
D 6x2y C

d'.y/
dy

D 6x2y C 4y3

于是
d'.y/

dy
D 4y3

积分后可得

'.y/ D y4

将 '.y/代入 (7.4)得到
u.x; y/ D x3 C 3x2y2 C y4

因此,方程的通解为
x3 C 3x2y2 C y4 D C

这里 C 为任意常数

解 2这里 P.x; y/ D 3x2 C 6xy2;Q.x; y/ D 6x2y C 4y3,这时
@M

@y
D 12xy;

@N

@x
D 12xy

因此方程是恰当方程

并由题得

3x2dx C 4y3dy C 6xy2dx C 6x2ydy D 0

即

dx3 C dy4 C 3y2dx2 C 3x2dy2 D 0

或者写成

d.x3 C y4 C 3x2y2/ D 0

于是,方程的通解为
x3 C 3x2y2 C y4 D C

这里 C 为任意常数

解 3这里M.x; y/ D 3x2 C 6xy2; N.x; y/ D 6x2y C 4y3,这时
@P

@y
D 12xy;

@Q

@x
D 12xy



7.5 恰当方程与积分因子 –340/572–

因此方程是全微分方程

取 x0 D 0; y0 D 0,有

u.x; y/ D

Z .x;y/

.0;0/

.3x2 C 6xy2/dx C .6x2y C 4y3/dy

D

Z x

0

.3x2/dx„ ƒ‚ …
.0;0/!.x;0/

C

Z y

0

.6x2y C 4y3/dy„ ƒ‚ …
.x;0/!.x;y/

D x3 C 3x2y2 C y4

于是,方程的通解为
x3 C 3x2y2 C y4 D C

例7.12求微分方程 .6y C x2y2/dx C .8x C x3y/ dy D 0的通解

解

f .x/.6y C x2y2/dx C f .x/.8x C x3y/ dy D du.x; y/ D 0

故有

f .x/.8x C x3y/ D
@u.x; y/

@y
) u.x; y/ D f .x/

�
2xy4 C

1

5
x3y5

�
u.x; y/对 x求导

@u.x; y/

@x
D f 0.x/

�
2xy4 C

1

5
x3y5

�
C f .x/

�
2y4 C

3

5
x2y5

�
D f .x/.6y C x2y2/

可得 f .x/的微分方程

f 0.x/

�
2x C

1

5
x3y

�
D f .x/

�
4C

2

5
x2y

�
H) f .x/ D C1x

2

于是

u.x; y/ D C1x
2

�
2xy4 C

1

5
x3y5

�
D C2

因此,通解为
2x3y4 C

1

5
x5y5 C C D 0

例7.13设 du D
.x C y � z/.dx C dy/C .x C y C z/dz

x2 C y2 C z2 C 2xy
,求 u.x; y; z/

解 [16]

du D
.x C y � z/.dx C dy/C .x C y C z/ dz

x2 C y2 C z2 C 2xy

D
.x C y/d.x C y/C z dz � z d.x C y/C .x C y/dz

.x C y/2 C z2

D

1
2

d
�
.x C y/2 C z2

�
.x C y/2 C z2

C
.x C y/dz � z d.x C y/

.x C y/2
�
1C

z2

.xCy/2

�
D d

�
ln
p
.x C y/2 C z2

�
C

.xCy/dz�z d.xCy/

.xCy/2

1C
�
z

xCy

�2
D d

�
ln
p
.x C y/2 C z2

�
C

d
�
z

xCy

�
1C

�
z

xCy

�2



7.6 可降阶的高阶微分方程 –341/572–

D d
�

ln
p
.x C y/2 C z2 C arctan z

x C y

�
所以

u.x; y; z/ D
1

2
ln
�
.x C y/2 C z2

�
C arctan z

x C y

7.5.2 积分因子法

� 练习 7.6求微分方程: y0
C P.x/y D Q.x/的通解

解两边同乘 u.x/,原方程变为

u.x/y0
C u.x/P.x/y D u.x/Q.x/

使得

Œu.x/y�0 D u.x/y0
C u0.x/y D u.x/y0

C u.x/P.x/y

于是

u0.x/ D u.x/P.x/ H) u.x/ D e
R
P.x/dx

于是,我们得到如下积分因子法
方程 y0

C P.x/y D Q.x/两端同乘以积分因子 u.x/ D e
R
P.x/dx ,得

e
R
P.x/dxy0

C P.x/ye
R
P.x/dx

D Q.x/e
R
P.x/dx

H)

�
ye

R
P.x/dx

�0

D Q.x/e
R
P.x/dx

上式两端同时积分可得

ye
R
P.x/dx

D

Z
Q.x/e

R
P.x/dx dx C C

即

y D e
�
Z
P.x/dx

�Z
Q.x/e

Z
P.x/dx dx C C

�

7.6 可降阶的高阶微分方程

例7.14求通解: y00
C y0

� 2y D
ex

1C ex

解令 u.x/ D y0
C ay; u0.x/C bu.x/ D y00

C y0
� 2y. 则

u0.x/C bu.x/ D y00
C .aC b/y0

C aby;

比较系数,可得 8<:aC b D 1;

ab D �2
H)

8<:a D �1

b D 2
或

8<:a D 2

b D �1

取 a D �1; b D 2,原方程等价于

u0.x/C 2u.x/ D
ex

1C ex

由常数变易法可求得通解为

y.x/ D C1e
�2x

C C2e
x

C
xex

3
C
e�x

3
�
1

3
e�2x ln.ex C 1/ �

1

3
ex ln.ex C 1/ �

1

6



7.7 高阶线性微分方程 –342/572–

7.7 高阶线性微分方程

定理 7.2.刘维尔公式

~

若 y1.x/是二阶线性方程 y00
C p.x/y0

C q.x/y D 0的一个解，则该方程与 y1.x/线性无关

的另一个解为

y2.x/ D y1.x/

Z
1

y21.x/
e

�
Z
p.x/dx dx

例7.15求方程 y00
C

x

1 � x
y0

�
1

1 � x
y D x � 1的通解。

解因为

1C
x

1 � x
�

1

1 � x
D 0

对应齐次方程一特解为 y1 D ex ，由刘维尔公式

y2 D ex
Z

1

e2x
e

�
Z

x
1�x dx dx D x

对应齐次方程的通解为 Y D C1x C C2e
x

例7.16已知方程 x2y00
C xy0

� y D 0的一个特解为 y D x,于是方程的通解为

解化简可得

y00
C
1

x
y0

�
1

x2
y D 0

由刘维尔公式，另一个特解

y2.x/ D y1.x/

Z
1

y21.x/
e

�
Z
p.x/dx dx

D x

Z
1

x2
e

�
Z

1
x dx dx D �

1

2x
于是求出通解为

y D C1x C C2

�
�
1

2x

�
„ ƒ‚ …

C2�.� 1
2 /仍是常数

D C1x C C2
1

x

例7.17方程 .x2 � 2x/y00
� .x2 � 2/y0

C .2x � 2/y D 0的通解为

解易知其中一个特解为 y1.x/ D ex ,化简可得

y00
�
x2 � 2

x2 � 2x
y0

C
2x � 2

x2 � 2x
D 0

由刘维尔公式，另一个特解

y2.x/ D y1.x/

Z
1

y21.x/
e

�
Z
p.x/dx dx

D ex
Z

1

e2x
e

�
Z

2�x2

x2�2x
dx dx D x2

于是求出通解为

y D C1e
x

C C2x
2

� 练习 7.7求微分方程: y00
� .y0/2 C y0

D 0的通解

解变形得:

y00
� .y0/2 C y0

D 0 ()
y00 � .y0/2

y2
D �

y0

y2
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对上式积分得:

H)
y0

y
D
1

y
C C1 H) y0

� C1y D 1

左右同乘 e�C1x

() e�C1xy0
� C1e

�C1xy D e�C1x

对上式积分得:
e�C1xy D �

1

C1
e�C1x C C2

通解为:
y D C2e

C1x �
1

C

� 练习 7.8求微分方程: y00
D 1C y02 的通解

解移项得
y00

1C y02
D 1

对上式积分得

arctany0
D x C c1

所以

y0
D tan.x C c1/

对上式积分得

y D � ln j cos.x C c1/j C c2

7.8 常系数齐次线性微分方程

例7.18求方程 y.5/ � y.4/ D 0的通解。

解特征方程: �5 � �4 D 0. 特征根:

�1 D �2 D �3 D �4 D 0 ; �5 D 1

原方程通解:
y D C1 C C2x C C3x

2
C C4x

3
C C5e

x

例7.19求方程 y.4/ C 2y00
C y D 0的通解。

解特征方程: �4 C 2�2 C 1 D 0. 即 .�2 C 1/2 D 0

特征根:
�1;2 D ˙i ; �3;4 D ˙i

原方程通解:
y D .C1 C C3x/ cos x C .C2 C C4x/ sin x

例7.20求方程 y.4/ � 2y000
C 5y00

D 0的通解。

解特征方程:
�4 � 2�3 C 5�2 D 0:
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特征根:
�1;2 D 0 ; �3;4 D 1˙ 2i

原方程通解:
y D C1 C C2x C ex.C3 cos 2x C C2 sin 2x/

例7.21求微分方程 yy00
� .y0/2 D y2 lny 的通解

解因为 y ¤ 0,故题设方程可化为
yy00 � .y0/2

y2
D lny;即

�
y0

y

�0

D lny

注意到 .lny/0 D
y0

y
,上述方程化为

.lny/00 D lny:

令 lny D z,则原方程化为 z00
� z D 0. 利用特征根易得通解为

z D C1e
x

C C2e
�x

从而所求通解为

lny D C1e
x

C C2e
�x

7.9 常系数非齐次线性微分方程

7.9.1 非齐次线性微分方程的解的叠加原理

定义 7.3.解的叠加原理

|

设 y�
1 和 y�

2 分别是非齐次线性方程

y.n/ C a1.x/y
.n�1/

C � � � C an.x/y D f1.x/ (7.5)

和

y.n/ C a1.x/y
.n�1/

C � � � C an.x/y D f2.x/ (7.6)

的特解,则 y�
1 C y�

2 是非齐次线性方程

y.n/ C a1.x/y
.n�1/

C � � � C an.x/y D f1.x/C f2.x/ (7.7)

的特解

定义 7.4.复数解的叠加原理

|

设线性方程

y.n/ C a1.x/y
.n�1/

C � � � C an.x/y D f .x/C ig.x/ (7.8)

.其中 ai .x/ .i D 1; 2; 3; � � � ; n/ , f .x/和 g.x/均为实函数 /有复数解 y D u�
C iv� ,则这

个解的实部 u� 和虚部 v� 分别是线性方程

y.n/ C a1.x/y
.n�1/

C � � � C an.x/y D f .x/ (7.9)

和

y.n/ C a1.x/y
.n�1/

C � � � C an.x/y D g.x/ (7.10)

的解
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例7.22已知 y1 D xex C e2x , y2 D xex C e�x , y3 D xex C ex−e−x是某二阶常系数线性非齐次微
分方程的三个解，试求此微分方程.

解根据二阶线性非齐次微分方程解的结构的有关知识，由题设可知：

e2x 与 e�x 是相应齐次方程两个线性无关的解，且 xex 是非齐次的一个特解.
因此可以用下述两种解法

解法一：故此方程式 y00
� y0

� 2y D f .x/ ,将 y D xex 代入上式，得

f .x/ D .xex/00 � .xex/0 � 2xex D 2ex C xex � ex � xex � 2xex

D ex � 2xex

因此所求方程为 y00
� y0

� 2y D ex � 2xex .
解法二：故 y D xex C c1e

2x
C c2e

�x ，是所求方程的通解，由�
y0

D ex C xex � 2c1e
2x

� c2e
�x

y00
D 2ex C xex C 4c1e

2x
C c2e

�x
;

消去 c1, c2得所求方程为 y00
� y0

� 2y D ex � 2xex .

7.9.2 f .x/ D e�xPm.x/型

y00
C py0

C qy D e�xPm.x/ 的特解形式为：

y�
D xkPm.x/e

�x8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
:̂

e�x照抄;

Pm.x/为x的m次一般多项式;

k D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
0 当 �不是特征根

1 当 �是特征单根

2 当 �是特征重根

例7.23求方程 y00
C y0

C y D ex sin x的通解.

解特征方程: r2 C r C 1 D 0解得: r D
�1˙

p
3i

2
,故对应的齐次方程的通解为

Y D e� x
2

 
C1 cos

p
3

2
x C C2 sin

p
3

2
x

!
利用欧拉公式

y00
C y0

C y D ex sin x D Im e.1Ci/x (7.11)

由于 � D 1C i 不是特征根,故可设特价解为 y�
D Ae.1Ci/x . 而

y�0
D A.1C i/e.1Ci/x

y�00
D A.1C i/2e.1Ci/x

带入式(7.11),可解得
A D

2

13
�
3i

13

故特解为

y�
D ImAe.1Ci/x

D
2

13
sin x �

3

13
cos x

所求通解为

y D e� x
2

 
C1 cos

p
3

2
x C C2 sin

p
3

2
x

!
C

2

13
sin x �

3

13
cos x
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7.9.3 f .x/ D e�x ŒPl.x/ cos!x CQn.x/ sin!x�型

y00
C py0

C qy D e�x ŒPl .x/ cos!x CQn.x/ sin!x� 特解的设法：

y�
D xke�x ŒPm.x/ cos!x CQm‘.x/ sin!x�8̂̂̂̂

ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

e�x照抄;

m D maxfl; ng; Pm.x/和Qm分别为x的两个不同的m次一般多项式

k D

�
0 ; 当 �C !i 不是特征根;

1 ; 当 �C !i 是特征根:

例7.24求通解 y00
C y D x cos 2x

解特征方程

r2 C 1 D 0 H) r D ˙i

对应齐次方程的通解

Y D C1 cos x C C2 sin x

l D 1; n D 0;m D maxf1; 0g D 1; � D 0; ! D 2; �C !i D 2i

�C !i D 2i 不是特征根，故设特解为

y�
D .ax C b/ cos 2x C .cx C d/ sin 2x

求导为：

y�0
D a cos 2x � 2.ax C b/ sin 2x C c sin 2x C 2.cx C d/ cos 2x

D .aC 2cx C 2d/ cos 2x C .c � 2ax � 2b/ sin 2x

再次求导

y�00
D 2c cos 2x � 2.aC 2cx C 2d/ sin 2x � 2a sin 2x C 2.c � 2ax � 2b/ cos 2x

D 4.c � ax � b/ cos 2x � 4.aC cx C d/ sin 2x

带入原方程,得

.�3ax � 3b C 4c/ cos 2x � .3cx C 3d C 4a/ sin 2x D x cos 2x

比较 cos 2x , sin 2x 的系数,得

�3ax � 3b C 4c D x;�.3cx C 3d C 4a/ D 0

�3a D 1;�3b C 4c D 0; c D 0; 3d C 4a D 0

解得

a D �
1

3
; b D c D 0; d D

4

9

特解为

y�
D .ax C b/ cos 2x C .cxC/ sin 2x

D �
1

3
x cos 2x C

4

9
sin 2x

故所求通解为

y D C1 cos x C C2 sin x �
1

3
x cos 2x C

4

9
sin 2x

� 练习 7.9求通解 y00
C 2y0

C 5y D sin 2x
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解特征方程

r2 C 2r C 5 D 0 H) r D �1˙ 2i

对应齐次方程的通解

Y D e�x.C1 cos 2x C C2 sin 2x/

l D 0; n D 0;m D maxf0; 0g D 0; � D 0; ! D 2; �C !i D 2i

�C !i D 2i 不是特征根，故设特解为

y�
D a cos 2x C b sin 2x

求导为：

y�0
D �2a sin 2x C 2b cos 2x

再次求导

y�00
D �4a cos 2x � 4b sin 2x

带入原方程,得

.�4aC 4b C 5a/ cos 2x C .�4b � 4aC 5b/ sin 2x D sin 2x

比较 cos 2x , sin 2x 的系数,得
aC 4b D 0; b � 4a D 1

解得

b D
1

17
; a D �

4

17

特解为

y�
D a cos 2x C b sin 2x

D �
4

17
cos 2x C

1

17
sin 2x

故所求通解为

y D e�x.C1 cos 2x C C2 sin 2x/ �
4

17
cos 2x C

1

17
sin 2x

� 练习 7.10求通解 y00
C 2y0

C 10y D xe�x cos 3x

解特征方程

r2 C 2r C 10 D 0

特征根

r1 D �1 � 3i; r2 D �1C 3i

对应齐次方程的通解

Y D e�x.C1 cos 3x C C2 sin 3x/

l D 1; n D 0;m D maxf1; 0g D 1; � D �1; ! D 3; �C !i D �1C 3i

�C !i D �1C 3i 是特征根，故设特解为

y�
D xe�x..ax C b/ cos 3x C .cx C d/ sin 3x/

求导为：

y�0
De�x

��
.�aC 3c/x2 C .3d C 2a � b/x C b

�
cos 3x
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C
�

� .3aC c/x2 C .2c � 3b � d/x C d
�

sin 3x
�

再次求导

y�00
De�x

��
.�8a � 6c/x2 C .�4a � 8b C 12c � 6d/x C .2a � 2b C 6d/

�
cos 3x

C
�
.6a � 8c/x2 C .�12aC 6b � 4c � 8d/x C .�6b C 2c � 2d/

�
sin 3x

�
带入原方程,得 �

12cx C .2aC 6d/
�

cos 3x C
�

� 6b C 2c
�

sin 3x D x cos 3x

比较 cos 3x , sin 3x 的系数,得 8̂̂̂<̂
ˆ̂:
12c D 1

2aC 6d D 0

�6b C 2c D 0

解得

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
a D �3d

b D
1

36

c D
1

12

特解为

y�
D xe�x..ax C b/ cos 3x C .cx C d/ sin 3x/

D xe�x

�
1

36
cos 3x C

1

12
x sin 3x

�
故所求通解为

y D e�x.C1 cos 3x C C2 sin 3x/C xe�x

�
1

36
cos 3x C

1

12
x sin 3x

�

7.9.4 朗斯基Wronskian行列式

定理 7.3. Wronskian1

~

微分方程 y00
C py0

C qy D f .x/,设 NY D C1A.x/C C2B.x/,
那么对于方程的两个独立解: A.x/; B.x/

Wronskian W.x/ D

ˇ̌̌̌
ˇA.x/ B.x/

A0.x/ B 0.x/

ˇ̌̌̌
ˇ D A.x/B 0.x/ � A0.x/B.x/

设

v1.x/ D �

Z
f .x/B.x/

W.x/
dx v2.x/ D

Z
f .x/A.x/

W.x/
dx

方程的特解由下面式子给出：

y�
D v1A.x/C v2B.x/

方程的通解为

y D NY C y�
D C1A.x/C C2B.x/C v1A.x/C v2B.x/

例7.25求通解 y00
C y D sec x.

解特征方程 r2 C 1 D 0,特征根 r D ˙i .对应齐次方程的通解

Y D C1 cos x C C2 sin x

朗斯基行列式为

W.x/ D

ˇ̌̌̌
ˇ cos x sin x
.cos x/0 .sin x/0

ˇ̌̌̌
ˇ D cos2 x C sin2 x D 1
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其中

v1.x/ D �

Z sec x sin x
1

dx D ln j cos xj

v2.x/ D

Z sec x cos x
1

dx D x

故特解为

y�
D cos x ln.cos x/C x sin x

那么所求通解为

y D C1 cos x C C2 sin x C cos x ln.cos x/C x sin x

例7.26求通解: y00
C y0

� 2y D
ex

1C ex

解特征方程 r2 C r � 2 D 0,特征根 r D �2或 r D 1

对应齐次方程的通解

Y D C1e
�2x

C C2e
x

朗斯基行列式为

W.x/ D

ˇ̌̌̌
ˇ e�2x ex

.e�2x/0 .ex/0

ˇ̌̌̌
ˇ D 3e�2xex

其中

v1.x/ D �

Z
f .x/B.x/

W.x/
dx D �

Z ex

1Cex e
x

3e�2xex
dx

D �
1

6
ex.ex � 2/ �

1

3
ln.ex C 1/C C

v1.x/ D

Z
f .x/B.x/

W.x/
dx D

Z ex

1Cex e
�2x

3e�2xex
dx

D
x

3
�
1

3
ln.ex C 1/C C

故特解为

y�
D v1A.x/C v2B.x/

D
xex

3
C
e�x

3
�
1

3
e�2x ln.ex C 1/ �

1

3
ex ln.ex C 1/ �

1

6

那么所求通解为

y.x/ D Y C y�

D C1e
�2x

C C2e
x

C
xex

3
C
e�x

3
�
1

3
e�2x ln.ex C 1/ �

1

3
ex ln.ex C 1/ �

1

6

7.9.5 微分算子法

定义 7.5.算子多项式
对于函数 f .x/: 规定下列记号及意义:
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|

D D
d

dx
Dy D

dy
dx

D y0

D2
D DD D

d2

dx2
D2y D

d2y
d2x

D y00

Dk
D Dk�1D D

dk

dxk
Dky D

dky
dkx

D y.k/ .k D 1; 2; � � � /

D0
D 1 D0y D 1, y D y 这里 “1"仅仅是个记号

记 F.D/ D Dn
C a1D

n�1
C a2D

n�2
C � � � C an�1D C an称为形式上的算子多项式.

F.D/y D Dny C a1D
n�1y C a2D

n�2y C � � � C an�1Dy C any

定义 7.6.逆算子

|
算子

1

F.D/
为 F.D/的逆算子. 逆算子

1

D
为积分

7.9.5.1 f .x/ D ekx 型

定理 7.4. f .x/ D ekx 型

~

1ı 若 F.k/ ¤ 0,则
1

F.D/
ekx D

ekx

F.k/
2ı 若 F.k/ D 0,且 k 为 F.k/ D 0的 n重根 .n D 1; 2/,

1

F.D/
ekx D xn

1

F .n/.D/
ekx D xn

ekx

F .n/.k/

其中 F .n/.D/ D
dnF.D/

dDn
.

例7.27 y00
C 3y0

C 2y D 5e3x ,求特解 y�

解因为 k D 3 ) F.k/ D k2 C 3k C 2 D 32 C 3 � 3C 2 ¤ 0,故设特解为

y�
D

5e3x

D2 C 3D C 2
D

5e3x

32 C 3 � 3C 2
D
1

4
e3x

例7.28 y00
C 2y0

� 3y D e�3x ,求特解 y�

解因为 k D �3 ) F.k/ D k2 C 2k � 3 D .k � 1/.k C 3/ D 0,故 k D �3为 F.k/ D 0的 1重根,
故设特解为

y�
D x �

e�3x

2D C 2
D x �

e�3x

2 � .�3/C 2
D �

1

4
xe�3x

例7.29 y00
C 2y0

C y D e�x ,求特解 y�

解因为 k D �1 ) F.k/ D k2 C 2k C 1 D .k C 1/2 D 0,故 k D �1为 F.k/ D 0的 2重根,故设特
解为

y�
D x2 �

e�x

2
D
1

2
x2e�x
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7.9.5.2 f .x/为 sin.ax/或 cos.ax/型

定理 7.5. f .x/为三角函数型

~

1ı 若 F.�a2/ ¤ 0,则
1

F.D2/
sin.ax/ D

sin.ax/
F.�a2/

1

F.D2/
cos.ax/ D

cos.ax/
F.�a2/

2ı 若 F.�a2/ D 0,且 .�a2/为 F.�a2/ D 0的 n重根 .n D 1; 2/

1

F.D/
sin.ax/ D xn

1

F 0.D/
sin.ax/

1

F.D/
cos.ax/ D xn

1

F 0.D/
cos.ax/

例7.30 y00
C 3y D sin 2x,求特解 y�

解因为 a D 2 ) F.�a2/ D �a2 C 3 ¤ 0,故设特解为

y�
D

1

D2 C 3
sin 2x D

1

�a2 C 3
sin 2x D

1

�22 C 3
sin 2x D � sin 2x

例7.31 y00
C 4y D cos 2x,求特解 y�

解因为 a D 2 ) F.�a2/ D .�a2/C 4 D 0,故 �a2为 F.�a2/ D 0的 1重根,故设特解为

y�
D

1

D2 C 4
cos 2x D

x

2D
cos 2x D

x

2
�

cos 2x
D

D
x

2
�
1

2
sin 2x D

x sin 2x
4

例7.32 y00
C 3y0

� 2y D sin 2x,求特解 y�

解

y�
D

1

D2 C 3D � 2
sin 2x

D
1

�.2/2 C 3D � 2
sin 2x D

1

3
�

1

D � 2
sin 2x

D
1

3
�
D C 2

D2 � 4
sin 2x D

1

3

�
D sin 2x
D2 � 4

C
2 sin 2x
D2 � 4

�
D
1

3
�

�
2 cos 2x
D2 � 4

C
2 sin 2x
D2 � 4

�
D
1

3
�

�
2 cos 2x
�22 � 4

C
2 sin 2x
�22 � 4

�
D �

1

12
.sin 2x C cos 2x/

定理 7.6. f .x/为正 (余)弦函数

~

1

F.D/
sin.ax/ D Im

�
eiax

F.ia/

�
1

F.D/
cos.ax/ D Re

�
eiax

F.ia/

�
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7.9.5.3 f .x/ D ekxv.x/形

定理 7.7. f .x/ D ekxv.x/

~

自由项 f .x/ D f .x/ D ekxv.x/ (k 可以是复数), v.x/是实函数.
1

F.D/

�
ekxv.x/

�
D ekx �

1

F.D C k/
v.x/

例7.33 y00
C 3y0

� 2y D ex sin 2x,求特解 y�

解

y�
D

1

D2 C 3D � 2
ex sin 2x

D ex
1

.D C 1/2 C 3.D C 1/ � 2
sin 2x D ex

1

D2 C 5D C 2
sin 2x

D ex
1

�22 C 5D C 2
sin 2x D ex

1

5D � 2
sin 2x

D ex
5D C 2

25D � 4
sin 2x D ex

5D C 2

25 � �22 � 4
sin 2x

D �
1

104
ex.10 cos 2x C 2 sin 2x/

D �
1

52
ex.5 cos 2x C sin 2x/

例7.34 y00
� 2y0

C y D xex ,求特解 y�

解

y�
D

1

D2 � 2D C 1
.xex/ D ex

1

.D C 1/2 � 2.D C 1/C 1
x

D ex
1

D2
x D ex

1

D
�

�
x2

2

�
D
x3ex

6

7.9.5.4 f .x/ D Pn.x/(Pn.x/为 n次多项式形)

定理 7.8. f .x/ D Pn.x/

~

将
1

F.D/
展开为形式上的泰勒级数 (或洛朗级数)

1

F.D/
D a1 C a2D C a3D

2
C � � � C anD

n

取展开式到第 n项为止,则特解
1

F.D/
Pn.x/ D .a0 C a1D C � � � C BnD

n/Pn.x/

例7.35 y00
C y0

D x2 C 1,求特解 y�

解

y�
D

1

D2 CD
.x2 C 1/ D

1

D

�
1

1CD
.x2 C 1/

�
D

1

D

�
.1 �D CD2/.x2 C 1/

�
D

1

D

h
.x2 C 1/ � .2x/C .2/

i
D

1

D
Œx2 � 2x C 3� D

x3

3
� x2 C 3x
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7.9.5.5 f .x/ D xP.x/(P.x/为指数函数或正 (余)弦函数)

定理 7.9. f .x/ D xP.x/

~

1

F.D/

�
xP.x/

�
D

�
x �

F 0.D/

F.D/

�
1

F.D/
P.x/

7.10 欧拉方程

定义 7.7.欧拉方程

|

形如

xny.n/ C p1x
n�1y.n�1/

C � � � C pn�1xy
0
C pny D f .x/ (7.12)

的方程 .其中 p1; p2; � � �pn为常数 / ,叫做
::
欧

::
拉

::
方

::
程

作变换令 x D et 或 t D ln x ,将自变量 x换成 t ,我们有

x D ln t H) dt D
1

x
dx ,

dt
dx

D
1

x
;

dx
dt

D x

dy
dx

D
dy
dt

�
dt
dx

D
1

x

dy
dt

d2y
dx2

D
d

dx

�dy
dx

�
D

d
dt

�
1

x

dy
dt

� dt
dx

D

 
�

dx
dt
x2

dy
dt

C
1

x

d2y
dt2

!
1

x
D

1

x2

�d2y
dt2

�
dy
dt

�
d3y
dx3

D
1

x3

�d3y
dt3

� 3
d2y
dt2

C 2
dy
dt

�
采用记号D表示对 t 求导的运算

d
dt

,那么上述计算结果可以写成

xy0
D Dy

x2y00
D

d2y
dt2

�
dy
dt

� d2

dt2
�

d
dt

�
y D .D2

�D/y D D.D � 1/y

x3y000
D

d3y
dt3

� 3
d2y
dt2

C 2
dy
dt

D .D3
� 3D2

C 2D/y D D.D � 1/.D � 2/y

一般地,有
xky.k/ D D.D � 1/ � � � .D � k C 1/y

将它带入欧拉方程 .7:12/便得到一个以 t 为自变量的常系数线性微分方程. 在求出这个解后,把 t

换成 ln x ,即得原方程的解.

7.11 二阶线性偏微分方程

定义 7.8.二阶线性偏微分方程一般形式2

|
a.x; y/

@2u

@x2
C 2b.x; y/

@2u

@x@y
C c.x; y/

@2u

@y2
C F

�
x; y; u;

@u

@x
;
@u

@y

�
D 0 (7.13)

设 a.x; y/; b.x; y/及 c.x; y/是某区域D上具有二阶连续偏导数的函数.
(1) 当 b2.x; y/ � a.x; y/c.x; y/>0; .x; y/ 2 D时,称 (7.13)为双曲型;
(2) 当 b2.x; y/ � a.x; y/c.x; y/D0; .x; y/ 2 D时,称 (7.13)为抛物型;
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(3) 当 b2.x; y/ � a.x; y/c.x; y/<0; .x; y/ 2 D时,称 (7.13)为椭圆型;

7.11.1 二阶线性偏微分方程-特征线法

首先求解特征线方程

a.x; y/ dy2 � 2b.x; y/ dx dy C c.x; y/ dx2 D 0 (7.14)

这是一个二次一阶常微分方程,可写成两个方程

a dy � .b C
p
b2 � ac/ dx D 0; (7.15)

a dy � .b �
p
b2 � ac/ dx D 0; (7.16)

设已求出 (7.15)与 (7.16)的通积分

'.x; y/ D c ;  .x; y/ D c

(1)对双曲方程 .b2 � ac > 0/,用新变量 .�; �/来代替原变量 .x; y/:

� D '.x; y/ ; � D  .x; y/ (7.17)

这时可以将原方程 (7.13)化成
@2u

@�@�
D F1

�
�; �;

@u

@�
;
@u

@�

�
这是双曲型方程的正则型.

(2) 对抛物型方程 .b2 � ac D 0/, 这时只得到一个通积分 '.x; y/ D c, 今任选一函数 � D

�.x; y/. 要求它与 ' 在D上独立,即要求

D.�; �/

D.x; y/
D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ @'@x @'

@y

@ 

@x

@ 

@y

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ ¤ 0

则代换 (7.17)可将方程 (7.13)化成
@2u

@�@�
D F2

�
�; �; u;

@u

@�
;
@u

@�

�
这是抛物型方程的正则型.

(3)对椭圆型方程 .b2 � ac < 0/, (7.15)与 (7.16)的通积分将为复共轭,它们因此定义了一对虚
特征线. 设 (7.15)的通积分是

'.x; y/C i .x; y/ D c

'.x/及  .x/为其实部与虚部,则用它们来作代换 (7.17)可将方程 (7.13)化成
@2u

@�2
C
@2u

@�2
D F3

�
�; �; u;

@u

@�
;
@u

@�

�
这是椭圆型方程的正则型.

7.11.2 二阶线性偏微分方程-分离变量法



第 8章 差分方程

8.1 差分方程概述

定义 8.1.差分的定义

|

设自变量 t 取离散的整数值 t D 0; 1; 2; � � � ;而 y 是 t 的函数，记为 yt D f .t/。当自变量

从 t 变到 t C 1时，相应的函数值的改变量称为函数 y.t/在 t 处的一阶差分，记为

�yt D y.t C 1/ � y.t/ 或 �yt D ytC1 � yt

函数 y.t/在 t 处的二阶差分记为

�2yt D �.�yt / D ytC2 � 2ytC1 C yt

函数 y.t/在 t 处的n阶差分记为

�nyt D �.�n�1yt / D

nX
iD0

C in.�1/
iytCn�i

定理 8.1.差分的四则运算

~

当 a; b; C 为常数，ut 和 vt 为 t 的函数时，有以下结论成立

(1) �.C/ D 0；

(2) �.Cyt / D C�yt；

(3) �.aut C bvt / D a�ut C b�vt；

(4) �.utvt / D ut�vtC1 C vtC1�ut；

(5) �
�ut
vt

�
D
vt�ut � ut�vt

vtvtC1
；

定义 8.2.差分方程

|

一般地，含未知函数有和未知函数差分的方程称为差分方程

差分方程的一般形式为

F .t; yt ; ytC1; � � � ; ytCn/ D 0 或 G .t; yt ; �yt ; � � � ; �
nyt / D 0

其中 F，G 为表达式，t 是自变量

定义 8.3

|

n阶非齐次线性差分方程形如

a0.t/ytCn C a1.t/ytCn�1 C � � � C an.t/yt D f .t/

其中右端项 f .t/和各项系数 a0.t/; a1.t/; � � � ; an.t/为已知函数。

相应的齐次线性差分方程为

a0.t/ytCn C a1.t/ytCn�1 C � � � C an.t/yt D 0
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定义 8.4

|

设有二阶非齐次线性差分方程

ytC2 C a.t/ytC1 C b.t/yt D f .t/

相应的齐次线性差分方程为

ytC2 C a.t/ytC1 C b.t/yt D 0

其中系数 b.t/ ¤ 0

8.2 一阶常系数线性差分方程

8.2.1 迭代法

一阶常系数非齐次线性差分方程的一般形式为

ytC1 � pyt D f .t/ (8.1)

其中常数系数 p ¤ 0，未知函数项 ytC1和 yt 为一次的，右端项 f .t/为已知函数。与其相应的齐

次方程为

ytC1 � pyt D 0 (8.2)

齐次差分方程 (8.2)的通解为
Yt D Cpt ; t D 0; 1; 2; � � � (8.3)

当 f .t/ D b为常数，非齐次差分方程 (8.1)的通解为

yt D

8̂<̂
:
Cpt C

b

1 � p
; p ¤ 1;

C C bt; p D 1:

8.2.2 待定系数法

¬ ytC1 � pyt D Pn.t/, Pn.t/为 t 的 n次多项式.
(1) 当p D 1时，设其为

y�
t D t

�
b0 C b1t C b2t

2
C � � � C bnt

n
�

(2) 当p ¤ 1时，设其为

y�
t D b0 C b1t C b2t

2
C � � � C bnt

n

 ytC1 � pyt D �tPn.t/,其中, �为已知常数, Pn.t/为 t 的 n次多项式

设特解为

yt D tk�t
�
b0 C b1t C b2t

2
C � � � C bnt

n
�

其中,当p D �时k D 1;当p ¤ �时k D 0

® ytC1 � pyt D b1 cos!t C b2 sin!t ,其中, b1; b2; ! 为已知常数.
(1) 若D D .cos! � p/2 C sin2 ! ¤ 0,则设特解为

y�
t D NB1 cos!t C NB2 sin!t;

(1) 若D D .cos! � p/2 C sin2 ! D 0,则设特解为

y�
t D x. NB1 cos!t C NB2 sin!t/;
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例8.1求 ytC1 � 5yt D 3的通解和满足 y
ˇ̌̌
tD0

D
7

3
的特解

解该差分方程中 p D 5，b D 3，由式 (8.2.1)得到方程通解

yt D C � 5t C
3

1 � 5
D C � 5t �

3

4

将 y0 D
7

3
带入上式得到 C D

37

12
，故所求特解为

y�
t D

37

12
� 5t �

3

4

例8.2求 ytC1 � yt D 3C 2t 的通解

解由式 (8.3)得到齐次方程的通解为
yt D C;

因为 p D 1故设所求方程的特解为 Nyt D t .b0 C b1t /代入方程得

.t C 1/
�
b0 C b1.t C 1/

�
� t.b0 C b1t/ D 3C 2t

所以 8<:2b1 D 2

b0 C b1 D 3
H)

8<:b1 D 1

b0 D 2

故所求通解为

yt D C C 2t C t2

例8.3求 ytC1 � 3yt D 7 � 2t 的通解

解由式 (8.3)得到齐次方程的通解为

Nyt D C � 3t ; 其中 C 为常数.

因为 3 D p ¤ � D 2故设所求方程的特解为 y�
t D b � 2t 代入方程得

b � 2tC1 � 3b � 2t D 7 � 2t ) b D �7

故所求方程特解为

y�
t D �7 � 2t

通解为

yt D C � 3t � 7 � 2t

8.3 二阶常系数线性差分方程

二阶常系数非齐次线性差分方程的一般形式为

ytC2 C pytC1 C qyt D f .t/ (8.4)

其中 p,q 为常数系数 .q ¤ 0/，未知函数项 ytC2,ytC1 和 yt 为一次的，右端项 f .t/为已知函数。

与其相应的齐次方程为

ytC2 C pytC1 C qyt D 0 (8.5)

将 yt D �t 代入 (8.5)得到
�2 C p�C q D 0 (8.6)
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容易证明 yt D �t 为 (8.5)的解，当且仅当 �为 (8.6)的解，因此称二次代数方程 (8.6)为 (8.4)和
(8.5)的特征方程，其根为特征根。特征根有两个

�1;2 D
1

2

�
� p ˙

p
p2 � 4q

�
1. 当 p2 > 4q时，特征方程有一对互异实根

�1 D
1

2

�
� p C

p
p2 � 4q

�
; �2 D

1

2

�
� p �

p
p2 � 4q

�
(8.5)通解为yt D C1�

t
1 C C2�

t
2，其中 C1,C2为任意常数

2. 当 p2 D 4q时，特征方程有二重实根 �1 D �2 D �
p

2
，

(8.5)通解为yt D .C1 C C2t /
�

�
p

2

�t
，其中 C1，C2为任意常数

3. 当 p2 < 4q时，特征方程有共轭复根 �1;2 D ˛ ˙ iˇ

特征根的实部 ˛ D �
p

2
，

特征根的虚部 ˇ D
1

2

p
4q � p2

r D
p
˛2 C ˇ2其中 cos � D

˛

r
; sin � D

ˇ

r
; �
h
�
�

2
;
�

2

i
(8.5)通解为yt D r t

�
C1 cos.� t/C C2 sin.� t/

�
，其中 C1，C2为任意常数

8.3.1 求二阶常系数非齐次线性差分方程的特解

1. 设 f .t/ D Pn.t/，即 (8.4)右端为一个已知的 n次多项式

ytC2 C pytC1 C qyt D Pn.t/

方程可改写为

�2yt C .p C 2/�yt C .1C p C q/yt D Pn.t/

(a). 当 1C p C q ¤ 0时，设

yt D b0 C b1t C b2t
2

C � � � C bnt
n

(b). 当 1C p C q D 0; p C 2 ¤ 0时，设

yt D t
�
b0 C b1t C b2t

2
C � � � C bnt

n
�

(c). 当 1C p C q D 0; p C 2 D 0时，设

yt D t2
�
b0 C b1t C b2t

2
C � � � C bnt

n
�

2. 设 f .t/ D �tPn.t/，此时有

ytC2 C pytC1 C qyt D �tPn.t/

设 (8.4)有特解
yt D �t tk

�
b0 C b1t C b2t

2
C � � � C bnt

n
�

其中 k 等于 �(作为特征根)的重数
例8.4求 ytC2 C 5ytC1 C 4yt D 0的通解

解其特征方程为 �2 C 5�C 4 D 0 ) �1 D �1; �2 D �4,故

yt D C1.�1/
t

C C2.�4/
t

其中 C1，C2为任意常数

例8.5求 ytC2 � 6ytC1 C 9yt D 0的通解
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解其特征方程为 �2 � 6�C 9 D 0 ) �1 D �2 D 3,故

yt D
�
C1 C tC2

�
3t

其中 C1，C2为任意常数

例8.6求 ytC2 C 4yt D 0的通解解

解其特征方程 �2 C 4 D 0，特征根 � D ˙2i

实部

˛ D �
p

2
D 0

虚部

ˇ D
1

2

p
4q � p2 D 2

r D
p
˛2 C ˇ2 D 2; sinˇ D

ˇ

r
D 1

故所求通解为

yt D 2t
�
C1 sin �

2
t C C2 sin �

2
t
�

其中 C1，C2为任意常数

例8.7数列 F1; F2; � � � ; Fn; � � � 如果满足条件

F1 D F2 D 1 I FnC2 D FnC1 C Fn ; n ⩾ 3

则称此数列为斐波那契 (Fibonacci)数列.

解特征方程 x2 D x C 1 ) x D
1˙

p
5

2
,故

Fn D C1

�
1C

p
5

2

�n
C C2

�
1 �

p
5

2

�n
将 F1 D F2 D 1代入得 8̂̂̂<̂

ˆ̂:
C1
1C

p
5

2
C C2

1 �
p
5

2
D 1

C1

�
1C

p
5

2

�2
C C2

�
1 �

p
5

2

�2
D 1

解得 C1 D

p
5

5
, C2 D �

p
5

2
. 从而

Fn D

p
5

5

��
1C

p
5

2

�n
�

�
1 �

p
5

2

�n�
例8.8 (18数 3)差分方程 �2yx � yx D 5的通解是 C2x � 5

解法 I.根据二阶差分的定义可得

�2yx D �yxC1 ��yx D .yxC2 � yxC1/ � .yxC1 � yx/

D yxC2 � 2yxC1 C yx

由 �2yx � yx D 5得

yxC2 � 2yxC1 D 5

先求齐次方程的通解,特征方程为 �2 � 2� D 0,齐次方程通解为 Y D C2x .
由于 1C p C q D 1C .�2/C 0 ¤ 0,故设原差分方程的特解为 y�

D a,
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将特解带入非齐次方程

a � 2a D 5 H) a D �5

于是原方程的通解为

yx D Y C y�
D C2x � 5

法 II(降阶法). 根据二阶差分的定义可得

�2yx D �yxC1 ��yx D .yxC2 � yxC1/ � .yxC1 � yx/

D yxC2 � 2yxC1 C yx

由 �2yx � yx D 5得

yxC2 � 2yxC1 D 5

令 ux D yxC1 � ayx , uxC1 C bux D yxC2 � 2yxC1,则

yxC2 � .a � b/yxC1 � abyx D yxC2 � 2yxC1

比较系数,可得 �
a � b D 2

ab D 0
H)

�
a D 2

b D 0
或

�
a D 0

b D �2

取 a D 2; b D 0,原方程等价于 uxC1 D 5,即 ut D 5. 从而

yxC1 � 2yx D 5 H) yt D C2t � 5

例8.9求 ytC2 � 3ytC1 C 2y4 D 4的通解

解特征方程为 �2 � 3�C 2 D 0，特征根 �1 D 1; �2 D 2

对应的齐次方程的通解

yt D C1 C C22
t

因 1C p C q D 1 � 3C 2 D 0; p C 2 D �3C 2 D �1 ¤ 0

故设非齐次方程的特解为 Nyt D bt

将其代入差分方程得

b.t C 2/ � 3b.t C 1/C 2bt D 4

解得 b D �4，所求通解为

yt D C1 C C22
t

� 4t

其中 C1，C2为任意常数

例8.10求 ytC2 C ytC1 � 2y4 D 12t 的通解

解其特征方程为

�2 C � � 2 D 0

特征根

�1 D 1; �2 D �2

对应的齐次方程的通解

yt D C1 C C2.�2/
t
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因为

1C p C q D 1C 1 � 2 D 0; p C 2 D 1C 2 D 3 ¤ 0

故设非齐次方程的一个特解为

Nyt D t .b0 C b1t /

将其代入差分方程得

.t C 2/.b0 C b1.t C 2//C .t C 1/.b0 C b1.t C 1// � 2t.b0 C b1t/ D 12t

整理得

6b1t C 3b0 C 5b1 D 12x

比较系数，得 8<:6b1 D 12;

3b0 C 5b1 D 0;

解得 b0 D �
10

3
; b1 D 2

故所求通解为

yt D C1 C C2.�2/
t

�
10

3
t C 2x2

其中 C1，C2为任意常数

例8.11求 ytC2 � 6ytC1 C 9yt D 3t 的通解

解特征方程为

�2 � 6�C 9 D 0

有特征根

�1 D �2 D 3

f .t/ D 3tP0.t/，因 � D 3为二重根，故设特解为 Nyt D bt23t

将其代入差分方程得

b.t C 2/23tC2 � 6b.t C 1/23tC1 C 9b23t D 3t

解得 b D
1

18
，特解为 Nyt D

1

18
t23t 所求通解为

yt D
�
C1 C C2t

�
3t C

1

18
t23t

例8.12求 ytC2 � 4ytC1 C 4yt D 5t 的通解

解特征方程为

�2 � 4�C 4 D 0

有特征根

�1 D �2 D 2

f .t/ D 5tP0.t/，因 � D 5不是特征根，故设特解为 Nyt D b3t

将其代入差分方程得

b3tC2 � 4b3tC1 C 4b3t D 5t

解得 b D
1

9
，非齐次方程的特解为 Nyt D

1

9
5t
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所求通解为

yt D
�
C1 C C2t

�
2t C

1

9
5t

其中 C1，C2为任意常数

例8.13求 ytC2 � 3ytC1 C 2yt D 2t 的通解

解特征方程为

�2 � 3�C 2 D 0

有特征根

�1 D 1; �2 D 2

f .t/ D 2tP0.t/，因 � D 2是单特征根，故设特解为 Nyt D bt2t

将其代入差分方程得

b.t C 2/2tC2 � 3.t C 1/b3tC1 C 2bt3t D 2t

解得 b D
1

2
，非齐次方程的特解为 Nyt D

1

2
2t D 2t�1

所求通解为

yt D C1 C

�
C2 C

1

2

�
2t

其中 C1，C2为任意常数

8.3.1.1 微分算子法

8.4 差分方程应用举例

例8.14广州公积金贷款年利率为 3:25%．现贷款 50万元，贷款年限为 20年．采用等额本息还款
方式，每月还款金额是多少？

解设贷款 x个月后欠款余额是 yx 元，月还款额为 m元，月利率为 r．

则有

yxC1 D yx.1C r/ �m ; y0 D 50000

该差分方程的解为

yx D
y0 �

m
r

.1C r/x
C
m

r

从而可以解出

m D
r
�
y0.1C r/x � yx

�
.1C r/x � 1

当 x D 240时，yx D 0，代入得到 m D 2835:97．

例8.15 (筹措教育经费模型)某家庭现在起每月从工资中拿出一部分资金存入银行，用于投资子女
的教育.并计划 20年后开始从投资帐户中每月支取 1000元，直到 10年后子女大学毕业用完全部
资金.要实现这个投资目标，每月要向银行存入多少钱？20年内共要筹措多少资金？（假设投资
的月利率为 0:5%）

解设第 n个月投资帐户资金为 Sn 元，每月存入资金为 a元.于是，
20年后关于 Sn 的差分方程模型为

SnC1 D 1:005Sn � 1000 (8.7)
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并且 S120 D 0 , S0 D x,解方程 .8:7/，易得其通解为

Sn D 1:005nC �
1000

1 � 1:005
D 1:005nC C 200000

以及

S120 D 1:005120C C 200000 D 0

S0 D C C 200000 D x

从而有

x D 200000 �
200000

1:005120
D 90073:45

从现在到 20年内，Sn 满足的差分方程为

SnC1 D 1:005Sn C a (8.8)

且 S0 D 0, S240 D 90073:45. 解方程 .8:8/，易得通解为

Sn D 1:005nC C
a

1 � 1:005
D 1:005nC � 200a

以及

S240 D 1:005240C � 200a D 90073:45 ; S0 D C � 200a D 0

从而有

a D 194:95

20年内要筹措资金 90073.45元，平均每月要存入银行 194.95元.



第 9章 向量代数与空间解析几何

9.1 向量及其线性运算

定义 9.1.方向余弦

|

设
��!
OM D rrr D .x; y; z/. 则

cos˛ D
x

jrrr jjj

cosˇ D
y

jrrr jjj

cos  D
z

jrrr jjj

cos˛; cosˇ; cos  被称为向量 rrr 的方向余弦

定义 9.2. aaa的单位向量

|
aaa0 D

aaa

jaaaj
D .cos˛; cosˇ; cos /

� 练习 9.1设 aaa D .3; 4; 5/; bbb D .1;�2; 3/,求 aaa � bbb, aaa在 bbb上的投影, aaa � bbb.

解 aaa � bbb D 3 � 8C 15 D 10 .aaa/bbb D
aaa � bbb

jbbbj
D

10
p
14

aaa � bbb D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌iii jjj kkk

3 4 5

1 �2 3

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ D .22;�4;�10/:

9.2 数量积向量积1混合积

设 aaa D .ax ; ay ; az/,bbb D .bx ; by ; bz/,ccc D .cx ; cy ; cz/

aaa � bbb D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ iii jjj kkk

ax ay az

bx by bz

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ D

ˇ̌̌̌
ˇay az

by bz

ˇ̌̌̌
ˇ iii �

ˇ̌̌̌
ˇax az

bx bz

ˇ̌̌̌
ˇ jjj C

ˇ̌̌̌
ˇax ay

bx by

ˇ̌̌̌
ˇ kkk

对换变号: Œaaabbbccc�D�Œbbbaaaccc�‚ …„ ƒ
Œaaacccbbb� D Œbbbcccaaa� D Œaaabbbccc�„ ƒ‚ …

轮换性

D .aaa � bbb/ � ccc D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ax ay az

bx by bz

cx cy cz

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌

定理 9.1. aaa ? bbb

~
aaa ? bbb , � D

�

2
, aaa � bbb D jaaajjbbbj cos � D 0 , axbx C ayby C azbz D 0

1同济 7版的《高等数学》p18



9.3 平面及其方程 –365/572–

定理 9.2. aaa==bbb

~

aaa==bbb , � D 0或� , jaaa � bbbj D jaaajjbbbj sin � D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ iii jjj kkk

ax ay az

bx by bz

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ D 0 ,

ax

bx
D
ay

by
D
az

bz

定理 9.3.三向量共面

~

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ax ay az

bx by bz

cx cy cz

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ D 0

定理 9.4.四面体的体积

~
不共面四点 A;B;C;D所构成的四面体的体积为: V D

1

6

ˇ̌̌���!
AB

��!
AC

��!
AD

�ˇ̌̌

9.3 平面及其方程

例9.1求过点 A.1; 2;�1/; B.2; 3; 0/; C.3; 3; 2/的三角形4ABC 的面积和它们确定的平面方程.

解由题设
��!
AB D .1; 1; 1/;

��!
AC D .2; 1; 3/,

故

��!
AB �

��!
AC D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌iii jjj kkk

1 1 1

2 1 3

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ D .2;�1;�1/

三角形4ABC 的面积为

S4ABC D
1

2
j

��!
AB �

��!
AC jD

1

2

p
6:

所求平面的方程为 2.x � 2/ � .y � 3/ � z D 0,即 2x � y � z � 1 D 0

例9.2曲面 z D
x2

2
C y2 � 2平行平面 2x C 2y � z D 0的切平面方程是

解因平面 2x C 2y � z D 0的法向量为 .2; 2;�1/，而曲面 z D
x2

2
C y2 � 2在 .x0; y0/处的法向

量为 �
zx.x0; y0/; zy.x0; y0/;�1

�
故
�
zx.x0; y0/; zy.x0; y0/;�1

�
与 .2; 2;�1/平行，

因此，由 zx D x, zy D 2y，知

2 D zx.x0; y0/ D x0 ; 2 D zy.x0; y0/ D 2y0

即 x0 D 2, y0 D 1，又 z.x0; y0/ D z.2; 1/ D 1,
于是曲面 2x C 2y � z D 0在 .x0; y0; z.x0; y0//处的切平面方程是

2.x � 2/C 2.y � 1/ � .z � 1/ D 0

即曲面 z D
x2

2
C y2 � 2平行平面的切平面方程是

2x C 2y � z � 5 D 0



9.3 平面及其方程 –366/572–

定理 9.5.点法式方程

~

M0.x0; y0; z0/ 是平面 … 上一点, nnn D .A;B; C / 是平面 … 的一个法线向量. 设 M.x; y; z/

是平面…上的任一点,则 nnn �
���!
M0M D 0. 平面…方程为

A.x � x0/C B.y � y0/C C.z � z0/ D 0

例9.3求过三点M1.2;�1; 4/、M2.�1; 3;�2/和M3.0; 2; 3/的平面的方程

解因为向量 nnn与向量
����!
M1M2 和

����!
M1M3 都垂直,而

����!
M1M2 D .�3; 4;�6/,

����!
M1M3 D .�2; 3;�1/,所

以可取他们的向量积为 nnn,即

nnn D
����!
M1M2 �

����!
M1M3 D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ i j k

�3 4 �6

�2 3 �1

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ D 14i C 9j � k;

由点法式方程,可得所求平面方程为

14x C 9y � z � 15 D 0

定理 9.6.点到平面的距离

~

¬点 P0.x0; y0; z0/到平面 Ax C By C Cz CD D 0的距离

d D
jAx0 C By0 C Cz0 CDj

p
A2 C B2 C C 2

设直线过点 P1.x1; y1; z1/,方向向量 ��� D .l;m; n/,则点 P0.x0; y0; z0/到直线的距离

d D
j��� �

���!
P0P1j

j��� j
D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ iii jjj kkk

x1 � x0 y1 � y0 z1 � z0

l m n

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌

p
l2 Cm2 C n2

例9.4求点 P.2; 2; 1/到直线 L W
x C 1

1
D
y � 2

�1
D
z

2
的距离.

解法 I. P1.�1; 2; 0/ 2 L, L的方向向量为 ��� D .1;�1; 2/,则利用点到直线的距离公式,即得

d.P;L/ D
j��� �

��!
PP1j

j��� j
D

1
p
6

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌iii jjj kkk

1 �1 2

3 0 1

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ D

1
p
6

j.�1; 5; 3/j D

r
35

6

法 II.过点 P 垂直于直线 L的平面为

… W .x � 2/ � .y � 2/C 2.z � 1/ D 0

将 L参数化: L W x D t � 1; y D �t C 2; z D 2t ,代入平面…的方程,得到

.t � 3/ � .�t /C 2.2t � 1/ D 0;

解得 t D
5
6
,将它代入 L的参数方程,得到点 Q.�1

6
; 7
6
; 10
6
/,这是直线 L与平面 …的交点,也就是

点 P 在直线 L上的垂足点,所以

d.P;L/ D d.P;Q/ D

r�
�
13

6

�2
C

�
�
5

6

�2
C

�4
6

�2
D

r
35

6
:

法 III.将 L参数化: L W x D t � 1; y D �t C 2; z D 2t ,设 P 在直线 L上的垂足点为Q.t � 1;�t C

2; 2t/,则
��!
PQ?L,从而

��!
PQ � ��� D 0,即

.t � 3/ � .�t /C 2.2t � 1/ D 0;
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解得 t D
5
6
,得到点Q.�1

6
; 7
6
; 10
6
/,所以

d.P;L/ D d.P;Q/ D

r�
�
13

6

�2
C

�
�
5

6

�2
C

�4
6

�2
D

r
35

6
:

定理 9.7.平面与 xOy面的夹角

~

平面… W Ax C By C Cz CD D 0与坐标面 z D 0的夹角余弦为

cos � D
jC j

p
A2 C B2 C C 2

定理 9.8.两平面之间的夹角

~

Q
1 W A1x C B1y C C1z CD1 D 0 ; nnn1 D fA1; B1; C1gQ
2 W A2x C B2y C C2z CD2 D 0 ; nnn2 D fA2; B2; C2g

cos � D
jnnn1 � nnn2j

jnnn1jjnnn2j
D

jA1A2 C B1B2 C C1C2jq
A21 C B21 C C 21

q
A22 C B22 C C 22

例9.5设两个平面均通过点 A.�5; 10; 12/,其中一个平面通过 x轴,另一个通过 y轴,试求两个平面
的夹角.

解平面通过通过 x轴) A D D D 0 ) By C Cz D 0�
By C Cz D 0

B.y � 10/C C.z � 12/ D 0
H) 6y � 5z D 0

平面通过通过 y 轴) B D D D 0 ) Ax C Cz D 0�
Ax C Cz D 0

A.x C 5/C C.z � 12/ D 0
H) 12x C 5z D 0

cos � D
jnnn1 � nnn2j

jnnn1jjnnn2j
D

j12 � 0C 0 � 6C 5 � .�5/j
p
122 C 02 C 52

p
02 C 62 C .�5/2

D
25

13
p
61

两个平面的夹角 � D arccos 25

13
p
61

.

9.4 空间直线及其方程

9.4.1 空间直线的方程

L为过一定点M0.x0; y0; z0/且与向量 sss D fm; n; pg平行的直线

L的参数方程 :

8̂̂<̂
:̂
x D x0 C tm

y D y0 C tn .�1 < t < C1/

z D z0 C tp

L的对称式方程 :
x � x0

m
D
y � y0

n
D
z � z0

p
L的交面式方程 (一般方程)两张不平行的平面相交成一条直线�

A1x C B1y C C1z CD1 D 0

A2x C B2y C C2z CD2 D 0
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L的对称式方程：
x � x0ˇ̌̌̌
ˇB1 C1

B2 C2

ˇ̌̌̌
ˇ

D
y � y0ˇ̌̌̌
ˇC1 A1

C2 A2

ˇ̌̌̌
ˇ

D
z � z0ˇ̌̌̌

ˇA1 B1

A2 B2

ˇ̌̌̌
ˇ

定义 9.3.两点式方程

|

过两点M1.x1; y1; z1/, M2.x2; y2; z2/的直线方程
x � x1

x2 � x1
D

y � y1

y2 � y1
D

z � z1

z2 � z1

例9.6 (2014CMC)设 F.x; y; z/和G.x; y; z/有连续偏导数,
@.F;G/

@.x; z/
¤ 0,曲线 � W

�
F.x; y; z/ D 0

G.x; y; z/ D 0

过点 P0.x0; y0; z0/. 记 � 在 xOy 平面上的投影曲线为 S . 求 S 上过点 .x0; y0/的切线方程.

解由两方程定义的曲面在 P0.x0; y0; z0/的切面分别为

Fx.P0/.x � x0/C Fy.P0/.y � y0/C Fz.P0/.z � z0/ D 0 ;

Gx.P0/.x � x0/CGy.P0/.y � y0/CGz.P0/.z � z0/ D 0 ;

上述两切面的交线就是 � 在 P0 点的切线,该切线在 xOy 面上的投影就是 S 过 .x0; y0/的切线.
消去 z � z0 ,我们得到

.FxGz �GxFz/P0
.x � x0/C .FyGz �GyFz/P0

.y � y0/ D 0 ;

这里 x � x0 的系数是
@.F;G/

@.x; z/
¤ 0 ,故上式是一条直线的方程,就是所要求的切线.

9.4.2 两直线之间的关系

定理 9.9.两空间直线垂直

~

设直线的方向向量 ��� D .l;m; n/

L1 ? L2 , ���1 ? ���2 , l1l2 Cm1m2 C n1n2 D 0

定理 9.10.两空间直线平行

~

设直线的方向向量 ��� D .l;m; n/

L1==L2 , ���1==���2 ,
l1

l2
D
m1

m2
D
n1

n2

9.4.3 直线与平面之间的关系

例9.7 (1990数学 1)过点M.1; 2;�1/且与直线

8̂̂<̂
:̂
x D �t C 2;

y D 3t � 4;

z D t � 1

垂直的平面方程是

解平面的法向量就是直线的方向向量，为

�!
nnn D f�1; 3; 1g

平面的点法式方程：

�1.x � 1/C 3.y � 2/C 1.z � .�1// D 0 H) x � 3y � z C 4 D 0



9.5 曲面及其方程 –369/572–

例9.8 (1991数学 1)已知两条直线的方程是

L1 W
x � 1

1
D
y � 2

0
D
z � 3

�1
; L2 W

x C 2

2
D
y � 1

1
D
z

1
;

且过 L1 且平行于 L2的平面方程是

解平面经过点 .1; 2; 3/，且与向量 f1; 0;�1g和 f2; 1; 1g都垂直。

平面的法向量为

�!
nnn D f1; 0;�1g � f2; 1; 1g

D

(ˇ̌̌̌
ˇ0 �1

1 1

ˇ̌̌̌
ˇ ;
ˇ̌̌̌
ˇ�1 1

1 2

ˇ̌̌̌
ˇ ;
ˇ̌̌̌
ˇ1 0

2 1

ˇ̌̌̌
ˇ
)

D f1;�3; 1g

平面的点法式方程：

1.x � 1/ � 3.y � 2/C 1.z � 3/ D 0 H) x � 3y C z C 2 D 0

9.5 曲面及其方程

例9.9过单叶双曲面
x2

4
C
y2

2
� 2z2 D 1与球面 x2 C y2 C z2 D 4的交线且与直线

�
x D 0

3y C z D 0

垂直的平面方程为

解在

8̂<̂
:
x2

4
C
y2

2
� 2z2 D 1

x2 C y2 C z2 D 4

中消去 z,得

x2

4
C
y2

2
� 2.4 � x2 � y2/ D 1 ; 即 9x2 C 10y2 D 36

直线

�
x D 0

3y C z D 0
的一个方向向量为

Esss D Ennn1 � Ennn2 D f1; 0; 0g � f0; 3; 1g D f0;�1; 3g

并且所求平面方程与直线垂直,故所求平面方程的一条法线向量为

Ennn D f0;�1; 3g

交线上其中一点为 .2; 0; 0/,因此所求平面方程为

�y C 3z D 0

9.5.1 旋转曲面

1. 曲线 C f .y; z/ D 0绕 z 轴旋转一周得旋转曲面 f .˙
p
x2 C y2; z/ D 0

2. 曲线 C f .y; z/ D 0绕 y 轴旋转一周得旋转曲面 f .y;˙
p
x2 C z2/ D 0

例9.10求直线 � W

�
y D x

z D 0
绕 L W x � 1 D y � 1 D z � 1旋转一周所得旋转面的方程

解M0.1; 1; 1/ 2 L, L的方向向量为 ��� D .1; 1; 1/,
在母线 � 上任取一点M1.x1; x1; 0/则过M1 的纬圆上任意一

点 P.x; y; z/满足条件
���!
M1P ? ��� 和

���!
M0P D

����!
M0M1



9.6 空间曲线及其方程 –370/572–

即 �
.x � x1/C .y � x1/C z D 0

.x � 1/2 C .y � 1/2 C .z � 1/2 D .x1 � 1/2 C .x1 � 1/2 C .0 � 1/2

消去 x1,并整理
x2 C y2 C z2 � 2xy � 2yz � 2xz D 0

注: 参考 2019张宇高等数学 18讲 P308

例9.11 (2017CMC)在空间直角坐标系中设旋转抛物面 � 的方程为 z D
1
2
.x2 C y2/. 设 P 为空间

中的平面,它交抛物面 � 与曲线 C . 问: C 是何种类型的曲线? 证明你的结论.

解交线为抛物线或椭圆

1) 如果平面 P 平行于 z� 轴, 则相交曲线 C D � \ P 可以经过以 z� 为旋转轴的旋转, 使
得 P 平行于 yz� 平面, C 的形状不变. 所以可不妨设 P 的方程为 x D c, 交线 C 的方程为

z D
1

2
.c2 C y2/. 将 C 投影到 yz�平面上,得到抛物线 z �

c2

2
D
1

2
y2. 由于平面 P 平行于 z�轴,

故交线为抛物线.
2)如果平面 P 不平行于 z�轴,我们设 P 的方程为 z D ax C by C c. 代入旋转抛物面 � 的

方程为 z D
1

2
.c2 C y2/,得到

.x � a/2 C .y � b/2 D a2 C b2 C 2c WD R2

将 C D � \ P 垂直投影到 xy�平面,得到圆周 .x � a/2 C .y � b/2 D R2. 令 Q是以这个圆为底

的圆柱,则 C 也是圆柱 Q与平面 P 的交线. 在圆柱 Q中从上或下放置半径为 R的球体,它与平
面 P 相切于 F1 和 F2,与圆柱 Q相交于圆 D1 和圆 D2. 对 C D � \ P 上任意一点 A,过 A点的

圆柱母线交圆D1 于 B1,交圆D2 于 B2. 则线段 B1B2为定长. 这时,由于球的切线长相等,得到

jAF1j C jAF2j D jAB1j C jAB2j D jB1B2j

为常数,故直线 C 为椭圆.

9.5.2 柱面

9.5.3 二次曲面

9.6 空间曲线及其方程

定义 9.4. xoy 面上的投影曲线

|

设空间曲线的一般方程：

�
F.x; y; z D 0/

G.x; y; z/ D 0

消去变量 z 后得: H.x; y/ D 0

H.x; y/ D 0为曲线关于 xoy 的投影柱面

空间曲线在 xoy 面上的投影曲线:
�
H.x; y/ D 0

z D 0



第 10章 多元函数微分法及其应用

10.1 多元函数的基本概念

例10.1用 " � ı定义证明: lim
x!0
y!0

xy2

x2 C y2
D 0.

解因为当 .x; y/ ¤ .0; 0/时ˇ̌̌̌
xy2

x2 C y2

ˇ̌̌̌
D jyj �

jxyj

x2 C y2
⩽ jyj ⩽

p
x2 C y2

从而对 8" > 0,取 ı D ",则当 0 <
p
x2 C y2 < ı时,ˇ̌̌̌

xy2

x2 C y2
� 0

ˇ̌̌̌
< "

所以 lim
x!0
y!0

xy2

x2 C y2
D 0.

例10.2求证: lim
x!0
y!0

.x2 C y2/ sin 1

x2 C y2
D 0.

证明 8 " > 0,要使得 ˇ̌̌̌
.x2 C y2/ sin 1

x2 C y2
� 0

ˇ̌̌̌
⩽ "

即 ˇ̌̌̌
.x2 C y2/ sin 1

x2 C y2
� 0

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
x2 C y2

ˇ̌̌̌
�

ˇ̌̌̌
sin 1

x2 C y2
� 0

ˇ̌̌̌
⩽ x2 C y2 ⩽ "

只要

q
x2 C y2 <

p
",取 ı D

p
",则当 0 <

q
.x � 0/2 C .y � 0/2 D

q
x2 C y2 < ı时,有ˇ̌̌̌

.x2 C y2/ sin 1

x2 C y2
� 0

ˇ̌̌̌
⩽ x2 C y2 ⩽ "

原结论成立．

例10.3求极限: lim
x!C1
y!C1

1 � cos.x2 C y2/

.x2 C y2/ex
2y2

.

解

0 < lim
x!C1
y!C1

1 � cos.x2 C y2/

.x2 C y2/ex
2y2

D lim
x!C1
y!C1

2 sin
�
x2Cy2

2

�2
.x2 C y2/ex

2y2
<
1

2
lim

x!C1
y!C1

x2 C y2

ex
2y2

<
1

2
lim

x!C1

x2

ex
2

C
1

2
lim

y!C1

y2

ey
2

洛必达
HHHHH 0

� 练习 10.1求极限: lim
x!0
y!0

sin.x2y C y4/

x2 C y2
.

解因为 j sin xj � jxj,因而有

0 �

ˇ̌̌̌
sin.x2y C y4/

x2 C y2

ˇ̌̌̌
�

ˇ̌̌̌
x2y C y4

x2 C y2

ˇ̌̌̌
又 ˇ̌̌̌

x2y C y4

x2 C y2

ˇ̌̌̌
�

x2

x2 C y2
� jyj C

y2

x2 C y2
� y2



10.1 多元函数的基本概念 –372/572–

� jyj C y2 ! 0

由夹逼准则知道极限为 0

� 练习 10.2求极限: lim
x!0
y!0

sin.x3 C y3/

x2 C y2
.

解由于

j sin.x3 C y3/j � jx3j C jy3j

� .jxj C jyj/.x2 C y2/

从而

lim
x!0
y!0

ˇ̌̌̌
sin.x3 C y3/

x2 C y2

ˇ̌̌̌
� lim

x!0
y!0

.jxj C jyj/ D 0

由夹逼准则知

lim
x!0
y!0

sin.x3 C y3/

x2 C y2
D 0

� 练习 10.3求极限: lim
x!1
y!1

x2 C y2

x4 C y4
.

解由于

x2 C y2

x4 C y4
D

x4

x4 C y4
�
1

x2
C

y4

x4 C y4
�
1

y2

�
1

x2
C

1

y2

显然

lim
x!1
y!1

�
1

jyj
C

1

jxj

�
D 0

故由夹逼准则知

lim
x!1
y!1

x C y

x2 � xy C y2
D 0

� 练习 10.4求极限: lim
x!C1
y!C1

.x2 C y2/e�.xCy/.

解由于

0 <
.x2 C y2/

exCy
D

x2

exCy
C

y2

exCy

�
x2

ex
C
y2

ey

而

lim
x!C1

x2

ex
洛必达

HHHHH lim
x!C1

2x

ex
洛必达

HHHHH lim
x!C1

2

ex
D 0

lim
y!C1

y2

ey
洛必达

HHHHH lim
y!C1

2y

ey
洛必达

HHHHH lim
y!C1

2

ey
D 0

故由夹逼准则知

lim
x!C1
y!C1

.x2 C y2/e�.xCy/
D 0

� 练习 10.5求极限: lim
x!C1
y!C1

�
xy

x2 C y2

�x2

.



10.1 多元函数的基本概念 –373/572–

解注意到

0 �
xy

x2 C y2
�

1
2
.x2 C y2/

x2 C y2
D
1

2

所以

0 �

�
xy

x2 C y2

�x2

�

�
1

2

�x2

由于

lim
x!C1
y!C1

�
1

2

�x2

D 0

从而

lim
x!C1
y!C1

�
xy

x2 C y2

�x2

D 0

� 练习 10.6求极限: lim
.x;y/!.0;0/

.x2 C y2/ ln.x2 C y2/.

解令 x2 C y2 D t 则 t ! 0C 所以有

lim
.x;y/!.0;0/

.x2 C y2/ ln.x2 C y2/ D lim
t!0C

t ln t

又

lim
t!0C

t ln t D lim
t!0C

ln t
1=t

D lim
t!0C

1=t

�1=t2
D 0

所以

lim
.x;y/!.0;0/

.x2 C y2/ ln.x2 C y2/ D 0

� 练习 10.7求极限: lim
.x;y/!.0;0/

x2 ln.x2 C y2/.

解因为

lim
.x;y/!.0;0/

x2 ln.x2 C y2/ D lim
.x;y/!.0;0/

x2

x2 C y2
.x2 C y2/ ln.x2 C y2/

接着我们令 x2 C y2 D t 则 t ! 0C 那么

lim
.x;y/!.0;0/

.x2 C y2/ ln.x2 C y2/ D lim
t!0C

t ln t

又

lim
t!0C

t ln t D lim
t!0C

ln t
1=t

D lim
t!0C

1=t

�1=t2
D 0

所以

lim
.x;y/!.0;0/

x2 ln.x2 C y2/ D 0

� 练习 10.8求极限: lim
.x;y/!.0;0/

x ln.x2 C y2/.

解因为

lim
x!0
y!0

x ln.x2 C y2/ D 2 lim
x!0
y!0

xp
x2 C y2

p
x2 C y2 ln

p
x2 C y2

接着我们令
p
x2 C y2 D t 则 t ! 0C 那么

lim
.x;y/!.0;0/

p
x2 C y2 ln

p
x2 C y2 D lim

t!0C
t ln t

D lim
t!0C

ln t
1=t

D lim
t!0C

1=t

�1=t2
D 0



10.1 多元函数的基本概念 –374/572–

所以

lim
.x;y/!.0;0/

x ln.x2 C y2/ D 0

� 练习 10.9求极限: lim
x!1
y!1

x C y

x2 � xy C y2
—–16中科院数分

解法 1. 由于 ˇ̌̌̌
x C y

x2 � xy C y2

ˇ̌̌̌
�

ˇ̌̌
1
y

C
1
x

ˇ̌̌
ˇ̌̌
x
y

� 1C
y
x

ˇ̌̌ �

ˇ̌̌
1
y

C
1
x

ˇ̌̌
ˇ̌̌
x
y

C
y
x

ˇ̌̌
� 1

�

ˇ̌̌̌
1

y
C
1

x

ˇ̌̌̌

显然

lim
x!1
y!1

ˇ̌̌̌
1

y
C
1

x

ˇ̌̌̌
D 0

故由夹逼准则知

lim
x!1
y!1

x C y

x2 � xy C y2
D 0

法 2. 由于 ˇ̌̌̌
x C y

x2 � xy C y2

ˇ̌̌̌
�
2 jx C yj

x2 C y2
� 2

jxj C jyj

x2 C y2
� 2

�
1

jxj
C

1

jyj

�
显然

lim
x!1
y!1

2

�
1

jxj
C

1

jyj

�
D 0

故由夹逼准则知

lim
x!1
y!1

x C y

x2 � xy C y2
D 0

法 3. 注意到
x2 C y2 � xy � 2xy � xy D xy

由于 ˇ̌̌̌
x C y

x2 � xy C y2

ˇ̌̌̌
�

ˇ̌̌̌
x C y

xy

ˇ̌̌̌
�

�
1

jyj
C

1

jxj

�
显然

lim
x!1
y!1

�
1

jyj
C

1

jxj

�
D 0

故由夹逼准则知

lim
x!1
y!1

x C y

x2 � xy C y2
D 0

� 练习 10.10求极限
lim

.x;y/!.0;0/

x � y

x C y

解当 .x; y/沿着y D kx趋向于 .0; 0/点时,有

lim
x!0
y!0

x � y

x C y
D lim

x!0
yDkx

x � y

x C y
D lim
x!0

x � kx

x C kx
D
1 � k

1C k

显然它的值随着 k 值的变化而变化，故极限不存在 (不满足极限的唯一性)

� 练习 10.11求极限

lim
.x;y/!.0;0/

x2y2

x2y2 C .x � y/2



10.1 多元函数的基本概念 –375/572–

解当 .x; y/沿着y D x趋向于 .0; 0/点时,有

lim
.x;y/!.0;0/

x2y2

x2y2 C .x � y/2
D lim

x!0
yDx

x2y2

x2y2 C .x � y/2

D lim
x!0

x2x2

x2x2 C .x � x/2
D 1

当 .x; y/沿着y D 0趋向于 .0; 0/点时,有
lim

.x;y/!.0;0/

x2y2

x2y2 C .x � y/2
D lim

x!0
yD0

x2y2

x2y2 C .x � y/2

D lim
x!0

x202

x202 C .x � 0/2
D 0

因此极限不存在

� 练习 10.12求极限

lim
.x;y/!.0;0/

x3 C y3

x2 C y

解当 .x; y/沿着y D kx3 � x2趋向于 .0; 0/点时,有

lim
.x;y/!.0;0/

x3 C y3

x2 C y
D lim

x!0

yDkx3�x2

x3 C y3

x2 C y

D lim
x!0

x3 C .kx3 � x2/3

x2 C kx3 � x2

D
1

k

显然它的值随着 k 值的变化而变化，故极限不存在

� 练习 10.13求极限
lim

.x;y/!.0;0/
x

ln.1C xy/

x C y

解当 .x; y/沿着y D x˛ � x趋向于 .0; 0/点时,有

lim
.x;y/!.0;0/

x
ln.1C xy/

x C y
D lim
.x;y/!.0;0/

x2y

x C y

D lim
x!0

yDx˛�x

x2y

x C y
D lim
x!0

x˛C2 � x3

x˛

D lim
x!0

.x2 � x3�˛/ D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:

�1; ˛ D 3

0; ˛ < 3

0; ˛ > 3

故极限不存在

� 练习 10.14求极限
lim

.x;y/!.0;0/

xy

x C y

解当 .x; y/沿着y D x2 � x趋向于 .0; 0/点时,有

lim
.x;y/!.0;0/

xy

x C y
D lim

x!0

yDx2�x

xy

x C y

D lim
x!0

x.x2 � x/

x C x2 � x

D lim
x!0

.x � 1/ D �1



10.1 多元函数的基本概念 –376/572–

当 .x; y/沿着y D x趋向于 .0; 0/点时,有

lim
.x;y/!.0;0/

xy

x C y
D lim

x!0
yDx

xy

x C y
D lim
x!0

x2

2x
D 0

故极限不存在

� 练习 10.15求极限

lim
.x;y/!.0;0/

x2y

x C y

解当 .x; y/沿着y D x3 � x趋向于 .0; 0/点时,有

lim
.x;y/!.0;0/

x2y

x C y
D lim

x!0

yDx3�x

x2y

x C y

D lim
x!0

x2.x3 � x/

x C x3 � x

D lim
x!0

.x2 � 1/ D �1

当 .x; y/沿着y D x趋向于 .0; 0/点时,有

lim
.x;y/!.0;0/

x2y

x C y
D lim

x!0
yDx

x2y

x C y
D lim
x!0

x3

2x
D 0

故极限不存在

例10.4求证: lim
.x;y/!.1; 1

3 /

tan3�y
12y�4

� arctan x
1 � x4

不存在.

解 (by白朗)注意到
tan 3�y
12y � 4

D
�

4
C
�3

12
.3y � 1/2 CO

�
.3y � 1/4

�
取 x D 3y,则

tan 3�y
12y � 4

� arctan x D
1 � x

2
C o.1 � x/

lim
.x;y/!.1; 1

3 /

tan3�y
12y�4

� arctan x
1 � x4

D lim
x!1

1�x
2

C o.1 � x/

1 � x4
D
1

8

取 3y � 1 D
3
p
1 � x,则

tan 3�y
12y � 4

� arctan x D
�3

12
.1 � x/

2
3 C

1 � x

2
C o.1 � x/

lim
.x;y/!.1; 1

3 /

tan3�y
12y�4

� arctan x
1 � x4

D lim
x!1

�3

12
.1 � x/�1=3 C

1
2

C o.1/

.1C x/.1C x2/
! 1

综上,极限不存在

例10.5求极限: lim
.x;y/!.0;0/

�
xy

3
p
x3 C y3

C
x5

y � x

�
解取 y D 2x,我们有

lim
.x;y/!.0;0/

�
xy

3
p
x3 C y3

C
x5

y � x

�
D lim

x!0
yD2x

�
2x2

3
p
x3 C 8x3

C
x5

2x � x

�
D lim
x!0

�
2x
3
p
9

C x4
�

D 0:



10.1 多元函数的基本概念 –377/572–

注意到
xy

3
p
x3 C y3

D
1

3

q
1
x3 C

1
y3

;

我们取 3

s
1

x3
C

1

y3
D 1,即 y D

x
3
p
x3 � 1

,这时有

lim
.x;y/!.0;0/

�
xy

3
p
x3 C y3

C
x5

y � x

�
D lim

x!0
yD x

3
p

x3�1

 
1C

x5

x
3
p
x3�1

� x

!

D lim
x!0

yD x
3
p

x3�1

 
1C

x4

1
3
p
x3�1

� 1

!
D 1

故所求极限不存在

� 练习 10.16设实数 x; y; z 满足

ex C ey C ez D 2C exCyCz

求极限

lim
.x;y;z/!.0;0;0/

�
1

x
C
1

y
C
1

z
�
x C y C z

12

�

解法 1. 注意
1

ex � 1
C

1

ey � 1
C

1

ez � 1
D �1

且由泰勒或者伯努利函数得
1

ex � 1
D

1X
kD0

Bk

kŠ
xk�1

其中 Bk 表示第 k 个伯努利数. 即有
1

ex � 1
C

1

ey � 1
C

1

ez � 1
D
1

x
�
1

2
C
x

12
C
1

y
�
1

2
C
y

12
C
1

z
�
1

2
C

z

12

即

lim
.x;y;z/!.0;0;0/

�
1

x
C
1

y
C
1

z
�
x C y C z

12

�
D
1

2

法 2. 显然 lim
.x;y;z/!.0;0;0/

x C y C z

12
D 0,故仅需求 lim

.x;y;z/!.0;0;0/

�
1

x
C
1

y
C
1

z

�
由 ex C ey C ez D 2C exCyCz 得

.ex � 1/C .ey � 1/C .ez � 1/ D exCyCz
� 1 (10.1)

由此令 r D ex � 1, s D ey � 1, t D ez � 1,则

.x; y; z/ ! .0; 0; 0/ () .r; s; t/ ! .0; 0; 0/ (10.2)

且由 .10:1/式可得

r C s C t D .1C r/.1C s/.1C t/ � 1 H)
1

r
C
1

s
C
1

t
D �1

于是

lim
.x;y;z/!.0;0;0/

�
1

x
C
1

y
C
1

z
�
x C y C z

12

�
D lim
.r;s;t/!.0;0;0/

�
1

ln.1C r/
C

1

ln.1C s/
C

1

ln.1C t /

�
D lim
.r;s;t/!.0;0;0/

 
1

r �
r2

2
C o.r2/

C
1

s �
s2

2
C o.s2/

C
1

t �
t2

2
C o.t2/

!
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D lim
.r;s;t/!.0;0;0/

�
1

r

�
1C

r

2
C o.r/

�
C
1

s

�
1C

s

2
C o.s/

�
C
1

t

�
1C

t

2
C o.t/

��
D lim
.r;s;t/!.0;0;0/

�
1

r
C
1

s
C
1

t
C
3

2
C
o.r/

r
C
o.s/

s
C
o.t/

t

�
D
1

2
.利用.10:2/式/

因此原极限为
1

2

10.2 偏导数

例10.6设 u D e�x sin x
y

,则
@2u

@x@y
在

�
2;
1

�

�
点处的值为

解由 Euler公式，我们有

u D e�x sin x
y

D Re e�xei x
y D Re e�xCi x

y D Re v

v对 x求导一次得
@v

@x
D e�xCi x

y

� i
y

� 1

�
上式再次对 x求导得

@2u

@x@y
D e�xCi x

y
�i
y2

C

� i
y

� 1

�
e�xCi x

y
�ix
y2

D e�xCi x
y

�
�i
y2

C

� i
y

� 1

�
�ix
y2

�
D e�xCi x

y
�ix
y2

�
1 � x C ix

y

�
带值得

@2u

@x@y

ˇ̌̌̌
.2; 1

� /

D
�2.2� C i/

e2

分离实部
@2u

@x@y

ˇ̌̌̌
.2; 1

� /

D Re �
2.2� C i/
e2

D
�2

e2
� 1 D �2e�2

定义 10.1.偏导数的几何意义

|

f 0
x.x0; y0/表示的是 Cx W

�
z D f .x; y/

x D x0
在

点 P 处的切线 Tx 对 x的斜率

f 0
x.x0; y0/ D tan˛

�!
Tx D

�
1; 0; f 0

x.x0; y0/
�

同理有 f 0
y.x0; y0/ D tanˇ; �!

Ty D
�
0; 1; f 0

y.x0; y0/
�

�!
nnn D

�!
Tx �

�!
Ty D .�f 0

x ;�f
0
y ; 1/

例10.7曲线

(
z D

x2 C y2

4
y D 4

,在点 .2; 4; 5/处的切线对于 x轴的倾角是多少？
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解设在点 .2; 4; 5/处的切线对于 x 轴的倾角是 ˛,则由

tan˛ D
@z

@x

ˇ̌̌̌
.2;4;5/

D
x

2

ˇ̌̌̌
.2;4;5/

D 1 H) ˛ D
�

4

10.3 全微分

� 练习 10.17证明：函数 f .x; y/ D
3
p
x2y 在 (0,0)点的偏导数存在且在 (0,0)处不可微

解显然有 f .x; 0/ D 0; f .0; y/ D 0,由偏导数的定义知道

f 0
x.0; 0/ D lim

x!0

f .x; 0/ � f .0; 0/

x
D lim
x!0

3
p
02y � 0

x
D 0

以及

f 0
y.0; 0/ D lim

y!0

f .0; y/ � f .0; 0/

y
D lim
y!0

3
p
x20 � 0

y
D 0

即偏导数 f .x; y/在 .0; 0/处偏导数存在并且

f 0
x.0; 0/ D f 0

y.0; 0/ D 0

又因为 f .x; y/在 .0; 0/的全增量

�f .x; y/ D f .�x;�y/ � f .0; 0/ D
3
p
.�x/2�y

记

�f .x; y/ D f 0
x.0; 0/�x C f 0

y.0; 0/�y C ! D !

则有

! D
3
p
.�x/2�y

由微分的定义可知道,如果 f .x; y/在.0; 0/可微,那么必然有 ! 是
p
.�x/2 C .�y/2 的高阶无穷小

量

下面证明极限 lim
�x!0
�y!0

3
p
.�x/2�yp

.�x/2 C .�y/2
不存在,这一结果也就说明 f .x; y/在.0; 0/不可微

考虑 �y D k�x则

lim
�x!0
�yDk�x

3
p
.�x/2�yp

.�x/2 C .�y/2
D

3
p
k

p
1C k2

(10.3)

显然他的值是随着 k 值的改变而改变,故上式极限不存在,即 f .x; y/在 .0; 0/处不可微

� 练习 10.18证明：函数 f .x; y/ D
xy

x2 C y2
在 (0,0)点的偏导数存在且在 (0,0)处不可微

解显然有 f .�x; 0/ D 0; f .0;�y/ D 0,由偏导数的定义知道

f 0
x.0; 0/ D lim

�x!0

f .0C�x; 0/ � f .0; 0/

x
D lim
x!0

�x�0
�x2C02 � 0

�x
D 0

以及

f 0
y.0; 0/ D lim

�y!0

f .0; 0C�y/ � f .0; 0/

y
D lim
y!0

0��y

02C�y2 � 0

�y
D 0

即偏导数 f .x; y/在 .0; 0/处偏导数存在并且

f 0
x.0; 0/ D f 0

y.0; 0/ D 0

又因为 f .x; y/在 .0; 0/的全增量

�f .x; y/ D f .�x;�y/ � f .0; 0/ D
�x�y

�x2 C�y2
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记

�f .x; y/ D f 0
x.0; 0/�x C f 0

y.0; 0/�y C ! D !

则有
�x�y

�x2 C�y2
, 由微分的定义可知道,如果 f .x; y/在.0; 0/可微,那么必然有 ! 是

�x�y

�x2 C�y2

的高阶无穷小量.

下面证明极限 lim
�x!0
�y!0

�x�y

�x2C�y2p
.�x/2 C .�y/2

不存在,这一结果也就说明 f .x; y/在.0; 0/不可微

考虑 �y D k�x则

lim
�x!0
�yDk�x

3
p
.�x/2�yp

.�x/2 C .�y/2
D

3
p
k

p
1C k2

(10.4)

显然他的值是随着 k 值的改变而改变,故上式极限不存在,即 f .x; y/在 .0; 0/处不可微

例10.8设二元函数 f .x; y/ D jx � yj'.x; y/,其中 '.x; y/在点 .0; 0/的一个领域内连续. 试证明:
函数 f .x; y/在点 .0; 0/处可微的充分必要条件是 '.0; 0/ D 0

证明 (必要性)设 f .x; y/在点 .0; 0/处可微,则 f 0
x.0; 0/; f

0
y.0; 0/都存在. 由于

f 0
x.0; 0/ D lim

x!0

f .x; 0/ � f .0; 0/

x
D lim
x!0

jxj'.x; 0/

x
;

且

lim
x!0C

jxj'.x; 0/

x
D '.0; 0/ ; lim

x!0�

jxj'.x; 0/

x
D �'.0; 0/;

故此 '.0; 0/ D 0.
(充分性)若 '.0; 0/ D 0,易知 f 0

x.0; 0/ D f 0
y.0; 0/ D 0. 因

f .x; y/ � f .0; 0/ � f 0
x.0; 0/x � f 0

y.0; 0/yp
x2 C y2

D
jx � yj'.x; y/p

x2 C y2

而
jx � yjp
x2 C y2

⩽ jxjp
x2 C y2

C
jyjp
x2 C y2

⩽ 2;

所以 lim
x!0
y!0

jx � yj'.x; y/p
x2 C y2

D 0. 由定义可知 f .x; y/在点 .0; 0/处可微.

例10.9设 f .x; y/在区域D D f.x; y/j0 ⩽ x ⩽ 1; 0 ⩽ y ⩽ 1g上可微,且 f .0; 0/ D 0,求极限

lim
x!0C

R x2

0
dt
Rp

t

x
f .t; u/ du

1 � e�x4

解将分子交换积分次序,则有Z x2

0

dt
Z p

t

x

f .t; u/ du D �

Z x

0

du
Z u2

0

f .t; u/ dt;

并由等价无穷小 ex � 1 � x.x ! 0/和洛必达法则,则有

lim
x!0C

R x2

0
dt
Rp

t

x
f .t; u/ du

1 � e�x4
D lim
x!0C

�
R x
0

du
R u2

0
f .t; u/ dt

x4

洛必达
HHHHH lim

x!0C

�
R x2

0
f .t; x/ dt
4x3

积分中值定理
HHHHHHHHH �

1

4
lim
x!0C

x2f .�; x/ dt
x3

D �
1

4
lim
x!0C

f .�; x/

x
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D �
1

4
lim
x!0C

f .0; 0/C f 0
x.0; 0/� C f 0

y.0; 0/x C o
�p
�2 C x2

�
x

其中 0 < � < x2,所以 lim
x!0C

�

x
D 0,又 f .0; 0/ D 0 ,从而

lim
x!0C

R x2

0
dt
Rp

t

x
f .t; u/ du

1 � e�x4
D �

1

4
f 0
y.0; 0/

� 练习 10.19设 f .x; y/可微,且 f .x; 2x/ D x; f 0
1.x; 2x/ D x2,求 f 0

2.x; 2x/

解对 f .x; 2x/ D x 两边对 x 求导

f 0
1.x; 2x/C 2f 0

2.x; 2x/ D 1

由 f 0
1.x; 2x/ D x2 可得

f 0
2.x; 2x/ D

1

2
.1 � x2/

例10.10设函数 f .x; y/可微,且满足 f .x; x3/ D x6 C 2x4, f 0
1.x; x

3/ D 2x3 � 3x2,求 f 0
2.x; x

3/.

解方法 1两边对 x求导,
f 0
1 C 3x2f 0

2 D 6x5 C 8x3

由已知 f 0
1.x; x

3/ D 2x3 � 3x2,有

2x3 � 3x2 C 3x2f 0
2 D 6x5 C 8x3

整理得

f 0
2.x; y/ D 2x3 C 2x C 1

方法 2因为
df .x; y/ D f 0

x.x; y/ dx C f 0
y.x; y/ dy

所以

df .x; x3/ D f 0
1.x; x

3/dx C f 0
2.x; x

3/dx3

d.x6 C 2x4/ D .2x3 � 3x2/dx C f 0
2.x; x

3/dx3

从而

.6x5 C 6x3 C 3x2/dx D 3x2f 0
2 dx

即

f 0
2.x; x

3/ D 3x3 C 2x C 1

方法 3因为 Z
df .x; x3/ D f .x; x3/C C

D

Z
f 0
1 dx C

Z
f 0
3 dx3

D
1

2
x4 � x3 C

Z
f 0
3 dx3

所以 Z
f 0
3 dx3 D

Z
f 0
33x

2 dx D x6 C 2x4 C x3 �
1

2
x4 C C

D x6 C
3

2
x4 C x3 C C
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于是

3x2f 0
2 D 6x5 C 6x3 C 3x2 H) f 0

2.x; x
3/ D 3x3 C 2x C 1

� 练习 10.20设 u.x; y/的所有二阶偏导数都连续,并且
@2u

@x2
�
@2u

@y2
D 0.

已知 u.x; 2x/ D x; ux.x; 2x/ D x2试求: uxx.x; 2x/, uxy.x; 2x/, uyy.x; 2x/

解对 u.x; 2x/ D x 两边对 x 求导

u0
x.x; 2x/C 2u0

y.x; 2x/ D 1

由 ux.x; 2x/ D x2 可得

u0
y.x; 2x/ D

1

2
.1 � x2/

上式两边对 x求导

u0
xy.x; 2x/C 2u00

yy.x; 2x/ D �x (10.5)

对 u0
x.x; 2x/ D x2 两边对 x 求导

u00
xx.x; 2x/C 2u00

xy.x; 2x/ D 2x (10.6)

利用 uxx D uyy , uxy D uyx ,联立式 (10.5)和 (10.6)求解可得

uxx.x; 2x/ D uyy.x; 2x/ D �
4

3
x uxy.x; 2x/ D

5

3
x

� 练习 10.21设 a; b ¤ 0, f 具有二阶连续偏导数,且

a2fxx C b2fyy D 0 f .ax; bx/ D ax fx.ax; bx/ D bx2

试求 fxx.ax; bx/, fxy.ax; bx/, fyy.ax; bx/

解

� 练习 10.22设 f .x; y/在 R上具有连续偏导数,且 f .x; x2/ D 1

1. 若 fx.x; x
2/ D x,求 fy.x; x

2/

2. 若 fy.x; y/ D x2 C 2y,求 f .x; y/

解

� 练习 10.23设 z D f .x; y/有连续二阶偏导数,且
@2z

@x2
D
@2z

@y2
f .x; 2x/ D 5x2 f 0

x.x; 2x/ D 2x

求 f .2; 1/ D

解对 f .x; 2x/ D 5x2 两边对 x 求导

f 0
x.x; 2x/C 2f 0

y.x; 2x/ D 10x

由 f 0
x.x; 2x/ D 2x可得

f 0
y.x; 2x/ D 4x (10.7)

上式两边对 x求导

f 0
xy.x; 2x/C 2f 00

yy.x; 2x/ D 4 (10.8)

对 f 0
x.x; 2x/ D 2x两边对 x求导

f 00
xx.x; 2x/C 2f 00

xy.x; 2x/ D 2 (10.9)
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且
@2z

@x2
D
@2z

@y2
联立 (10.8)与 (10.9)解得

@2z

@x2
D
@2z

@y2
D 2; f 00

xy.x; 2x/ D 0

故
@2z

@y2
D 2 H)

@z

@y
D 2y C h.x/ H) f .x; y/ D y2 C h.x/y C g.x/

再结合条件 f .x; 2x/ D 5x2以及式 (10.7)可得

h.x/ D 0 g.x/ D x2

因此 f .x; y/ D x2 C y2,故 f .2; 1/ D 5

� 练习 10.24求极限

解

10.4 隐函数的求导公式

定义 10.2.隐函数存在定理 2

|

设函数 F.x; y; z/ 在点 P.x0; y0; z0/ 的某一领域内具有连续偏导数, 且 F.x0; y0; z0/ D 0,
Fz.x0; y0; z0/ ¤ 0,则方程 F.x; y; z/ D 0在点 .x0; y0; z0/的某一领域内恒能唯一确定一个

连续且具有连续偏导数的函数 z D f .x; y/,它满足条件 z0 D f .x0; y0/,并有
@z

@x
D �

Fx

Fz
;

@z

@y
D �

Fy

Fz

10.5 多元函数微分学的几何应用

例10.11柱面螺线: x D a cos t; y D a sin t; z D bt , t D
�

2
.

求螺线的切线和法平面.

解切点：
�
0; a;

b�

2

�
x0.t/ D .a cos t /0 D �a sin t D �a

y0.t/ D .a sin t /0 D a cos t D 0

z0.t/ D .bt/0 D b

切向量：TTT D f�a; 0; bg. 切线：
x

�a
D
y � a

0
D
z �

b�
2

b
法平面：

�a � .x � 0/C 0 � .y � a/C b �

�
z �

b�

2

�
D 0 H) ax � bz C

b2�

2
D 0

例10.12求球面 x2 C y2 C z2 D 14在点 .1; 2; 3/处的切平面及法线方程.

解 F.x; y; z/ D x2 C y2 C z2 � 14

nnn D .Fx ; Fy ; Fz/ D .2x; 2y; 2z/ H) nnn
ˇ̌̌
.1;2;3/

D .2; 4; 6/

所以在点 .1; 2; 3/处此球面的切平面方程

2.x � 1/C 4.y � 2/C 6.z � 3/ D 0 H) x C 2y C 3z � 14 D 0
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法线方程为
x � 1

1
D
y � 2

2
D
z � 3

3
H)

x

1
D
y

2
D
z

3

例10.13记曲面 z D x2 C y2 � 2x � y 在区域 D W x ⩾ 0; y ⩾ 0; 2x C y ⩽ 4上的最低点 P 处切平

面为 � ,曲线
�
x2 C y2 C z2 D 6

x C y C z D 0
在点 .1; 1;�2/处切线为 l ,则点 P 到 l 在 � 上的投影 l 0 的距离

d D

解解

�
z0
x D 2x � 2 D 0

z0
y D 2y � 1

,得唯一驻点 .1; 1
2
/ 2 D,且

A D z00
xx D 2; B D z00

xy D 0; C D z00
yy D 2

可知 A > 0;B2 �AC < 0,所以驻点为极小值点,即点 P.1; 1
2
;�5

4
/为曲面的最低点,并且该平面处

的切平面为 � W z D �
5
4
. 切线为 l 的方向向量为两曲面在 .1; 1;�2/的法向量的向量积,即

lll D nnn1 � nnn2 D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌iii jjj kkk

2 2 �4

1 1 1

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ D 6.1;�1; 0/:

所以切线方能成为
x � 1

1
D
y � 1

�1
D
z C 2

0
,平面束方程为

.x C y � 2/C �.z C 2/ D 0

于是平面 � 内的投影 l 0 方程为

�x C y � 2 D 0

z D �
5

4

. 于是点 P.1; 1
2
;�5

4
/到 l 0 的距离

d D
j1C

1
2

� 2j
p
1C 1

D

p
2

4

10.6 方向导数与梯度

定理 10.1.方向导数

~

设三元函数 u D u.x; y; z/在点 P0.x0; y0; z0/处可微, 则 u D u.x; y; z/在点 P0 处沿任一

方向 l 的方向导数都存在,且
@u

@l

ˇ̌̌̌
P0

D u0
x.P0/ cos˛ C u0

y.P0/ cosˇ C u0
z.P0/ cos 

其中 cos˛; cosˇ; cos  为方向 l 的方向余弦

定义 10.3.梯度

|

设三元函数 u D u.x; y; z/在点 P0.x0; y0; z0/具有一阶偏导数,则定义

gradu
ˇ̌̌
P0

D fu0
x.P0/; u

0
y.P0/; u

0
z.P0/g

为函数 u D u.x; y; z/在点 P0 处的梯度.
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10.7 多元函数的极值及其求法

10.7.1 多元函数的极值及最大值与最小值

定义 10.4.二元函数的极值

|

设函数 z D f .x; y/ 在点 .x0; y0/ 的某邻域内有定义，对于该邻域内异于 .x0; y0/ 的点

.x; y/：若满足不等式 f .x; y/ < f .x0; y0/，则称函数在 .x0; y0/有极大值；若满足不等式

f .x; y/ > f .x0; y0/，则称函数在 .x0; y0/有极小值；

定理 10.2.必要条件

~

设函数 z D f .x; y/在点 .x0; y0/具有偏导数，且在点 .x0; y0/处有极值，则它在该点的偏

导数必然为零：

fx.x0; y0/ D 0 fy.x0; y0/ D 0

定理 10.3.充分条件

~

设函数 z D f .x; y/ 在点 .x0; y0/ 的某邻域内连续，有一阶及二阶连续偏导数，又

fx.x0; y0/ D 0 ; fy.x0; y0/ D 0，令

fxx.x0; y0/ D A ; fxy.x0; y0/ D B ; fyy.x0; y0/ D C

则 f .x; y/在点 .x0; y0/处是否取得极值的条件如下：

(1) AC � B2 > 0时具有极值，当 A < 0时有极大值，当 A > 0时有极小值；

(2) AC � B2 < 0时没有极值；

(3) AC � B2 D 0时可能有极值,也可能没有极值，还需另作讨论．

例10.14设 f .x; y/在单位圆域 D W x2 C y2 ⩽ 1上具有一阶连续的偏导数,且满足 jf .x; y/j ⩽ 1.
证明: 在单位圆域内有一点 .x0; y0/使得�

@f

@x
.x0; y0/

�2
C

�
@f

@y
.x0; y0/

�2
⩽ 16

证明 设 g.x; y/ D f .x; y/C 2.x2 C y2/. 则在单位圆周 x2 C y2 D 1上显然有 g.x; y/ ⩾ 1.
而 g.0; 0/ ⩽ 1. 所以或者 g 在 D 上恒等于 1,或者在单位圆内存在一点 .x0; y0/,使 g 在该点取到极小值. 总
之,必在单位圆内存在一点 .x0; y0/使得

@g

@x

ˇ̌̌̌
.x0;y0/

D
@g

@y

ˇ̌̌̌
.x0;y0/

D 0

由此可得
@f

@x
.x0; y0/ D �4x0 ;

@f

@y
.x0; y0/ D �4y0

故 �
@f

@x
.x0; y0/

�2
C

�
@f

@y
.x0; y0/

�2
D 16.x20 C y20 / ⩽ 16

例10.15设在区域 D W jxj C jyj ⩽ 1上,函数 f .x; y/连续,
@f

@x
,
@f

@y
存在,且满足 jf .x; y/j ⩽ 1. 证

明: 在区域D内存在一点 .x0; y0/使得�
@f

@x
.x0; y0/

�2
C

�
@f

@y
.x0; y0/

�2
⩽ 8

证明 设 g.x; y/ D f .x; y/C .jxj C jyj/2. 则在区域D W jxj C jyj ⩽ 1上显然有 g.x; y/ ⩾ 1.
而 g.0; 0/ ⩾ 1. 所以或者 g在D上恒等于 1,或者在区域D内存在一点 .x0; y0/,使 g在该点取到极小值. 总
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之,必在区域D内存在一点 .x0; y0/使得

@g

@x

ˇ̌̌̌
.x0;y0/

D
@g

@y

ˇ̌̌̌
.x0;y0/

D 0

由此可得
@f

@x
.x0; y0/ D

@f

@y
.x0; y0/ D �2.jxj C jyj/

故 �
@f

@x
.x0; y0/

�2
C

�
@f

@y
.x0; y0/

�2
D 2

�
� 2.jxj C jyj/

�2 ⩽ 8

10.7.1.1 可微分取极值的充分条件

定理 10.4.可微分取极值的充分条件

~

设 n元函数 f .x/在点 x0 处具有二阶连续偏导数,且 rf .x0/ D 0,记 Hf .x0/为 f .x/在点

x0处的黑塞矩阵

1. 如果 Hf .x0/正定,则 x0 为 f .x/的极小值点

2. 如果 Hf .x0/负定,则 x0 为 f .x/的极大值点

3. 如果 Hf .x0/不定,则 x0 为 f .x/的鞍点

4. 其它情况需要另行判定

10.7.1.2 黑塞矩阵

定义 10.5.黑塞矩阵

|

设 n元函数 f .x/在点 P0 处对于自变量的各分量的二阶偏导数
@2f .x/

@xi@xj
.i; j D 1; 2; � � � ; n/

连续,则称矩阵

Hf .P0/ D

26666666664

@2f

@x21

@2f

@x1@x2
� � �

@2f

@x1@xn
@2f

@x2@x1

@2f

@x22
� � �

@2f

@x2@xn

� � � � � � � � �

@2f

@xn@x1

@2f

@xn@x2
� � �

@2f

@x2n

37777777775
P0

为 f .x/在点 P0 处的二阶导数或黑塞矩阵 (Hessian Matrix),也可记作 r
2f .P0/. 易知矩阵

Hf .P0/为对称矩阵.

10.7.1.3 实对称矩阵的正定性相关定义及判定

1. 实对称矩阵 A D .aij /n�n 正定的充要条件是它各阶主子式都大于 0. 即ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌a11 � � � a1r
:::

: : :
:::

ar1 � � � arr

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ > 0 ; .r D 1; 2; � � � ; n/:

2. 实对称矩阵 A D .aij /n�n 负定的充要条件是它奇数阶主子式都小于 0,偶数阶主子式大于 0.
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即

.�1/r

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌a11 � � � a1r
:::

: : :
:::

ar1 � � � arr

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ > 0 ; .r D 1; 2; � � � ; n/:

3. 实对称矩阵 A D .aij /n�n 正定: 所有特征根大于 0.
4. 实对称矩阵 A是半正定矩阵的充要条件是它的所有主子式都大于等于 0
5. 实对称矩阵 A D .aij /n�n 是半负定矩阵的充要条件是它的所有奇数阶主子式都小于等于 0,
并且它的所有偶数阶主子式大于等于 0.

6. 如果实对称矩阵 A既不是半正定的,也不是半负定的,就称 A为不定矩阵

例10.16 (第九届非数类预赛)设二元函数 f .x; y/在平面上有连续的二阶导数. 对任意角度 ˛,定义
一元函数

g˛.t/ D f .t cos˛; t sin˛/:

若对任何 ˛都有
dg˛.0/

dt
D 0且

d2g˛.0/
dt2

> 0. 证明: f .0; 0/是 f .x; y/的极小值

解方法 1由于
dg˛.0/

dt
D
�
fx ; fy

�
.0;0/

 
cos˛
sin˛

!
D 0对一切 ˛成立,

故
�
fx ; fy

�
.0;0/

D .0; 0/,即 .0; 0/是 f .x; y/的驻点. 记Hf D .x; y/ D

 
fxx fxy

fyx fyy

!
,则

d2g˛.0/
dt2

D
d
dt

"�
fx ; fy

� cos˛
sin˛

!#
.0;0/

D .cos˛; sin˛/Hf .0; 0/
 

cos˛
sin˛

!
> 0

上式对任何单位向量 .cos˛; sin˛/成立,
故Hf .0; 0/是一个正定阵,而 f .0; 0/是 f .x; y/极小值.

方法 2易得
dg˛.t/

dt
D fx cos˛ C fy sin˛,令 x D t cos˛; y D t sin˛,由已知

dg˛.0/
dt

D 0,则

dg˛.0/
dt

D fx.0; 0/ cos˛ C fy.0; 0/ sin˛ D 0

由 ˛的任意性得

�
fx.0; 0/ D 0

fy.0; 0/ D 0
,从而 .0; 0/是 f .x; y/的驻点.

d2g˛.t/
dt2

D
d
dt
�
fx cos˛ C fy sin˛

�
D
�
fxx cos˛ C fxy sin˛

�
cos˛ C

�
fyx cos˛ C fyy sin˛

�
sin˛

D fxx cos2 ˛ C 2fxy sin˛ cos˛ C fyy sin2 ˛

D sin˛ cos˛
�
fxx cot2 ˛ C 2fxy C fyy tan2 ˛

�
由已知

d2g˛.0/
dt2

D
1

2
sin 2˛

�
fxx.0; 0/ cot2 ˛ C 2fxy.0; 0/C fyy.0; 0/ tan2 ˛

�
> 0

令 ˛ D
�

4
得

fxy.0; 0/ > �
1

2

�
fxx.0; 0/C fyy.0; 0/

�
从而 �

fxy.0; 0/
�2

� fxx.0; 0/fyy.0; 0/

>
1

4

�
fxy.0; 0/

�2
C
1

2
fxx.0; 0/fyy.0; 0/C

1

4

�
fyy.0; 0/

�2
� fxx.0; 0/fyy.0; 0/

D
1

4

n�
fxy.0; 0/

�2
� 2fxx.0; 0/fyy.0; 0/C

�
fyy.0; 0/

�2o
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D
1

4

�
fxx.0; 0/ � fyy.0; 0/

�2 ⩾ 0

这就说明 B2 � AC > 0, f .0; 0/为极值. 下面证明 f .0; 0/为极小值,
d2g˛.0/

dt2
D lim
t!0

g0
˛.t/ � g0

˛.0/

t
D lim
t!0

g0
˛.t/

t
> 0

由保序性知: t > 0时, g0
˛.t/ > 0 H) g˛.t/ " ; t < 0时, g0

˛.t/ < 0 H) g0
˛.t/ #

所以 f .0; 0/是 f .x; y/极小值.

例10.17 (北京大学,2018年)设 y D '.x/在 x D 0可导, '.0/ D 0, f 在 x D 0附近二阶连续可微.
rf .x; '.x// D 0, f 在 .0; 0/的 Hessian矩阵半正定且非零矩阵. 求证 f 在 .0; 0/处取得极小值.

解 (by逆逆)由 f .x; y/在 .0; 0/附近二阶连续可微知

fx.x; y/ � fx.0; 0/ D fxx.0; 0/x C fxy.0; 0/y C o.
p
x2 C y2/;

fy.x; y/ � fy.0; 0/ D fyx.0; 0/x C fyy.0; 0/y C o.
p
x2 C y2/;

由 y D '.x/在 x D 0可导以及 rf .x; '.x// D 0知

0 D fxx.0; 0/x C fxy.0; 0/'
0.0/x C o.jxj/ H) 0 D fxx.0; 0/C fxy.0; 0/'

0.0/

0 D fyx.0; 0/x C fyy.0; 0/'
0.0/x C o.jxj/ H) 0 D fyx.0; 0/C fyy.0; 0/'

0.0/

由 f 在 .0; 0/的 Hessian矩阵 
fxx.0; 0/ fxy.0; 0/

fyx.0; 0/ fyy.0; 0/

!
D

 
fyy.0; 0/'

02.0/ �fyy.0; 0/'
0.0/

�fyy.0; 0/'
0.0/ fyy.0; 0/

!
半正定且非零知

fyy.0; 0/ > 0:

于是存在 ı > 0,使得任意满足 jxj < ı及 jyj < ı的 .x; y/,有

fyy.x; y/ > 0:

由 y D '.x/在 x D 0可导知连续,可取 0 < ı1 < ı,使得 jxj < ı1时有

j'.x/j < ı:

首先证明 '.x/在 jxj < ı1时是连续的. 否则,存在数列 xn ! x0满足条件

'.xn/ ! y0 ¤ '.x0/;

于是有

rf .x0; y0/ D lim
n!1

rf .xn; '.xn// D 0:

另一方面

fy.x0; y0/ D fy.x0; '.x0//C fyy.x0; �/.y0 � '.x0// D fyy.x0; �/.y0 � '.x0// ¤ 0;

其中 � 在 y0与 '.x0/之间,矛盾. 所以 '.x/连续. 下面我们固定 " > 0,考虑函数

f".x; y/ D f .x; y/C "x2:

设 0 < x1 < ı1,由于

rf".x1; '.x1// D rf .x1; y1/C .2"x1; 0/ D .2"x1; 0/;

即

f";x.x1; ".x1// D 2"x1 > 0;

存在领域 U.x1; '.x1// D .x1 � ıx1
; x1 C ıx1

/ � .'.x1/ � ıx1
; '.x1/ C ıx1

/, 使得任意 .x; y/ 2
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U.x1; '.x1//,均有
f";x.x; y/ > 0:

取 ı0
x1

,使得 jx � x1j < ı
0
x1
时有

j'.x/ � '.x1/j < ıx1
:

于是对于 x1 < x2 < x1 C ı0
x1
根据

f";y.x1; '.x1// D 0

以及

f";yy.x; y/ D fyy.x; y/ > 0

可得

f".x1; '.x2// ⩾ f".x1; '.x1//:

再根据 f";x.x; y/ > 0,可得
f".x2; '.x2// ⩾ f".x1; '.x2//:

因此, 0 < x1 < ı1 时,存在 ı0
x1
> 0,对于 x1 < x2 < x1 C ı0

x1
,成立

f".x2; '.x2// ⩾ f".x1; '.x1//:

由此不难得到 x > 0时, f".x; '.x//是增函数,于是

f".x; '.x// > f".0; '.0// D f .0; 0/:

令 " ! 0C 可得

f .x; '.x// ⩾ f .0; 0/:

类似可得上述不等式对于 x < 0也成立. 根据 fy.x; '.x// D 0以及 fyy.x; y/ > 0可得

f .x; y/ ⩾ f .x; '.x// ⩾ f .0; 0/:

故 f 在 .0; 0/处取得极小值.

10.7.2 条件极值 拉格朗日乘数法

例10.18设 a1; a2; � � � ; an > 0,则
a1 C a2 C � � � C an

n
⩾ n

p
a1a2 � � � an

当且仅当 a1 D a2 D � � � D an时等号成立.

证明 设 a1a2 � � � an D a,作辅助函数 F D a1 C a2 C � � � C an C �.a1a2 � � � an/.8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
:̂

F 0
a1

D 1C �a2a3 � � � an D 0;

F 0
a2

D 1C �a1a3 � � � an D 0;

� � � � � �

F 0
an

D 1C �a1a2 � � � an�1 D 0;

F 0
� D a1a2 � � � an � a D 0;

解得 a1 D a2 D � � � D an D
n
p
a. 由于 a1; a2; � � � ; an > 0,所以 a1 C a2 C � � � C an 无最大值,其最小值为

minfa1 C a2 C � � � C ang D n n
p
a;
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即 a1 C a2 C � � � C an ⩾ n n
p
a D n n

p
a1a2 � � � an,得证.

例10.19设 x; y; z 2 RC,求方程组
�
x2 C y2 C z2 D 1

7x3 C 14y3 C 21z3 D 6
的解

解考察 f .x/ D 7x3 C 14y3 C 21z3 在约束 x2 C y2 C z2 D 1下的极值

构造拉格朗日函数

L.x; y; z; �/ D 7x3 C 14y3 C 21z3 C �.x2 C y2 C z2 � 1/

由 8̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

Lx D 21x2 C 2�x D 0

Ly D 42y2 C 2�y D 0

Lz D 63z2 C 2�z D 0

x2 C y2 C z2 D 1

H)

8̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

x D �
2�

21
D
2�

21
.�1/

y D �
2�

42
D
2�

21

�
�
1

2

�
z D �

2�

63
D
2�

21

�
�
1

3

�

x2 C y2 C z2 D 1 H)

�
2�

21

�2 �
1C

1

4
C
1

9

�
D 1 H) � D �9

H) x D
6

7
; y D

3

7
; z D

2

7

故 fmin D
1

49
.63 C 2 � 33 C 3 � 23/ D 6. 因此方程组

�
x2 C y2 C z2 D 1

7x3 C 14y3 C 21z3 D 6
的解为

x D
6

7
; y D

3

7
; z D

2

7

例10.20求 u D
xy C 2yz

x2 C y2 C z2
的最大值.

解 1对于固定的常数 r > 0,我们把原问题化为下面的形式8<:u D
xy C 2yz

r

x2 C y2 C z2 D r

(10.10)

作函数 F.x; y; z/ D uC �.x2 C y2 C z2 � r/,对各变量求偏导数得
@F

@x
D
y

r
C 2�x ;

@F

@y
D
x C 2z

r
C 2�y ;

@F

@z
D
2y

r
C 2�z

令
@F

@x
D
@F

@y
D
@F

@z
D 0,得

(x D x

y2 D 5x2

z D 2x

代入 (10.10)式得 x D ˙

r
r

10
.

取

8̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

x D

r
r

10

y D

r
r

2

z D 2

r
r

10

代入 (10.10)式得 u D

rp
20

C 4 rp
20

r
D

p
5

2
即为所求.

例10.21平面曲线 L W

(x2
a2

C
y2

b2
D 1

x D 0

,绕 x 轴旋转所得曲面 S ,求曲面 S 的内接长方体体积的最

大体积

1《高等数学中的若干问题解析》P203
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证明 长方体长 2x,宽 2y,高 2z,曲面 S 方程为

x2

a2
C
y2

b2
C
z2

b2
D 1

内接长方体体积为

V D 2x � 2y � 2z D 8xyz

作拉格朗日函数

L.x; y; z/ D xyz C �

 
x2

a2
C
y2

b2
C
z2

b2
� 1

!
8̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

Lx D yz C
2�x

a2
D 0 (10.11)

Ly D xz C
2�y

b2
D 0 (10.12)

Lz D xy C
2�z

b2
D 0 (10.13)

.10:11/ � x C .10:12/ � y C .10:13/ � z,并由约束条件
x2

a2
C
y2

b2
C
z2

b2
D 1得

3xyz C 2�

 
x2

a2
C
y2

b2
C
z2

b2

!
D 0 H) 3xyz C 2� D 0 () xyz D �

2�

3

8̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

xLx D xyz C
2�x2

a2
D 0

yLy D xyz C
2�y2

b2
D 0

zLz D xyz C
2�z2

b2
D 0

H)

8̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

x D
a

p
3

y D
b

p
3

z D
b

p
3

于是,我们得到可能极值点为M
� a

p
3
;
b

p
3
;
b

p
3

�
,由实际问题的特性及点的唯一性,当x D

a
p
3
; y D

b
p
3
; z D

b
p
3
时,内接长方体的体积最大,且最大体积为

V D 8xyz D
8

3
p
3
ab2

例10.22 (18数学 3)将长为 2m的铁丝分成三段,依次围成圆、正方形与正三角形,三个图形的面积
之和是否存在最小值？若存在,求出最小值.

解 (by向禹)设分成的三段依次为 x; y; z,则 x C y C z D 2,依次围成的圆的半径、正方形的边长
与正三角形边长分别为

x

2�
,
y

4
,
z

3
,因此三个面积的和为

S D �
� x
2�

�2
C

�y
4

�2
C

p
3

4

�z
3

�2
D
x2

4�
C
y2

16
C

p
2

36
z2

法一 令 f .x; y; z; �/ D
x2

4�
C
y2

16
C

p
2

36
z2 C �.x C y C z � 2/,求驻点. 由8̂̂̂̂

ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

f 0
x D

x

2�
C � D 0

f 0
y D

y

8
C � D 0

f 0
z D

p
3

18
z C � D 0

x C y C z D 2

H)

8̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

x D
2�

� C 4C 3
p
3

y D
8

� C 4C 3
p
3

z D
6
p
3

� C 4C 3
p
3

并且Hf D diag
(
1

2�
;
1

8
;

p
3

18

)
正定,这就是面积和的最小值点,
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此时最小面积为 Smin D
1

� C 4C 3
p
3

m2:

法二 由柯西不等式 
x2

4�
C
y2

16
C

p
2

36
z2

!�
4� C 16C

36
p
3

�
⩾ .x C y C z/2 D 4;

因此当
x

2�
D

y

16
D

p
z

13
p
3
时, Smin D

1

� C 4C 3
p
3

m2:

例10.23求由方程
2x2 C y2 C z2 C 2xy � 2x � 2y � 4z C 4 D 0 (10.14)

所确定的函数 z D z.x; y/的极值.

解 [11]以 (10.14)为约束条件,取目标函数 f .x; y; z/ D z,则 Lagrange函数为

L.x; y; z; �/ D z C �.2x2 C y2 C z2 C 2xy � 2x � 2y � 4z C 4/:

令

Lx D 4�x C 2�y � 2� D 0; (10.15)

Ly D 2�x C 2�y � 2� D 0; (10.16)

Lz D 1C 2�z � 4� D 0: (10.17)

显然 � ¤ 0,于是由 (10.15)和 (10.16)得驻点为 .0; 1/. 代入 (10.14)得 z1 D 1; z2 D 3. 再由 (10.17)

得 �1 D
1

2
; �2 D �

1

2
. 由于

Lxx D 4�; Lyy D Lzz D 2�; Lxy D 2�; Lxz D Lyz D 0;

于是 L在 .0; 1; 1/与 .0; 1; 3/的 Hesse矩阵分别为0BB@
2 1 0

1 1 0

0 0 1

1CCA ;

0BB@
�2 �1 0

�1 �1 0

0 0 �1

1CCA ;
前者正定,后者负定,所以 z D 1为极小值, z D 3为极大值.

10.8 二元函数的泰勒公式

例10.24 (2018CMC)设 f .x; y/在区域 D 内可微,且

s�@f
@x

�2
C

�@f
@y

�2
⩽ M , A.x1; y1/, B.x2; y2

是D内两点,线段 AB 包含在D内. 证明:

jf .x1; y1/ � f .x2; y2/j ⩽M jABj;

其中 jABj表示线段 AB 的长度.

证明 法 I.作辅助函数
'.t/ D f

�
x1 C t .x2 � x1/; y1 C t .y2 � y1/

�
显然 '.t/在 Œ0; 1�上可导. 根据 Lagrange中值定理,存在 c 2 .0; 1/,使得

'.1/ � '.0/ D '0.c/ D
@f .u; v/

@u
.x2 � x1/C

@f .u; v/

@v
.y2 � y1/

j'.1/ � '.0/j D jf .x2; y2/ � f .x1; y1/j
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D

ˇ̌̌̌
@f .u; v/

@u
.x2 � x1/C

@f .u; v/

@v
.y2 � y1/

ˇ̌̌̌

⩽
��
@f .u; v/

@u

�2
C

�
@f .u; v/

@v

�2� 1
2
�
.x2 � x1/

2
C .y2 � y1/

2

� 1
2

⩽M jABj

法 II.由于函数可微,则偏导数存在,因此函数 f .x; y/关于 x; y 一阶可导,因此分别依据 Lagrange中值定理,
有

jf .x1; y1/ � f .x2; y2/j D jf .x1; y1/ � f .x1; y2/C f .x1; y2/ � f .x2; y2/j

D jf 0
y.x1; �/.y2 � y1/C f 0

x.�; y2/.x2 � x1/j

以上意思同上.

� 练习 10.25 设 f .x; y/ 在 x2 C y2 ⩽ 1 上有连续的二阶偏导数, f 2xx C 2f 2xy C f 2yy ⩽ M . 若
f .0; 0/ D 0; fx.0; 0/ D fy.0; 0/ D 0,证明ˇ̌̌̌

ˇ̌̌ “
x2Cy2⩽1

f .x; y/ dx dy

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ ⩽ �

p
M

4

证明在点 .0; 0/展开 f .x; y/得

f .x; y/ D
1

2

�
x
@

@x
C y

@

@y

�2
f .�x; �y/

D
1

2

 
x2

@2

@x2
C 2xy

@2

@x@y
C y2

@2

@y2

!2
f .�x; �y/

其中 � 2 .0; 1/,记 .u; v; w/ D

 
@2

@x2
C

@2

@x@y
C

@2

@y2

!
f .�x; �y/,则

f .x; y/ D
1

2

�
ux2 C 2vxy C w2y

�
已知条件 f 2xx C 2f 2xy C f 2yy ⩽M () u2 C 2v2 C w2 ⩽M

f.x/ D
1

2
fu;

p
2v;wg � fx2;

p
2xy; y2g

由于 ˇ̌̌
fu;

p
2v;wg

ˇ̌̌
D

p
u2 C 2v2 C w2 ⩽

p
M

以及 ˇ̌̌
fx2;

p
2xy; y2g

ˇ̌̌
D

q
x4 C 2x2y2 C y4 D x2 C y2

我们有 ˇ̌̌
fu;

p
2v;wg � fx2;

p
2xy; y2g

ˇ̌̌
⩽

p
M.x2 C y2/

即

jf .x; y/j ⩽ 1

2

p
M.x2 C y2/

根据保序性，从而 ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ “
x2Cy2⩽1

f .x; y/dx dy

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ ⩽ “

x2Cy2⩽1

ˇ̌
f .x; y/

ˇ̌
dx dy
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⩽
p
M

2

“
x2Cy2⩽1

.x2 C y2/dx dy D
�

p
M

4

例10.25 (18北大数分)设 f 在 .0; 0/某个邻域内二阶连续可微,求极限

lim
R!0C

1

R4

“
x2Cy2⩽R2

.f .x; y/ � f .0; 0//dx dy:

解 (by Hansschwarzkopf)根据题意,有

f .x; y/ D f .0; 0/C

2X
iD1

1

iŠ

�
x
@

@x
C y

@

@y

�i
f .0; 0/C o

�
x2 C y2

�
.x2 C y2 ! 0/:

从而 “
x2Cy2⩽R2

.f .x; y/ � f .0; 0// dx dy D
1

2

“
x2Cy2⩽R2

.fxx.0; 0/x
2

C fyy.0; 0/y
2/dx dy C o.R4/

D
�R4

8
fxx.0; 0/C

�R4

8
fyy.0; 0/C o.R4/.R ! 0C/:

因此

lim
R!0C

1

R4

“
x2Cy2⩽R2

.f .x; y/ � f .0; 0//dx dy D
�

8
fxx.0; 0/C

�

8
fyy.0; 0/:

注记: 原条件是 f 2 C 3,实际上 f 2 C 2足矣.



第 11章 重积分

11.1 二重积分的概念与性质

� 练习 11.1求极限 I D lim
n!1

1

n

"Z 1
n

1

ex
2 dx C

Z 2
n

1

ex
2 dx C � � � C

Z n�1
n

1

ex
2 dx

#
解

I D
1

n

nX
iD1

Z i
n

1

ex dx D

Z 1

0

dy
Z y

1

ex
2 dx D �

Z 1

0

dy
Z 1

y

ex
2 dx

D �

Z 1

0

ex
2 dx

Z x

0

dy D �

Z 1

0

xex
2 dx D

1

2
.1 � e/

� 练习 11.2求极限 lim
n!1

nX
iD1

�
1

.nC i C 1/2
C

1

.nC i C 2/2
C � � � C

1

.nC i C i/2

�
解

lim
n!1

nX
iD1

�
1

.nC i C 1/2
C

1

.nC i C 2/2
C � � � C

1

.nC i C i/2

�

D lim
n!1

nX
iD1

iX
jD1

1

.nC i C j /2
D lim
n!1

nX
iD1

iX
jD1

1

n2
�

1

.1C
i
n

C
j
n
/2

D

Z 1

0

Z x

0

1

.1C x C y/2
dy dx D

Z 1

0

�
�

1

1C x C y

�yDx

yD0

dx D

Z 1

0

�
1

x C 1
�

1

2x C 1

�
dx

D ln 2 �
1

2
ln 3 D ln

�
2

p
3

�

� 练习 11.3求极限 lim
n!1

1

n

nX
iD1

nX
jD1

i C j

i2 C j 2

解

lim
n!1

1

n

nX
iD1

nX
jD1

i C j

i2 C j 2
D lim
n!1

1

n2

nX
iD1

nX
jD1

i
n

C
j
n�

i
n

�2
C

�
j
n

�2
D

Z 1

0

Z 1

0

x C y

x2 C y2
dx dy

D
1

2

Z 1

0

�
ln.1C y2/ � 2 lny

�
dy C

Z 1

0

arctan 1
y

dy

D
1

2
ln 2 �

Z 1

0

y2

1C y2
dy C

Z 1

0

dy C
�

2
�

Z 1

0

arctanydy

D
�

2
C ln 2

例11.1求极限: lim
n!1

nP
jD1

jP
iD1

i

n3
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解

lim
n!1

nP
jD1

jP
iD1

i

n3
D lim
n!1

1

n

nX
jD1

1

n

jX
iD1

i

n
D

Z 1

0

dy
Z y

0

x dx D
1

2

Z 1

0

y2 dy D
1

6

例11.2计算
“
D

bx C yc dx dy,其中D D Œ0; 2� � Œ0; 2�.

解首先将区域D分为 4个小区域, Dk W k � 1 ⩽ x C y < k ; k D 1; 2; 3; 4,于是有

SD1
D
1

2
� 1 � 1 D

1

2
H)

“
D1

bx C yc dx dy D VD1
D
1

2
� 0 D 0

SD2
D
1

2
� 2 � 2 �

1

2
� 1 � 1 D

3

2
H)

“
D2

bx C yc dx dy D VD2
D
3

2
� 1 D

3

2

SD3
D
1

2
� 2 � 2 �

1

2
� 1 � 1 D

3

2
H)

“
D3

bx C yc dx dy D VD3
D
3

2
� 2 D 3

SD4
D
1

2
� 1 � 1 D

1

2
H)

“
D4

bx C yc dx dy D VD4
D
1

2
� 3 D

3

2

故 “
D

bx C yc dx dy D 0C
3

2
C 3C

3

2
D 6

例11.3计算
“
D

bx2 C y2c dx dy,其中D D f.x; y/jx2 C y2 ⩽ n; x > 0; y > 0g.

解将区域D W x > 0; y > 0; x2 C y2 ⩽ n分为 n个小区域,

Dk W k � 1 ⩽ x2 C y2 < k ; x > 0; y > 0 ; k D 1; 2; � � � ; n

这 n个小区域的面积均为
�

4
,且 bx2 C y2c在这些区域的取值为 0; 1; � � � ; n � 1,于是我们有“

D

bx2 C y2c dx dy D

nX
kD1

“
Dk

bx2 C y2c dx dy

D

nX
kD1

.k � 1/

“
Dk

dx dy D
�

4

nX
kD1

.k � 1/

D
�

8
n.n � 1/

定理 11.1.二重积分的中值定理

~

设函数 f .x; y/在闭区间D上连续, � 是D的面积,则在D上至少存在一点 .�; �/ ,使得“
D

f .x; y/ d� D f .�; �/�

例11.4设区域D:x2 C y2 � r2,求 lim
r!0

1

�r2

“
D

ex
2�y2 cos .x C y/dx dy

解

lim
r!0

1

�r2

“
D

ex
2�y2 cos .x C y/dx dy

D lim
r!0

1

�r2
e�

2��2 cos .� C �/ � �r2
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D lim
r!0

.�;�/!.0;0/

e�
2��2 cos .� C �/ D 1

� 练习 11.4证明不等式：

2�
�p

17 � 4
�

�

“
x2Cy2�1

dxdyp
16C sin2x C sin2y

�
�

4
:

解左边不等式：“
x2Cy2⩽1

dxdyp
16C sin2x C sin2y

⩾
“

x2Cy2⩽1

dxdyp
16C x2 C y2

D 2�.16C r2/1=2
ˇ̌̌1
0

D 2�
�p

17 � 4
�
:

右边不等式： “
x2Cy2⩽1

dx dyp
16C sin2 x C sin2 y

⩽ 4

“
x2Cy2⩽1

dx dy D
�

4

例11.5设二元函数 f .x; y/在区域

D D
˚
0 ⩽ x ⩽ 1; 0 ⩽ y ⩽ 1

	
上具有连续的四阶偏导数, f .x; y/在D的边界上恒为零,且

ˇ̌̌̌
@4f

@x2@y2

ˇ̌̌̌
⩽ 3,试证明ˇ̌̌̌ “

D

f .x; y/ dx dy
ˇ̌̌̌
⩽ 1

48

解 (by xwmath)1由于 f .x; y/在D的边界上恒为零,所以Z 1

0

x.1 � x/
@4f

@x2@y2
dx D

Z 1

0

x.1 � x/ d @3f

@x@y2

D

�
@3f

@x@y2
x.1 � x/

�1
0

�

Z 1

0

@3f

@x@y2
.1 � 2x/ dx

D

Z 1

0

.2x � 1/d@
3f

@y2
D

�
.2x � 1/

@2f

@y2

�1
0

� 2

Z 1

0

@2f

@y2
dx

D �2

Z 1

0

@2f

@y2
dx

类似可得 Z 1

0

y.1 � y/
@2f

@y2
dy D

Z 1

0

y.1 � y/ d@f
@y

D

"
y.1 � y/

@f

@y

ˇ̌̌̌1
0

�

Z 1

0

.1 � 2y/
@f

@y
dy

D

Z 1

0

.2y � 1/df .x; y/

D Œ.2y � 1/f .x; y/�10 � 2

Z 1

0

f .x; y/ dy

D �2

Z 1

0

f .x; y/ dy

将两个结果分别视为二重积分中的两个累次积分计算,于是可得“
D

x.1 � x/y.1 � y/
@4f

@x2@y2
dx dy D �2

Z 1

0

�
�2

Z 1

0

f .x; y/ dy
�

dx

1考研竞赛数学：每日一题 271：多元函数高阶偏导数条件的不等式证明
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D 4

Z 1

0

�Z 1

0

f .x; y/ dy
�

dx D 4

“
D

f .x; y/ dx dy

于是由

ˇ̌̌̌
@4f

@x2@y2

ˇ̌̌̌
⩽ 3,得ˇ̌̌̌“

D

f .x; y/ dx dy
ˇ̌̌̌

D
1

4

ˇ̌̌̌“
D

xy.1 � x/.1 � y/
@4f

@x2@y2
dx dy

ˇ̌̌̌
⩽ 3

4

ˇ̌̌̌“
D

xy.1 � x/.1 � y/ dx dy
ˇ̌̌̌

D
3

4

ˇ̌̌̌Z 1

0

x.1 � x/ dx
Z 1

0

y.1 � y/ dy
ˇ̌̌̌

D
3

4

ˇ̌̌̌Z 1

0

x.1 � x/ dx
Z 1

0

y.1 � y/ dy
ˇ̌̌̌

D
3

4

�Z 1

0

x.1 � x/ dx
�2

D
3

4
�
1

36
D

1

48

11.2 二重积分的计算法

� 练习 11.5设平面区域D D f.x; y/j1 ⩽ x2 C y2 ⩽ 4; x ⩾ 0; y ⩾ 0g,设 f .x; y/为D上的连续函数，

且有

f .x; y/ D sin.�
p
x2 C y2/ �

1

�

“
D

xf .x; y/

x C y
dxdy

求 f .x; y/

解由

f .x; y/ D sin.�
p
x2 C y2/ �

1

�

“
D

xf .x; y/

x C y
dxdy

得
xf .x; y/

x C y
D
x sin.�

p
x2 C y2/

x C y
�
1

�

x

x C y

“
D

xf .x; y/

x C y
dxdy

注意到

“
D

xf .x; y/

x C y
dxdy 是个常数，故令 C D

“
D

xf .x; y/

x C y
dxdy

则

C D

“
D

xf .x; y/

x C y
dxdy D

“
D

x sin.�
p
x2 C y2/

x C y
dxdy �

C

�

“
D

x

x C y
dxdy

其中 “
D

x sin.�
p
x2 C y2/

x C y
dxdy 轮换对称性

HHHHHHHH

“
D

y sin.�
p
x2 C y2/

x C y
dxdy

D
1

2

“
D

sin.�
p
x2 C y2/dxdy

D
1

2

Z �
2

0

d�
Z 2

1

� sin.��/d� D �
3

4“
D

x

x C y
dxdy 轮换对称性

HHHHHHHH

“
D

y

x C y
dxdy
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D
1

2

“
D

dxdy D
15�

8

由此可知 C D �
23

6
,故 f .x; y/ D sin.�

p
x2 C y2/C

23

6�

例11.6设函数 f .x/满足

f .x/ D x2 C x

Z x2

0

f .x2 � t /dt C

“
D

f .xy/dx dy

其中D是以 .�1;�1/; .1;�1/; .1; 1/为顶点的三角形,且 f .1/ D 0,求
Z 1

0

f .x/dx

解法 1令
“
D

f .xy/dx dy D A,则

f .x/ D x2 C x

Z x2

0

f .x2 � t /dt C A

以 xy 替换 x

f .xy/ D x2y2 C xy

Z x2y2

0

f .xy � t/ dt C A

A D

“
D

x2y2 dx dy C

“
D

"
xy

Z x2y2

0

f .xy � t/ dt
#

dx dy C

“
D

Adx dy

D
2

9
C

“
D

"
xy

Z x2y2

0

f .xy � t/ dt
#

dx dy C 2A

uDxy�t
HHHHHHH

2

9
C

“
D

"
xy

Z x2y2

0

f .u/ du
#

dx dy C 2A D
2

9
C 2A

即 A D
2

9
C 2A H) A D �

2

9
.

法 2(by湖工 hfg)令
“
D

f .xy/ dx dy D A,由 f .�x/ D x2 � x

Z x2

0

f .x2 � t /dt C A,则对任意 x

有

f .x/C f .�x/ D 2x2 C 2A (11.1)

根据函数 f .xy/的性质,显然有“
D2

f .xy/ dx dy D

“
D1

f .xy/ dx dy“
D4

f .xy/ dx dy D

“
D3

f .xy/ dx dy

𝑥

𝑦

𝑜
𝐷1

𝐷2

𝐷3𝐷4

故 “
D

f .xy/dx dy D

“
D1

�
f .xy/C f .�xy/

�
dx dy C

“
D3

�
f .xy/C f .�xy/

�
dx dy

(11.1)
HHHH

“
D1

�
2.xy/2 C 2A

�
dx dy C

“
D3

�
2.xy/2 C 2A

�
dx dy

D
2

9
C 2A

即 A D
2

9
C 2A H) A D �

2

9
. 于是

f .x/ D x2 C x

Z x2

0

f .x2 � t /dt �
9

2
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uDx2�t
HHHHHH x2 C x

Z x2

0

f .u/ du �
9

2

结合已知条件 f .1/ D 0代入,所以有

0 D 1C

Z 1

0

f .u/ du �
2

9
H)

Z 1

0

f .u/ du D �
7

9

11.2.1 交换积分次序2

例11.7交换累次积分的顺序
Z 1

0

dy
Z 3�y

1�
p
1�y2

f .x; y/ dx

解

𝑥

𝑦

3

1

𝑜
Z 1

0

dy
Z 3�y

1�
p
1�y2

f .x; y/ dx

D

Z 1

0

dx
Z p

2x�x2

0

f .x; y/ dy C

Z 2

1

dx
Z 1

0

f .x; y/ dy C

Z 3

2

dx
Z 3�x

0

f .x; y/ dy

例11.8交换二重积分的积分次序
Z 0

�1

dy
Z 1�y

2

f .x; y/dx.

解 Z 0

�1

dy
Z 1�y

2

f .x; y/dx D �

Z 0

�1

dy
Z 2

1�y

f .x; y/dx

D �

“
D

f .x; y/ dxdy

D �

Z 2

1

dx
Z 0

1�x

f .x; y/dy

D

Z 2

1

dx
Z 1�x

0

f .x; y/dy

1

�1

1

o
2

x

y

�
注意注意积分上下限次序

例11.9交换二重积分的积分次序
Z 2�

0

dx
Z sinx

0

f .x; y/ dy.

解

2二重积分交换积分次序结果可能改变。被积函数需满足 Fubini’s Theorem中的条件
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x

y

o π
2

π 3π
2

2π

−1

1

从而 Z 2�

0

dx
Z sinx

0

f .x; y/ dy

D

Z �

0

dx
Z sinx

0

f .x; y/ dy�

Z 2�

�

dx
Z 0

sinx
f .x; y/ dy

D

Z 1

0

dy
Z ��arcsiny

arcsiny
f .x; y/ dx�

Z 0

�1

dy
Z 2�Carcsiny

��arcsiny
f .x; y/ dx

例11.10在极坐标下交换积分次序Z �
2

� �
4

d�
Z 2 cos �

0

rf .r cos �; r sin �/dr

解法 I(类直角坐标法).积分区域D

√
2

θ

r

o π
2−π

4

D W

�
0 ⩽ r ⩽ 2 cos �
�
�

4
⩽ � ⩽ �

2

由于 r D arccos � 的定义域为 0 ⩽ � ⩽ � ,故

� D

�
� arccos r

2
; �

�
4
⩽ � ⩽ 0

arccos r
2
; 0 ⩽ � ⩽ �

2

草绿色的区域D1

D1 W

�p
2 ⩽ r ⩽ 2

� arccos r
2
⩽ � ⩽ arccos r

2

粉红色的区域D2

D2 W

�
0 ⩽ r ⩽

p
2

�
�

4
⩽ � ⩽ arccos r

2

根据积分区域的划分可得

I D

Z �
2

� �
4

d�
Z 2 cosx

0

rf .r cos �; r sin �/ dr

D

“
品红色的区域

rf .r cos �; r sin �/ dr d� C

“
原谅色的区域

rf .r cos �; r sin �/ dr d�

D

Z p
2

0

dr
Z arccos r

2

� �
4

rf .r cos �; r sin �/ d� C

Z 2

p
2

dr
Z arccos r

2

� arccos r
2

rf .r cos �; r sin �/d�

其它的解法参考http://kaoyan.xdf.cn/201611/10564802.html

http://kaoyan.xdf.cn/201611/10564802.html
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� 练习 11.6交换二重积分的积分次序

I D

Z 1

0

dx
Z 1

0

f .x; y/dy

解

I D

Z �
4

0

d�
Z sec �

0

f .� cos �; � sin �/�d�C

Z �
2

�
4

d�
Z csc �

0

f .� cos �; � sin �/�d�

D

Z 1

0

�d�
Z �

2

0

f .� cos �; � sin �/d� C

Z p
2

1

�d�
Z arcsin 1

�

arccos 1
�

f .� cos �; � sin �/d�

� 练习 11.7 对积分
“
D

f .x; y/ dx dy 作极坐标变换, 并表示为不同次序的累次积分, 其中 D D

f.x; y/j0 ⩽ 1; 0 ⩽ x C y ⩽ 1g

解

经过极坐标变换后, D可分解为二个 � 型区域:

G1 D

�
.r; �/

ˇ̌̌̌
�
�

4
⩽ � ⩽ 0; 0 ⩽ r ⩽ sec x

�
G2 D

�
.r; �/

ˇ̌̌̌
0 ⩽ � ⩽ �

2
; 0 ⩽ r ⩽ 1

sin � C cos �

�
又可分解为四个 r 型区域 (见图 (b)):

D1 D

(
.r; �/

ˇ̌̌̌
0 ⩽ r ⩽

p
2

2
;�
�

4
⩽ � ⩽ �

2

)

D2 D

(
.r; �/

ˇ̌̌̌p
2

2
⩽ r ⩽ 1;�

�

4
⩽ � ⩽ �

4
� arccos 1

p
2r

)

D3 D

(
.r; �/

ˇ̌̌̌p
2

2
⩽ r ⩽ 1;

�

4
C arccos 1

p
2r

⩽ � ⩽ �

2

)

D4 D

�
.r; �/

ˇ̌̌̌
1 ⩽ r ⩽

p
2;�

�

4
⩽ � ⩽ � arccos 1

r

�
于是

I D I1 C I2 D J1 C J2 C J3 C J4
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其中

I1 D

Z 0

� �
2

d�
Z sec �

0

rf .r cos �; r sin �/dr

I2 D

Z �
2

0

d�
Z 1

sin �Ccos �

0

rf .r cos �; r sin �/ dr

J1 D

Z p
2

2

0

dr
Z �

2

� �
4

rf .r cos �; r sin �/d�

J2 D

Z 1

p
2

2

dr
Z �

4 �arccos 1p
2r

� �
4

rf .r cos �; r sin �/ d�

J3 D

Z 1

p
2

2

dr
Z �

2

�
4 Carccos 1p

2r

rf .r cos �; r sin �/d�

J4 D

Z p
2

1

dr
Z � arccos 1

r

� �
4

rf .r cos �; r sin �/d�

11.2.2 利用直角坐标计算二重积分

例11.11 (2019川大竞赛)设D D f.x; y/jx2 C y2 ⩽ 1g,则
“
D

p
25 � .3x C 4y/2 dx dy.

解令 u D
3

5
x C

4

5
y,固定 u为常数,注意坐标原点到直线

u D
3

5
x C

4

5
y

的距离恰好为 juj,平行于该直线划分D,可选择面积元

dx dy D 2
p
1 � u2 du .juj ⩽ 1/

因此 “
D

p
25 � .3x C 4y/2 dx dy D

Z 1

�1

p
25 � .5u/2 � 2

p
1 � u2 du

D 10

Z 1

�1

.1 � u2/du D
40

3

� 练习 11.8计算二重积分
“

Œ0;1��Œ0:1�

jx2 C y2 � 1j dx dy.

解令

D D Œ0; 1� � Œ0; 1�;D1 D D \ f.x; y/ W x2 C y2 ⩽ 1g;D2 D D \ f.x; y/ W x2 C y2 ⩾ 1g;

则 “
Œ0;1��Œ0:1�

jx2 C y2 � 1jdxdy D

“
D1

jx2 C y2 � 1jdxdy C

“
D2

jx2 C y2 � 1jdxdy;

“
D1

jx2 C y2 � 1jdxdy D

“
D1

.1 � x2 � y2/dxdy

D

“
D1

dxdy
Z 1�x2�y2

0

dz D

Z 1

0

dz
“

x2Cy2⩽1�z

x;y⩾0

dxdy
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D
�

4

Z 1

0

.1 � z/dz D
�

8
;

“
D2

jx2 C y2 � 1jdxdy D

“
D2

.x2 C y2 � 1/dxdy

D

“
D

.x2 C y2 � 1/dxdy �

“
D1

.x2 C y2 � 1/dxdy

D

“
D

.x2 C y2 � 1/dxdy C

“
D1

.1 � x2 � y2/dxdy

D �
1

3
C
�

8
:

最后得到 “
Œ0;1��Œ0:1�

jx2 C y2 � 1jdxdy D

“
D1

jx2 C y2 � 1jdxdy C

“
D2

jx2 C y2 � 1jdxdy

D
�

4
�
1

3

� 练习 11.9证明: lim
t!C1

�
e�t

Z t

0

Z t

0

ex � ey

x � y
dx dy

�
D C1:

解

F.t/ D 2

Z t

0

dx
Z x

0

ex � ey

x � y
dy

D 2

Z t

0

ex dx
Z x

0

1 � ey�x

x � y
dy

D 2

Z x

0

ex dx
Z x

0

1 � e�u

u
du

⩾ 2

Z t

0

ex dx
Z x

0

du
1C u

D 2

Z t

0

ex ln.1C x/ dx D 2et ln.1C t / � 2

Z t

0

ex dx
1C x

⩾ 2et ln.1C t/ � 2

Z t

0

ex dx

D 2et ln.1C t/ � 2.et � 1/;8t > 0:

故

e�tF.t/ ⩾ 2 ln.1C t / � 2.1 � e�t / ! C1.t ! C1/:

从而

lim
t!C1

e�t

Z t

0

Z t

0

ex � ey

x � y
dx dy D lim

t!C1
e�tF.t/ D C1:

例11.12设 u.x/ 2 CŒ0; 1�且 u.x/ D 1C �

Z 1

x

u.y/u.y � x/dy. 试证: � ⩽ 1

2

解等式两边对 x 从 0到 1积分，得Z 1

0

u.x/ dx D

Z 1

0

1dx C �

Z 1

0

dx
Z 1

x

u.y/u.y � x/ dy

D 1C �

Z 1

0

dx
Z 1

x

u.y/u.y � x/dy
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交换积分次序
HHHHHHHHH 1C �

Z 1

0

u.y/dy
Z y

0

u.y � x/dx

y�xDt
HHHHHH 1C �

Z 1

0

u.y/ dy
Z y

0

u.t/ dt

轮换对称性
HHHHHHHH 1C �

Z 1

0

u.t/dt
Z t

0

u.y/ dy

D 1C
�

2

Z 1

0

u.y/dy
Z 1

0

u.t/ dt

设

Z 1

0

u.x/ dx D a,故

a D 1C
�

2
a2 H) � D 1 � 4 �

�

2
⩾ 0 H) � ⩽ 1

2

例11.13计算: lim
n!1

Z 260n�

0

t j sin t j“
D

x dx dy
dt ,其中D W x2 � 260x C y2 ⩽ n2 � 260n

证明 (by蓝兔兔)

lim
n!1

Z 260n�

0

t j sin t j“
D

x dx dy
dt D lim

n!1

Z 260n�

0
t j sin t j dt“

D

x dx dy

D lim
n!1

.260n/2�

130�.n � 130/2
D 520

例11.14计算积分: Z 1

0

arctan
p
2C x2

.1C x2/
p
2C x2

dx

解

�2

16
D

Z 1

0

Z 1

0

dxdy
.1C x2/.1C y2/

D

Z 1

0

Z 1

0

�
1

.1C x2/.2C x2 C y2/
C

1

.1C y2/.2C x2 C y2/

�
dxdy

D 2

Z 1

0

Z 1

0

1

.1C x2/.2C x2 C y2/
dydx

D 2

Z 1

0

1

.1C x2/
p
2C x2

arctan 1
p
2C x2

dx

D 2

Z 1

0

 
�

2.1C x2/
p
2C x2

�
arctan

p
2C x2

.1C x2/
p
2C x2

!
dx

D
�2

6
� 2

Z 1

0

arctan
p
2C x2

.1C x2/
p
2C x2

dx

)

Z 1

0

arctan
p
2C x2

.1C x2/
p
2C x2

dx D
5

96
�2

例11.15平面上由 2 ⩽ x

x2 C y2
⩽ 4与 2 ⩽ y

x2 C y2
⩽ 4所确定的区域记为 �. 证明:“

D

1

xy
dx dy D ln2 2

解积分区域关于 y D x 对称,被积函数也关于 y D x对称.
只须考虑从 x轴到 y D x所夹的一部分.
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曲线 x2 C y2 D
x

2
,x2 C y2 D

x

4
,x2 C y2 D

y

2
,x2 C y2 D

y

4
的极坐标方程分别是

r D
1

2
cos �; r D

1

4
cos �; r D

1

2
sin �; r D

1

4
sin �

而 r D
1

4
cos � 与 r D

1

2
sin � 的交点为

�
1

2
p
5
; arctan 1

2

�
,所以“

D

1

xy
dx dy D 2

Z �
4

arctan 1
2

d�
Z 1

2 sin �

1
4 cos �

dr
r cos � sin �

D 2

Z �
4

arctan 1
2

1

cos � sin �
ln

1
2

sin �
1
4

cos �
d�

D 2

Z �
4

arctan 1
2

ln.2 tan �/
tan �

sec2 � d�

D 2 �
1

2
ln2.2 tan �/

ˇ̌̌̌�
4

arctan 1
2

D ln2 2

例11.16设平面区域D由曲线

�
x D t � sin t
y D 1 � cos t

.0 ⩽ t ⩽ 2�/与 x 轴围成，

计算二重积分

“
D

.x C 2y/ dx dy

解积分区域参考同济 7高数 p372页“
D

.x C 2y/dx dy D

Z 2�

0

dx
Z y.x/

0

.x C 2y/ dy D

Z 2�

0

.x C y/y dx

D

Z 2�

0

�
t � sin t C 1 � cos t

�
.1 � cos t/2 dt

uDt��
HHHHHH

Z �

��

�
uC � C sinuC 1C cosu

�
.1C cosu/2 du

奇偶性
HHHHH 2

Z �

0

�
� C 1C cosu

�
.1C cosu/2 du

�Du� �
2

HHHHHH 2

Z �
2

� �
2

�
� C 1 � sin �

�
.1 � sin �/2 d�

D 2�

Z �
2

� �
2

.1 � sin �/2 d� C 2

Z �
2

� �
2

.1 � sin �/3 d�

奇偶性
HHHHH 4�

Z �
2

0

.1C sin2 �/d� C 4

Z �
2

0

.1C 3 sin2 �/d�

Wallis
HHHHH 4�

��
2

C
1

2
�
�

2

�
C 4

��
2

C 3 �
1

2
�
�

2

�
D �.3� C 5/

例11.17 (AMM12011)计算 lim
n!C1

�
1

nŠ

Z C1

0

Z C1

0

xn � yn

ex � ey
dx dy � 2n

�
证明 (by向禹)显然 Z C1

0

Z C1

0

xn � yn

ex � ey
dx dy D 2

Z C1

0

Z x

0

xn � yn

ex � ey
dy dx

因此,我们只需计算 lim
n!C1

�
1

nŠ

Z C1

0

Z x

0

xn � yn

ex � ey
dy dx � n

�
即可.

Z C1

0

Z x

0

xn � yn

ex � ey
dy dx D

Z C1

0

Z x

0
e�x xn � yn

1 � e�.x�y/
dy dx
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D

Z C1

0

Z x

0
e�x.xn � yn/

1X
kD0

e�k.x�y/ dy dx

D n � nŠC

Z C1

0

Z x

0
e�.kC1/x.xn � yn/

1X
kD0

eky dy dx

这里 Z C1

0

Z x

0
e�x.xn � yn/dy dx D

n

nC 1

Z C1

0
xne�x dx D n � nŠ

而 Z C1

0

Z x

0
e�.kC1/xxneky dy dx D

Z C1

0
e�.kC1/xxn

ekx � 1

k
dx D nŠ

�
1

k
�

1

k.k C 1/nC1

�
Z C1

0

Z x

0
e�.kC1/xyneky dy dx D

Z C1

0

Z C1

y
e�.kC1/xyneky dx dy

D
1

k C 1

Z C1

0
yne�y dy D

nŠ

C1

因此

1

nŠ

Z C1

0

Z x

0

xn � yn

ex � ey
dy dx � n D

1

nŠ

1X
kD1

nŠ

�
1

k
�

1

k.k C 1/nC1
�

1

k C 1

�

D 1 �

1X
kD1

1

k.k C 1/nC1
! 1 .n ! C1/

因此原极限为 2

11.2.3 利用极坐标计算二重积分

例11.18计算二重积分
“

Œ0;1��Œ0:1�

jx2 C y2 � 1j dx dy.

解法 I.用极坐标变换,正方形区域变成

� W 0 ⩽ r ⩽ minfsec �; csc �g; 0 ⩽ � ⩽ �

2
:

根据对称性,得到 “
Œ0;1��Œ0;1�

jx2 C y2 � 1j dx dy D

Z �
2

0

d�

Z minfsec �;csc �g

0

r jr2 � 1jdr

D 2

Z �
4

0

d�

Z sec �

0

r jr2 � 1jdr

D

Z �
4

0

d�

Z sec �

0

jr2 � 1jd.r2 � 1/

D
1

2

Z �
4

0

jr2 � 1j.r2 � 1/
ˇ̌̌sec �

0
d�

D
1

2

Z �
4

0

.tan4 � C 1/d� D
�

4
�
1

3
:

法 II. “
Œ0;1��Œ0:1�

jx2 C y2 � 1jdxdy D

Z �
2

0

d�
Z minfsec �;csc �g

0

r jr2 � 1jdr

D

Z �
2

0

d�
Z 1

0

r.1 � r2/dr C

Z �
2

0

d�
Z minfsec �;csc �g

1

r.r2 � 1/dr
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D
�

8
C 2

Z �
4

0

d�
Z sec �

1

r.r2 � 1/dr D
�

4
�
1

3
:

例11.19计算
“
D

.x C y/ dx dy,其中D为 x2 C y2 D x C y 所围成的区域

解 [4]原区域为 x2 C y2 ⩽ x C y. 极坐标变换为�
x D r cos �
y D r sin �

附带的限制是 �
r ⩾ 0

0 ⩽ � ⩽ 2�

这样变换后的区域为 8̂̂̂<̂
ˆ̂:
r ⩽

p
2 sin

�
� C

�

4

�
r ⩾ 0

0 ⩽ � ⩽ 2�

需要注意原积分并不等于 Z 2�

0

d�
Z cos �Csin �

0

r.sin � C cos �/r dr

通常, 应该化个草图, 来看出新变量真正的取值范围从图中可以看出新的积分区域为红色阴影区

域和蓝色阴影区域相交部分,即 (
0 ⩽ r ⩽

p
2 sin

�
� C

�

4

�
� 2

h
0;
3�

4

i
[

h
2� �

�

4
; 2�

i
由于 � 在

h
2� �

�

4
; 2�

i
这一段可以看作与 � 在

h
�
�

4
; 0
i
的那一段是一样的,所以新区域又可以

写成 (
0 ⩽ r ⩽

p
2 sin

�
� C

�

4

�
�
�

4
⩽ � ⩽ 3�

4
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如果你未卜先知,可以一开始就将变量代换中 � 的范围定为
h

�
�

4
;
7�

4

i
或 Œ��; ��. 于是“

D

.x C y/ dx dy D

Z 3�
4

� �
4

d�
Z p

2 sin
�
�C �

4

�
0

p
2r2 sin

�
� C

�

4

�
dr

D

Z 3�
4

� �
4

4

3
sin4

�
� C

�

4

�
d� D

Z �

0

4

3
sin4 �

D
8

3

Z �
2

0

sin4 � Wallis公式
HHHHHHH

�

2

也可以这样做“
D

.x C y/ dx dy D

Z p
2

0

dr
Z 3�

4 �arcsin rp
2

� �
4 Carcsin rp

2

p
2r2 sin

�
� C

�

4

�
dr

D

Z p
2

0

2r2
p
2 � r2 dr rD

p
2 sin'

HHHHHHHH

Z �
2

0

8 sin2 ' cos2 ' d'

D 2

Z �
2

0

sin 2' d' D
�

2

11.2.4 二重积分的换元法

定理 11.2.二重积分的换元公式

~

设 f .x; y/在 xOy 平面上的闭区域D上连续,若变换

T W x D x.u; v/; y D y.u; v/

将 uOv平面上的闭区域D0 变为 xOy 平面上的D,且满足
(1) x.u; v/, y.u; v/在D0 上具有一阶连续偏导数

(2) 在D0 上雅可比式

J.u; v/ D
@.x; y/

@.u; v/
D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌@x@u @x

@v

@y

@u

@y

@v

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ ¤ 0

(3) 变换 T W D0 ⇒ D是一对一的

则有 “
D

f .x; y/ dxdy D

“
D0

f Œx.u; v/; y.u; v/�
ˇ̌
J
ˇ̌
dudv

� 练习 11.10证明 “
S

f .ax C by C c/dxdy D 2

Z 1

�1

p
1 � u2f

�
u
p
a2 C b2 C c

�
du

其中 S W x2 C y2 ⩽ 1; a2 C b2 ¤ 0

解作正交变换:
u D

1
p
a2 C b2

.ax; by/; v D
1

p
a2 C b2

.ay; bx/

则 x2 C y2 D u2 C v2,因此 x2 C y2 ⩽ 1变成 u2 C v2 ⩽ 1且

@.x; y/

@.u; v/
D

1

a2 C b2

ˇ̌̌̌
ˇa �b

b a

ˇ̌̌̌
ˇ D 1
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所以 “
S

f .ax C by C c/dxdy D

“
u2Cv2⩽1

f
�p
a2 C b2uC c

�
dxdv

而 ˚
u2 C v2 ⩽ 0

	
D
˚
.u; v/j � 1 ⩽ u ⩽ 1;�

p
1 � u2 ⩽ v ⩽

p
1 � u2

	
所以 “

S

f .ax C by C c/dxdy D

Z 1

�1

du
Z p

1�u2

�
p
1�u2

f
�
u
p
a2 C b2 C c

�
dv

D

Z 1

�1

f
�
u
p
a2 C b2 C c

�
du
Z p

1�u2

�
p
1�u2

dv

D 2

Z 1

�1

p
1 � u2f

�
u
p
a2 C b2 C c

�
du

� 练习 11.11设平面区域D D

�
.x; y/

ˇ̌̌x2
4

C y2 ⩽ 1; x ⩾ 0; y ⩾ 0

�
,

计算二重积分

“
D

jx � yj d�

解作代换 8̂<̂
:
x D 2� cos �

y D � sin �
H) J.�; �/ D

@.x; y/

@.�; �/
D

ˇ̌̌̌
ˇ2 cos � �2� sin �

sin � � cos �

ˇ̌̌̌
ˇ D 2�

x D y H) � D arctan 2“
D

jx � yj d� D

“
D1

.x � y/ d� C

“
D2

.y � x/ d�

D

Z arctan2

0

d�
Z 1

0

2�.2� cos � � � sin �/d�

C

Z �
2

arctan2
d�
Z 1

0

2�.� sin � � 2� cos �/d�

D

Z arctan2

0

2

3
.2 cos � � sin �/d� C

Z �
2

arctan2

2

3
.sin � � 2 cos �/d�

D
2

3
.2 sin � C cos �/

ˇ̌̌arctan2

0
C
2

3
.� cos � � 2 sin �/

ˇ̌̌�
2

arctan2

D
2

3
.4 sin arctan 2C 2 cos arctan 2 � 3/

D
4

3

p
5 � 2

其中

1

p u
2 C

1

x

u

tan x D u H) x D arctanu8̂̂̂<̂
ˆ̂:

sin x D sin arctanu D
u

p
uC1

cos x D cos arctanu D
1

p
uC1

� 练习 11.12计算积分
“
D

.x C y/ ln
�
1C

y
x

�
p
1 � x � y

dx dy 其中区域 D 是由直线 x C y D 1与两坐标轴所
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围成的三角形区域

解令 u D x C y, v D
y

x
,其雅可比行列式为

J.u; v/ D
@.x; y/

@.u; v/
D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ 1

1C v
�

u

.1C v/2

v

1C v

u

.1C v/2

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ D

u

.1C v/2

区域D变为D0 ,即 8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:
x D 0 H)

u

1C v
D 0 H) u D 0

y D 0 H)
uv

1C v
D 0 H) uv D 0

x C y D 1 H)
u

1C v
C

uv

1C v
D 1 , u D 1

区域D与区域D0 如图所示

1

1

D

x

y
x+ y = 1

o 1

1

D′

u

v
u = 1

o

那么有 “
D

.x C y/ ln
�
1C

y
x

�
p
1 � x � y

dx dy D

“
D0

u ln.1C v/
p
1 � u

�
juj

.1C v/2
dudv

D

Z C1

0

dv
Z 1

0

u2 ln.1C v/

.1C v/2
p
1 � u

du

D

Z C1

0

ln.1C v/

.1C v/2
dv
Z 1

0

u2
p
1 � u

du

其中

J D

Z C1

0

ln.1C v/

.1C v/2
dv K D

Z 1

0

u2
p
1 � u

du

D

�
�

ln.1C v/

1C v

�C1

0

C

Z C1

0

1

.1C v/2
dv D B

�
3;
1

2

�

D 0 �

�
1

1C v

�C1

0

D 1 D

�.3/�
�
1
2

�
�.7

2

� D
2
p
�

15
p
�

8

D
16

15

故 “
D

.x C y/ ln
�
1C

y
x

�
p
1 � x � y

dx dy D 1 �
16

15
D
16

15
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� 练习 11.13计算 “
p
xC

p
y⩽1

3

q
p
x C

p
y dxdy

解作变换 8<:x D �4 cos4 �

y D �4 sin4 �
H) J D 16�7 cos3 � sin3 �

在这变换下,区域D D
˚
.x; y/

ˇ̌p
x C

p
y ⩽ 1

	
对应区域D0

D

n
.�; �/

ˇ̌̌
0 ⩽ � ⩽ �

2
; 0 ⩽ � ⩽ 1

ˇ̌o
因此有 “

p
xC

p
y⩽1

3

q
p
x C

p
y dxdy D 16

Z �
2

0

cos3 � sin3 �d�
Z 1

0

�
23
3 d� D

2

13

例11.20
“
D

y dx dy,其中D是由 x轴 y 轴与曲线

r
x

a
C

r
y

b
D 1围成, a > 0; b > 0

解作变换 �
x D ar4 cos4 �
y D br4 sin4 �

H) J D
@.x; y/

@.r; �/
D 16abr7 cos3 � sin3 �

原区域D变D0, D0
D
˚
.�; �/

ˇ̌
0 ⩽ � ⩽ �

2
; 0 ⩽ r ⩽ 1

ˇ̌	
. 因此有“

D

y dx dy D

Z �
2

0

d�
Z 1

0

br4 sin4 � � 16abr7 cos3 � sin3 � dr

D 16ab2
Z �

2

0

cos3 � sin7 � d�
Z 1

0

r11 dr

D
4

3
ab2

Z �
2

0

cos �.1 � sin2 �/ sin7 � d�

D
4

3
ab2

�
1

8
sin8 � �

1

10
sin10 �

��
2

0

D
ab2

30

� 练习 11.14计算
“
D

jxyj dx dy, D D

�
.x; y/

ˇ̌̌̌
x2

a2
C
y2

b2
⩽ 1

�
.

解作代换 8̂<̂
:
x D a� cos �

y D b� sin �
H) J.�; �/ D

@.x; y/

@.�; �/
D

ˇ̌̌̌
ˇa cos � �a� sin �
b sin � b� cos �

ˇ̌̌̌
ˇ D ab�

在这变换下,区域D D

�
.x; y/

ˇ̌̌̌
x2

a2
C
y2

b2
⩽ 1

�
对应区域D0

D D D
˚
.�; �/

ˇ̌
� ⩽ 1; 0 ⩽ � ⩽ 2�

	
因此有 “

D

jxyj dx dy D

Z 2�

0

d�
Z 1

0

jab�2 sin � cos � j � jab�j d�

D .ab/2
Z 2�

0

ˇ̌̌̌
1

2
sin 2�

ˇ̌̌̌
d�
Z 1

0

�3 d�

D
1

8
.ab/2

  Z �
2

0

C

Z 3
2�

�

!
sin 2� d� �

 Z �

�
2

C

Z 2�

3
2�

!
sin 2� d�

!

D
1

2
.ab/2
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例11.21证明:
C1X
nD1

1

n2
D
�2

6

证明 法 I.注意到恒等式
1

n2
D

Z 1

0

Z 1

0
xn�1yn�1dxdy

利用单调收敛定理 (Monotone Convergence Theorem)，立即得到

1X
nD1

1

n2
D

Z 1

0

Z 1

0

 
1X
nD1

.xy/n�1

!
dxdy D

Z 1

0

Z 1

0

1

1 � xy
dxdy

通过换元 .u; v/ D ..x C y/=2; .y � x/=2/,也就是 .x; y/ D .u � v; uC v/故

1X
nD1

1

n2
D 2

“
S

1

1 � u2 C v2
dudv

S 是由点 .0; 0/; .1=2;�1=2/; .1; 0/; .1=2; 1=2/构成的正方形，利用正方形的对称性，那么

2

“
S

1

1 � u2 C v2
dudv D 4

Z 1=2

0

Z u

0

1

1 � u2 C v2
dvduC 4

Z 1

1=2

Z 1�u

0

1

1 � u2 C v2
dvdu

D 4

Z 1=2

0

1
p
1 � u2

arctan
�

u
p
1 � u2

�
du

C 4

Z 1

1=2

1
p
1 � u2

arctan
�

1 � u
p
1 � u2

�
du

利用恒等式 arctan .u=
p
1 � u2/ D arcsinu; arctan ..1 � u/=

p
1 � u2/ D

�

4
�
1

2
arcsinu,就能够得到

1X
nD1

1

n2
D 4

Z 1=2

0

arcsinu
p
1 � u2

duC 4

Z 1

1=2

1
p
1 � u2

�
�

4
�

arcsinu
2

�
du

D Œ2 arcsinu2�1=20 C Œ� arcsinu � arcsinu2�11=2

D
�2

18
C
�2

2
�
�2

4
�
�2

6
C
�2

36
D
�2

6

法 II.计算：
1X
nD0

1

.2nC 1/2
D

Z 1

0

Z 1

0

dxdy

1 � x2y2

做代换

.u; v/ D

0@arctan x

s
1 � y2

1 � x2
; arctan x

s
1 � x2

1 � y2

1A
从而有 .x; y/ D

� sinu
cos v ;

sin v
cosu

�
,雅可比行列式即为

@.x; y/

@.u; v/
D

ˇ̌̌̌
ˇ cosu= cos v sinu sin v= cos v2

sinu sin v= cosu2 cos v= cosu

ˇ̌̌̌
ˇ

D 1 �
sin2 u sin2 v
cos2 u cos2 v

D 1 � x2y2

从而

3

4
�.2/ D

1X
nD0

1

.2nC 1/2
D

“
A

dudv
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其中 A D f.u; v/ju > 0; v > 0; uC v <
�

2
g,从而 �.2/ D

�2

6
成立!

� 练习 11.15计算一个二重积分： “
D

dx dy
xy.ln2 x C ln2 y/

;

其中D由 x2 C y2 D 1和 x C y D 1所围成的第一象限的平面区域。

解作变换 x D er cos � , y D er sin � ,则

@.x; y/

@.r; �/
D

ˇ̌̌̌
ˇ cos �er cos �

�r sin �er cos �

sin �er sin � r cos �er sin �

ˇ̌̌̌
ˇ D rer sin �er cos � :

原积分变为

I D

“
�

dr d�
r

:

这里的 �是变换以后的积分区域.注意 x C y D 1和 x2 C y2 D 1分别被变为(
er cos �

C er sin �
D 1;

e2r cos �
C e2r sin �

D 1:

现在来分析由上述两条曲线所围成的 .r; �/ 平面上的区域是什么形状. 从第一个式子可以看出 �

的变化范围必须使 cos � 和 sin � 都取负值,故 � 只能在

�
�;
3

2
�

�
中取值. 假设由第一个式子确定

的函数为 r D r.�/,则由第二个式子确定的函数便为 r D
1

2
r.�/.因此

I D

“
�

dr d�
r

D

Z 3
2�

�

d�
Z r.�/

1
2 r.�/

dr
r

D
�

2
ln 2:

� 练习 11.16证明 Z 2�

0

dx
Z �

0

sinyesiny.cosx�sinx/ dy D
p
2
�
e

p
2

� e�
p
2
�
�

解

I D

Z 2�

0

dx
Z �

0

sinyesiny.cosx�sinx/ dy

D

Z 2�

0

dx
Z �

0

sinye
p
2 siny cosx dy

D

I
jrjD1

e
p
2x dS dS D

1p
1 � x2 � y2

dx dy

D 2

Z 1

�1

e
p
2x

 Z p
1�x2

�
p
1�x2

1p
1 � x2 � y2

dy
!

dx

D 2

Z 1

�1

e
p
2x

0@arctan
�

yp
1 � x2 � y2

�ˇ̌̌̌
ˇ
p
1�x2

�
p
1�x2

1A dx

D 2

Z 1

�1

e
p
2x.�/ dx
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11.3 三重积分

11.3.1 利用直角坐标系计算三重积分

定理 11.3.化为三次积分

~

将三重积分化为三次积分•
�

f .x; y; z/ dv D

Z b

a

dx
Z y2.x/

y1.x/

dy
Z z2.x;y/

z1.x;y/

f .x; y; z/ dz

例11.22计算三重积分
•

�

x dx dy dz,

其中 �由三个坐标面及平面 x C 2y C z D 1所围成。

解 •
�

x dx dy dz D

“
D

dx dy
Z 1�x�2y

0

x dz D

Z 1

0

dx
Z 1

2 .1�x/

0

dy
Z 1�x�2y

0

x dz D
1

48

定理 11.4.投影法 (先一后二)

~

设 �是 XY 型区域: � D
˚
.x; y; z/

ˇ̌
.x; y/ 2 D; z1.x; y/ ⩽ z ⩽ z2.x; y/

	
•
�

f .x; y; z/ dv D

“
D

dx dy
Z z2.x;y/

z1.x;y/

f .x; y; z/ dz

例11.23计算三重积分
•

�

xy2z3 dx dy dz,

其中 �由 z D xy; y D x; x D 1; z D 0所围成。

解 �在 xOy 面上的投影区域为三角形区域

下边界曲面：z D 0,上边界曲面：z D xy•
�

xy2z3 dx dy dz D

“
D

dx dy
Z xy

0

xy2z3 dz D

Z 1

0

dx
Z x

0

dy
Z xy

0

xy2z3 dz D
1

364

例11.24设 f .x/在闭区间 Œ0; 1�上连续,证明:Z 1

0

Z 1

x

Z y

x

f .x/f .y/f .z/ dx dy dz D
1

6

�Z 1

0

f .x/ dx
�3

解 [16]设 F.x/ D

Z x

0

f .t/dt ,则 F.0/ D 0. 于是Z 1

0

Z 1

x

Z y

x

f .x/f .y/f .z/dx dy dz D

Z 1

0

f .z/ dz
Z 1

z

f .y/dy
Z z

0

f .x/ dx

D

Z 1

0

f .z/ dz
Z 1

z

f .y/F.z/dy

D

Z 1

0

f .z/F.z/
�
F.1/ � F.z/

�
dz

D

�
F.1/

1

2
F 2.z/ �

1

3
F 3.z/

�1
0

D
1

6

�Z 1

0

f .x/dx
�3
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定理 11.5.截面法 (先二后一)

~

设 � D
˚
.x; y; z/

ˇ̌
c ⩽ z ⩽ d; .x; y/ 2 Dz

	
•
�

f .x; y; z/ dv D

Z d

c

dz
“
Dz

f .x; y; z/ dxdy

先计算一个二重积分 (算面积)、再计算一个定积分

例11.25计算三重积分
•

�

z2 dx dy dz,其中 �由椭球面
x2

a2
C
y2

b2
C
z2

c2
D 1所围成的空间闭区

域。

解

� W

(
�c ⩽ z ⩽ c

Dz W
x2

a2
C
y2

b2
⩽ 1 �

z2

c2•
�

z2 dx dy dz D

Z c

�c

z2 dz
“
Dz

dx dy

D

Z c

�c

�ab

�
1 �

z2

c2

�
z2 dz D

4

15
�abc3

�
注意椭圆

x2

a2
C
y2

b2
D 1的面积: A D �ab

例11.26 (2015考研)设�是由平面 xCyC z D 1与三个坐标平面所围成的空间区域,则
•

�

.xC

2y C 3z/dx dy dz D

解由轮换对称性得•
�

.x C 2y C 3z/dx dy dz D 6

•
�

z dx dy dz D 6

Z 1

0

z dz
“
Dz

dx dy;

其中Dz 为平面 z D z截空间区域 �所得的截面,其面积为
1

2
.1 � z/2. 所以•

�

.x C 2y C 3z/dx dy dz D 6

Z 1

0

z �
1

2
.1 � z/2 dz D

1

4

例11.27求由方程
�
x2

a2
C
y2

b2

�2
C
z4

c4
D z所确定的曲面†所围空间立体�的体积,其中 a; b; c为

常数.

解任取平面 z D z.0 ⩽ z ⩽ 1/截立体 �得截面

Dz W
x2

a2
C
y2

b2
⩽
r
z �

z4

c4
;

于是

V D

Z 1

0

dz
“
Dz

d� D �ab

Z c

0

r
z �

z4

c4
dz

tDz
3
2

HHHHH
2�

3
ab

Z c

0

r
1 �

t4

c4
dt D

2�

3
ab �

�

4
c2 D

�2

6
abc2

例11.28 (2018CMC) 计算三重积分
•

.V /

.x2 C y2/dV , 其中 .V / 是由 x2 C y2 C .z � 2/2 ⩾

4; x2 C y2 C .z � 1/2 ⩽ 9及 z ⩾ 0所围成的空间图形.
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解 •
.V /

.x2 C y2/dV D

Z 4

0

dz
“
D

.x2 C y2/dx dy

D

Z 4

0

dz
Z 2�

0

d�
Z p

9�.z�1/2

p
4�.z�2/2

r3 dr D
256

3
�

例11.29 (CMC,2019) 计算三重积分
•

�

dx dy dz
.1C x2 C y2 C z2/2

dV , 其中 � W 0 ⩽ x ⩽ 1; 0 ⩽ y ⩽
1; 0 ⩽ z ⩽ 1.

解采用 ‘‘先二后一法”,并利用对称性,得

I D 2

Z 1

0

dz
“
D

dx dy
.1C x2 C y2 C z2/2

;其中D W 0 ⩽ x ⩽ 1; 0 ⩽ y ⩽ x.

用极坐标计算二重积分,得

I D 2

Z 1

0

dz
Z �

4

0

d�
Z sec �

0

r dr
.1C r2 C z2/2

D

Z 1

0

dz
Z �

4

0

�
1

1C z2
�

1

1C sec2 � C z2

�
d�

交换积分次序,得

I D

Z �
4

0

d�
Z 1

0

�
1

1C z2
�

1

1C sec2 � C z2

�
dz

D
�2

16
�

Z �
4

0

d�
Z 1

0

1

1C sec2 � C z2
dz

作变量代换: z D tan t ,并利用对称性,得Z �
4

0

d�
Z 1

0

1

1C sec2 � C z2
dz D

Z �
4

0

d�
Z 1

0

sec2 t
sec2 � C sec2 t

dt D

Z �
4

0

d�
Z 1

0

sec2 �
sec2 � C sec2 t

dt

D

Z �
4

0

d�
Z 1

0

sec2 � sec2 t
sec2 � C sec2 t

dt D
1

2

�2

16
D
�2

32

所以 I D
�2

16
�
1

2

�2

16
D
�2

32
.

11.3.2 利用柱面坐标计算三重积分

柱面坐标＝极坐标＋竖坐标8̂̂̂<̂
ˆ̂:
x D � cos �

y D � sin �

z D z

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
0 ⩽ � < C1

0 ⩽ � ⩽ 2�

�1 < z < C1“
�

f .x; y; z/ dv D

“
�

f .� cos �; � sin �; z/� d�d�dz

例11.30计算三重积分
•

�

.x2 C y2/dV , � W
p
x2 C y2 ⩽ z ⩽ 2

解 •
�

.x2 C y2/dV D

“
�

�2 � � d� d� dz

D

Z 2�

0

d�
Z 2

0

d�
Z 2

�

�3 dz D
16

5
�
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例11.31 (1991数 1)求
ZZZZ

�

.x2 C y2 C z/dV ,其中�是由曲线

�
x D 0

y2 D 2z
绕 z轴旋转一周而成

的曲面与平面 z D 4围成的立体.

解旋转曲面方程：x2 C y2 D 2z, �在坐标面上的投影区域: x2 C y2 ⩽ 8ZZZZ
�

.x2 C y2 C z/dV D

Z 2�

0

d�
Z p

8

0

d�
Z 4

�2

2

.�2 C z/� dz D
256

3
�

例11.32计算
•

�

p
x2 C y2 dx dy dz

其中 �是曲面 z D
p
x2 C y2 与 z D 1围成的有界区域

解 •
�

p
x2 C y2 dx dy dz D

Z 1

0

dz
“
x2Cy2�z2

p
x2 C y2 dx dy

D

Z 1

0

dz
Z z

0

r � 2�r dr D
�

6
:

11.3.3 利用球面坐标计算三重积分

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
x D r sin' cos �

y D r sin' sin �

z D r cos'

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
0 ⩽ r < C1

0 ⩽ ' ⩽ �

0 ⩽ � ⩽ 2�•
�

f .x; y; z/ dv D

•
�

f .r sin' cos �; r sin' sin �; r cos'/r2 sin' drd'd�

定理 11.6.球面坐标下的体积元素：

~dV D �2 sin' d� d' d�

定理 11.7.常见曲面的球面坐标方程

~

直角坐标方程 球面坐标方程

球面 x2 C y2 C z2 D R2 r D R

球面 x2 C y2 C z2 D 2az r D 2a cos'
正圆锥面 z D

p
x2 C y2 ' D

�

4
圆锥面 z D cosˇ

p
x2 C y2 ' D ˇ

例11.33计算三重积分
•

�

.x2 C y2 C z2/dx dy dz, 其中 �为锥面 z D
p
x2 C y2 与球面 x2 C

y2 C z2 D R2所围立体.

解在球面坐标系下

� W

8̂̂<̂
:̂
0 ⩽ r ⩽ R

0 ⩽ ' ⩽ �

4
0 ⩽ � ⩽ 2�
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因此 •
�

.x2 C y2 C z2/dx dy dz D

Z 2�

0

d�
Z �

4

0

sin' d'
Z R

0

r4 dr D
1

5
R5.2 �

p
2/

例11.34计算
•

�

e.x
2Cy2Cz2/

3
2 dx dy dz, � W x2 C y2 C z2 ⩽ 1

解 � W 0 ⩽ � ⩽ 2�; 0 ⩽ � ⩽ �; 0 ⩽ � ⩽ 1•
�

e.x
2Cy2Cz2/

3
2 dx dy dz D

Z 2�

0

d�
Z �

0

d'
Z 1

0

e.�
2/

3
2
�2 sin' d� D

4

3
�.e � 1/

例11.35设函数 f .u/具有连续导数,且 f .0/ D 0; f 0.0/ D 2,求极限

lim
t!0

1

�t4

•
�

f .
p
x2 C y2 C z2/dx dy dz;

其中 �为 x2 C y2 C z2 ⩽ t2.

解在球坐标系,积分区域可以用不等式描述上述形式描述为：

D D f.�; '; r/j0 ⩽ � ⩽ 2�; 0 ⩽ ' ⩽ �; 0 ⩽ r ⩽ tg

所以三重积分为•
�

f .
p
x2 C y2 C z2/dx dy dz D

Z 2�

0

d�
Z �

0

sin' d'
Z t

0

r2f .r/dr

D 4�

Z t

0

r2f .r/dr

由于 f .u/具有连续导数,故

lim
t!0

1

�t4

•
�

f .
p
x2 C y2 C z2/dx dy dz D 4 lim

t!0

R t
0
r2f .r/ dr
t4

洛必达
HHHHH 4 lim

t!0

t2f .t/

4t3
D lim
t!0

f .t/

t

D lim
t!0

f 0.t/ D 2

例11.36 (2016CMC) 某物体所在的空间区域为 � : x2 C y2 C 2z2 ⩽ x C y C 2z, 密度函数为
x2 C y2 C z2 ,求质量

M D

•
�

.x2 C y2 C z2/dx dy dz

解由于

� W

�
x �

1

2

�2
C

�
y �

1

2

�2
C 2

�
z �

1

2

�2
⩽ 1

是一个椭球,它的体积为 V D
2
p
2

3
� .

作变换

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
u D x �

1
2

v D y �
1
2

w D
p
2.z �

1
2
/

H) J D
@.u; v; w/

@.x; y; z/
D

p
2 H) dudv dw D

p
2dx dy dz

将区域 �变为单位球 † W u2 C v2 C w2 ⩽ 1,则

M D
1

p
2

•
†

"�
uC

1

2

�2
C

�
v C

1

2

�2
C

�
w

p
2

C
1

2

�2#
dudv dw
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因为一次项积分都为 0,故

M D
1

p
2

•
†

�
u2 C v2 C

w2

2

�
dudv dw C A

其中 A D
1

p
2

�
1

4
C
1

4
C
1

4

�
4�

3
D

�
p
2

. 记

I D

•
†

�
u2 C v2 C w2

�
dudv dw D

Z 2�

0

d'
Z �

0

d�
Z 1

0

r2 � r sin � dr D
4�

5

由于 u2, v2, w2 在 �上的积分都是
I

3
,故

M D
1

p
2

�
1

3
C
1

3
C
1

6

�
I C A D

5
p
2

6
�

例11.37 (2018CMC) 计算三重积分
•

.V /

.x2 C y2/dV , 其中 .V / 是由 x2 C y2 C .z � 2/2 ⩾

4; x2 C y2 C .z � 1/2 ⩽ 9及 z ⩾ 0所围成的空间图形.

解 (1). 计算大球 .V1/的积分: 采用球坐标换元,令

.V1/ W

�
x D r sin' cos �; y D r sin' sin �; z � 1 D r cos'
0 ⩽ r ⩽ 3; 0 ⩽ ' ⩽ �; 0 ⩽ � ⩽ 2�

于是有 •
.V1/

.x2 C y2/dV D

Z 2�

0

d�
Z �

0

'

Z 3

0

r3 sin2 'r2 sin' D
8

15
� 35�

(2). 计算小球 .V2/的积分: 采用球坐标换元,令

.V2/ W

�
x D r sin' cos �; y D r sin' sin �; z � 2 D r cos'
0 ⩽ r ⩽ 2; 0 ⩽ ' ⩽ �; 0 ⩽ � ⩽ 2�

于是有 •
.V2/

.x2 C y2/dV D

Z 2�

0

d�
Z �

0

'

Z 2

0

r2 sin2 'r2 sin' D
8

15
� 25�

(3). 计算大球 z D 0下部分的积分 .V3/: 采用柱坐标,令

.V3/ W

�
x D r cos �; y D r sin �; 1 �

p
9 � r2 ⩽ z ⩽ 0

0 ⩽ r ⩽ 2
p
2; 0 ⩽ � ⩽ 2�

于是有 •
.V3/

.x2 C y2/dV D

“
r⩽2

p
2

r dr d�
Z 0

1�
p
9�r2

r2 dz

D

Z 2�

0

d�
Z 2

p
2

0

r3.
p
9 � r2 � 1/dr D

�
124 �

2

5
� 35 C

2

5

�
�

所以最终的积分为•
.V /

.x2 C y2/dV D

•
.V1/

.x2 C y2/dV �

•
.V2/

.x2 C y2/dV �

•
.V3/

.x2 C y2/dV D
256

3
�

例11.38求由方程
�
x2

a2
C
y2

b2

�2
C
z4

c4
D z所确定的曲面†所围空间立体�的体积,其中 a; b; c为

常数.
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解作广义球坐标代换8̂̂̂<̂
ˆ̂:
x D ar sin' cos �

y D br sin' sin �

z D cr cos'

) � W

8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:
0 ⩽ � ⩽ 2�

0 ⩽ ' ⩽ �

0 ⩽ r ⩽
�

c cos'
sin4 ' C cos4 '

� 1
3

于是

V D

•
�

dV D

Z 2�

0

d�
Z �

2

0

d'
Z � c cos '

sin4 'Ccos4 '

� 1
3

0

abcr2 sin' dr

D
2�

3
abc2

Z �
2

0

sin' cos'
sin4 ' C cos4 '

d' D
�2

6
abc2

11.4 n重积分

例11.39 (匈牙利,1967)设 f W Œ0; 1� ! R连续,求

lim
n!1

Z 1

0

Z 1

0

� � �

Z 1

0

f

�
x1 C � � � C xn

n

�
dx1 dx2 � � � dxn

.

解解法 1 .设 jf j最大值为M .对任何 " > 0,存在 ı > 0,使得当 jx � 1=2j < ı时,有ˇ̌̌̌
f .x/ � f .

1

2
/

ˇ̌̌̌
< ":

Z
Œ0;1�n

ˇ̌̌̌
f

�
x1 C x2 C � � � C xn

n

�
� f .

1

2
/

ˇ̌̌̌
dx1 dx2 � � � dxn

�

Z
ˇ̌̌

x1Cx2C���Cxn
n � 1

2

ˇ̌̌
�ı

ˇ̌̌̌
f

�
x1 C x2 C � � � C xn

n

�
� f .

1

2
/

ˇ̌̌̌
dx1 dx2 � � � dxn

C

Z
ˇ̌̌

x1Cx2C���Cxn
n � 1

2

ˇ̌̌
<ı

ˇ̌̌̌
f

�
x1 C x2 C � � � C xn

n

�
� f .

1

2
/

ˇ̌̌̌
dx1 dx2 � � � dxn

�2M

Z
ˇ̌̌

x1Cx2C���Cxn
n � 1

2

ˇ̌̌
�ı

dx1 dx2 � � � dxn C "

�
2M

ı2

Z
ˇ̌̌

x1Cx2C���Cxn
n � 1

2

ˇ̌̌
�ı

ˇ̌̌̌
x1 C x2 C � � � C xn

n
�
1

2

ˇ̌̌̌2
dx1 dx2 � � � dxn C "

�
2M

ı2

Z
Œ0;1�n

ˇ̌̌̌
x1 C x2 C � � � C xn

n
�
1

2

ˇ̌̌̌2
dx1 dx2 � � � dxn C "

D
M

6nı2
C ":

因此

lim
n!1

Z
Œ0;1�n

ˇ̌̌̌
f

�
x1 C x2 C � � � C xn

n

�
� f .

1

2
/

ˇ̌̌̌
dx1 dx2 � � � dxn � ":

令 " ! 0即可.
解法 2由科尔莫格罗夫强大数定律得

X1 CX2 C � � � CXn

n

a:s:
! E .Xi / D

1

2
.n ! C1/ :

又因为 f .x/连续有界,由控制收敛定理可知

lim
n!1

E

�
f

�
X1 CX2 C � � � CXn

n

��
D E

�
lim
n!1

f

�
X1 CX2 C � � � CXn

n

��
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D E

�
f

�
lim
n!1

X1 CX2 C � � � CXn

n

��
D f

�
1

2

�

例11.40计算: lim
n!1

Z
� � �

Z
Œ0;1�n

x21 C � � � C x2n
x1 C � � � C xn

dx1 dx2 � � � dxn

解令 Œ0; 1�n D Vn. 由于 lim
y! 1

3

x! 1
2

y

x
D

1
3
1
2

D
2

3
.

对 8" > 0. 存在 ı使得 8x; y W

ˇ̌̌
x �

1

2

ˇ̌̌
< ı;

ˇ̌̌
y �

1

3

ˇ̌̌
< ı. 有

ˇ̌̌y
x

�
2

3

ˇ̌̌
<
ı

2
,

令 An D

�
.x1; � � � ; xn/

ˇ̌̌̌ ˇ̌̌̌
x1 C � � � C xn

n
�
1

2

ˇ̌̌̌
⩾ ı

�
, Bn D

�
.x1; � � � ; xn/

ˇ̌̌̌ ˇ̌̌̌
x21 C � � � C x2n

n
�
1

3

ˇ̌̌̌
⩾ ı

�
则 Z

� � �

Z
Œ0;1�n

�
x1 C � � � C xn

n
�
1

2

�2
dx1 dx2 � � � dxn

⩾
Z

� � �

Z
An

�
x1 C � � � C xn

n
�
1

2

�2
dx1 dx2 � � � dxn

⩾
Z

� � �

Z
An

ı2 dx1 dx2 � � � dxn D ı2m.An/ .m.An/为 An体积/

注意到 Z
� � �

Z
Œ0;1�n

�
x1 C � � � C xn

n
�
1

2

�2
dx1 dx2 � � � dxn

D

Z
� � �

Z
Œ0;1�n

�
x1 C � � � C xn

n

�2
dx1 � � � dxn �

Z
� � �

Z
Œ0;1�n

x1 C � � � C xn

n
dx1 � � � dxn C

1

4

D
1

n2

�
n

3
C 2C 2n �

1

4

�
�
1

2
C
1

4
D

1

12n

故 m.An/ <
1

12nı2
,同理Z

� � �

Z
Œ0;1�n

�
x21 C � � � C x2n

n
�
1

3

�2
dx1 � � � dxn ⩾ ı2m.Bn/ .m.Bn/为 Bn体积/

1

n2

�
n

5
C 2C 2n �

1

9

�
�
2

9
C
1

5
⩾ ı2m.Bn/

4

45n
⩾ ı2m.Bn/

即 m.Bn/ <
4

45nı2
,从而ˇ̌̌̌

ˇ̌̌Z � � �

Z
Œ0;1�n

x21 C � � � C x2n
x1 C � � � C xn

dx1 dx2 � � � dxn �
2

3

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

⩽
Z

� � �

Z
Œ0;1�n

ˇ̌̌̌
x21 C � � � C x2n
x1 C � � � C xn

�
2

3

ˇ̌̌̌
dx1 dx2 � � � dxn

F .x/D
x2

1
C���Cx2

n
x1C���Cxn

� 2
3

HHHHHHHHHHHHHH

Z
� � �

Z
Œ0;1�nj.AnUBn/

jF.x/j dx1 � � � dxn C

Z
� � �

Z
AnUBn

jF.x/j dx1 � � � dxn
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⩽ "

2
C

Z
� � �

Z
An

�
1C

2

3

�
dx1 dx2 � � � dxn C

Z
� � �

Z
Bn

�
1C

2

3

�
dx1 dx2 � � � dxn

D
"

2
C
5

3

�
m.An/C B.Bn/

�
⩽ "

2
C
5

3

�
1

12nı2
C

4

45nı2

�
D
"

2
C
5

3

�
1

12ı2
C

4

45ı2

�
1

n

由 lim
n!1

5

3

�
1

12ı2
C

4

45ı2

�
1

n
D 0. 故存在 N 2 NC,对 8n 2 NC 且 n > N 有

"

2
C
5

3

�
1

12ı2
C

4

45ı2

�
1

n
< "

从而

lim
n!1

Z
� � �

Z
Œ0;1�n

x21 C � � � C x2n
x1 C � � � C xn

dx1 dx2 � � � dxn D
2

3

例11.41假设 f 2 CŒt; t C 1�,其中 t > 0. 对于 p 2 R,定义函数

'p;n.x1; � � � ; xn/ D

8̂̂<̂
:̂
�
x
p
1 C � � � C x

p
n

n

� 1
p

; p ¤ 0;

.x1 � � � xn/
1
n ; p D 0:

另外定义

Ap D

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
:

�
.t C 1/pC1 � tpC1

p C 1

� 1
p

; p ¤ 0;�1

.t C 1/tC1

t te
; p D 0:

1

ln.1C
1
t
/
; p D �1:

那么我们有极限

lim
n!1

Z
Œt;tC1�n

f .'p;n.x1; � � � ; xn//dx1 � � � dxn D f .Ap/:

解 (by逆逆)若 p ¤ 0,令 g.x/ D f .x
1
p /,那么只需考虑积分Z

Œt;tC1�n
g

�
x
p
1 C � � � C x

p
n

n

�
dx1 � � � dxn:

由于我们可以用三角多项式一致逼近函数,所以只需考虑 ei2�kx 的情形,即Z
Œt;tC1�n

exp
�

i2�k �
x
p
1 C � � � C x

p
n

n

�
dx1 � � � dxn D

�Z
Œt;tC1�

ei2�k xp

n dx
�n
:

根据 ei2�k xp

n D 1C i2�k x
p

n
CO.1=n2/可得Z

Œt;tC1�

ei2�k xp

n dx D 1C i2�kA
p
p

n
CO.1=n2/;

于是 Z
Œt;tC1�n

exp
�

i2�k �
x
p
1 C � � � C x

p
n

n

�
dx1 � � � dxn ! exp.i2�kApp/;

故有 Z
Œt;tC1�n

g

�
x
p
1 C � � � C x

p
n

n

�
dx1 � � � dxn ! g.App/;

因此 Z
Œt;tC1�n

f .'p;n.x1; � � � ; xn//dx1 � � � dxn D f .Ap/:
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若 p D 0,我们可以用三角多项式一致逼近函数,所以只需考虑 xk 的情形即Z
Œt;tC1�n

.x1; � � � ; xn/
k
n dx1 � � � dxn D

�Z
Œt;tC1�

x
k
n dx

�n
:

根据 x
k
n D 1C

k

n
ln x CO.1=n2/可得Z

Œt;tC1�

x
k
n dx D 1C

k

n
lnA0 CO.1=n2/;

于是 Z
Œt;tC1�n

.x1; � � � ; xn/
k
n dx1 � � � dxn ! exp.k lnA0/ D Ak0 :

类似可得结论成立.
推论: 根据幂平均不等式, 'p;n.x1; � � � ; xn/关于 p 是递增的,取 f .x/ D x 可得 Ap 关于 p 是

递增. 特别地,取 p D �1; 0; 1可得到不等式

t C 1

t C
1
2

�
1C

1

t

�t
⩽ e ⩽ .t C 1/ ln

�
1C

1

t

��
1C

1

t

�t
:

11.5 重积分的应用

11.5.1 曲面的面积

定理 11.8.空间曲面的面积

~

空间曲面 z D f .x; y/, .x; y/ 2 D的面积公式:

S D

“
D

q
1C f 2x C f 2y dx dy

例11.42求圆锥 z D
p
x2 C y2 在圆柱体 x2 C y2 ⩽ x 内那一部分的面积.

解所求面积的曲面的方程为 z D
p
x2 C y2

@z

@x
D

xp
x2 C y2

;
@z

@y
D

yp
x2 C y2

H)

q
1C z02

x C z02
y D

p
2

z D
p
x2 C y2在 xOy 平面的投影区域Dxy W x2 C y2 ⩽ x,所以

S D

“
Dxy

q
1C z02

x C z02
y dx dy D

“
Dxy

p
2dx dy D

p
2

4
�

例11.43计算球面 x2 C y2 C z2 D a2 包含在球面
x2

a2
C
y2

b2
D 1 .b ⩽ a/内那部分的面积

解

x2 C y2 C z2 D a2 H) z D ˙
p
a2 � x2 � y2

z 在 xOy 平面的投影区域Dxy W
x2

a2
C
y2

b2
⩽ 1

S D 2

“
Dxy

dS D 2

“
Dxy

q
1C z02

x C z02
y dx dy

D 2

“
Dxy

ap
a2 � x2 � y2

dx dy

对称性
HHHHH 8a

Z a

0

dx
Z b

a

p
a2�x2

0

ap
a2 � x2 � y2

dy
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D 8a

Z a

0

�
arcsin y

p
a2 � x2

� b
a

p
a2�x2

0

dx

D 8a2 arcsin b
a

定理 11.9.光滑曲面的面积

~

若光滑曲面方程为隐式 F.x; y; z/ D 0,且 Fz ¤ 0,则
@z

@x
D �

Fx

Fz
;

@z

@x
D �

Fy

Fz
; .x; y/ 2 Dx;y

光滑曲面的面积:

S D

“
Dxy

q
F 2x C F 2y C F 2z

jFzj
dx dy

11.5.2 求体积

例11.44计算由两个圆柱面 x2 C y2 D a2与 x2 C z2 D a2所围成的空间立体的体积 V

解由对称性得到

V D 8

“
x2Cy2⩽a2

x⩾0;y⩾0

p
a2 � x2 dx dy

D 8

Z a

0

dx
Z p

a2�x2

0

p
a2 � x2 dy

D 8

Z a

0

.a2 � x2/dx

D 8

�
a2x �

x3

3

� ˇ̌̌̌a
0

D
16

3
a3

11.5.3 质心

定理 11.10.形心公式

~
形心 W .x; y/

“
D

xd� D x

“
D

d�
“
D

yd� D y

“
D

d�

例11.45计算
“
D

.x C y/dxdy,其中D W x2 C y2 ⩽ x C y C 1

解区域D

D D

n
fx; yg

ˇ̌̌ �
x �

1
2

�2
C
�
y �

1
2

�2 ⩽ 3
2

o
而 “

D

x d� D x

“
D

dx dy D
1

2
�
3

2
� D

3

4
�

“
D

y d� D y

“
D

dx dy D
1

2
�
3

2
� D

3

4
�

因此 “
D

.x C y/dxdy D
3

4
� C

3

4
� D

3

2
�
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定理 11.11.质心

~

对于平面薄片,面密度 �.x; y/连续, D是薄片所占的平面区域,
则计算重心 x; y 的公式为

x D

“
D

x�.x; y/ d�“
D

�.x; y/ d�
; y D

“
D

y�.x; y/ d�“
D

�.x; y/ d�

例11.46 (数 I, 2019)设 �是锥面 x2 C .y � z/2 D .1 � z/2 .0 ⩽ z ⩽ 1/与平面 z D 0围成的锥体,
求 �的形心坐标.

解 (by向禹)设形心坐标为 . Nx; Ny; Nz/,由于 �是关于 yOz 面对称的,由对称性可知 Nx D 0. 对固定
的 z,记Dz D f.x; y/jx2 C .y � z/2 ⩽ .1 � z/2g,利用切片法可得•

�

dV D

Z 1

0

dz
“
Dz

dx dy D �

Z 1

0

.1 � z/2 dz D
�

3
;•

�

z dV D

Z 1

0

dz
“
Dz

z dx dy D �

Z 1

0

z.1 � z/2 dz D
�

12
;

•
�

y dV D

Z 1

0

dz
“
Dz

y dx dy

y�zDu
HHHHHH

Z 1

0

dz
“

x2Cu2⩽.1�z/2

.uC z/dx du

D �

Z 1

0

z.1 � z/2 dz D
�

12

因此利用形心坐标公式得 Ny D Nz D
�=12

�=3
D
1

4
,形心坐标为

�
0;
1

4
;
1

4

�
定理 11.12.不均匀平面图形的质心

~

设质量均匀的曲边梯形 aBCb是由 y D f .x/; x D a; x D b所围成,设其密度为 �.x/,则质
心坐标 .x0; y0/是

x0 D

R b
a
x�.x/f .x/ dxR b

a
�.x/f .x/dx

; y0 D

1
2

R b
a
�.x/f 2.x/ dxR b

a
�.x/f .x/ dx

证明 8x 2 Œa; b�,面积微元
dA.x/ D f .x/dx

于是,有质量微元
dM.x/ D �.x/dA.x/ D �.x/f .x/dx

这样, dM.x/对 x轴和 y 轴的静力矩Mx ;My 分别为

dMx.x/ D
1

2
f .x/dM.x/ D

1

2
�.x/f 2.x/dx;

dMy.x/ D x dM.x/ D x�.x/f .x/dx;

因而,质心坐标 .x0; y0/是

x0 D
My

M
D

R b
a x�.x/f .x/dxR b
a �.x/f .x/dx

; y0 D
Mx

M
D

1
2

R b
a �.x/f

2.x/dxR b
a �.x/f .x/dx
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例11.47曲线 y D x2, x 轴与 x D 1围成的曲边梯形绕 x 轴旋转一周产生的旋转体的形心 x 坐标

等于

解由形心公式,

Nx D
�
R 1
0
x � .x2/2 dx

�
R 1
0
.x2/2 dx

D
5

6

引理 11.1.古鲁金定理 II

~

平面曲线绕此平面上不与其相交的轴旋转一周，生成的旋转体侧面积等于此曲线的质心绕

同一轴旋转所产生的圆周长乘以该曲线的弧长。即：

S D 2��l

其中, �为曲线重心到轴的距离; l 为曲线段长

引理 11.2.古鲁金定理 II

~

一平面图形绕与其不相交的轴 (可以是它的边界) 旋转所得立体的体积等于该平面图形面
积与其重心绕轴旋转的周长的乘积。即：

V D 2��S

11.6 含参变量的积分

11.6.1 含参变量的积分的一致收敛

定义 11.1.无穷积分的一致收敛

|

如果 8 " > 0,总 9A0 D A0."/.仅与 "有关; 而与 x 2 I 无关Š/ > a,当 A > A0时,有ˇ̌̌̌Z C1

A

f .x; y/ dx
ˇ̌̌̌
< "

则称含参变量的无穷积分

Z C1

A

f .x; y/ dx 关于 y 在 Œc; d �上一致收敛.

定义 11.2.瑕积分的一致收敛

|

设 a为瑕点, 8y 2 I ,
Z b

a

f .x; y/ dx 收敛. 如果 8 " > 0, 9ı0 D ı0."/.仅与 "有关; 而与 x 2

I 无关Š/ > 0,当 ı 2 .0; ı0/,有ˇ̌̌̌
ˇ
Z aCı

a

f .x; y/ dx
ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ
Z b

aCı

f .x; y/ dx �

Z b

a

f .x; y/ dx
ˇ̌̌̌
ˇ < " ; 8y 2 Œ˛; ˇ�

瑕积分

Z b

a

f .x; y/ dx关于 y 在 Œ˛; ˇ�上一致收敛.
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定理 11.13.参变量无穷积分的 Cauchy收敛准则

~

无穷积分

Z C1

a

F.x/ dx 在 Œ˛; ˇ� 上一致收敛 () 8 " > 0; 9A0 D

A0."/.仅与 "有关; 而与 x 2 Œ˛; ˇ�无关Š/ > a,当 A0; A00 > A0 时,有ˇ̌̌̌
ˇ
Z A00

a

f .x; y/ dx �

Z A0

a

f .x; y/ dx
ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ
Z A00

A0

f .x; y/ dx
ˇ̌̌̌
ˇ < "

定理 11.14.参变量无穷积分的Weierstrass判别法

~

设 f .x; y/对 x在 Œa;C1/上连续. 如果存在 Œa;C1/上的连续函数 F ,使得
Z C1

a

F.x/ dx

收敛,而且对一切充分大的 x 及 Œ˛; ˇ�上的一切 y,都有

jf .x; y/j ⩽ F.x/; .x; y/ 2 Œa;C1/ � Œ˛; ˇ�

则无穷积分

Z C1

a

F.x/ dx在 Œ˛; ˇ�上一致收敛.

例11.48证明
Z C1

0

e�˛x sin x
x

dx 关于 ˛ 2 Œ1;C1/一致收敛.

解 [4]注意到 x D 0点是被积函数 e�˛x sin x
x
的可去间断点, 且被积函数在 x D 0的附近一致有

界,因而这个积分只是一个含参变量的无穷积分. 我们有ˇ̌̌̌
e�˛x sin x

x

ˇ̌̌̌
⩽ e�x ; 8.x; ˛/ 2 .0;C1/ � Œ1;C1/:

由于

Z C1

0

ex dx收敛. 因此由Weierstrass定理,Z C1

0

e�˛x sin x
x

dx

关于 ˛ 2 Œ1;C1/一致收敛.

定理 11.15.参变量无穷积分的 Abel判别法

~

如果函数 f .x; y/; g.x; y/满足:
1. g.x; y/对 x 单调,且关于 y 2 Œ˛; ˇ�一致有界,即 8M > 0(常数),使得

jg.x; y/j ⩽M ; .x; y/ 2 Œa;C1/ � Œ˛; ˇ�I

2. 无穷积分
Z C1

a

f .x; y/ dx 关于 y 2 Œ˛; ˇ�一致收敛;

则

Z C1

a

f .x; y/g.x; y/ dx 在 y 2 Œ˛; ˇ�上一致收敛.

例11.49证明
Z C1

0

e�˛x sin x
x

dx 关于 ˛ 2 Œ1;C1/一致收敛.

解 [4]注意到 x D 0点是被积函数 e�˛x sin x
x
的可去间断点, 且被积函数在 x D 0的附近一致有

界,因而这个积分只是一个含参变量的无穷积分.

由于积分

Z C1

0

sin x
x

dx 收敛,该积分不含参数 ˛,自然关于 ˛ 是一致收敛的. 另外对于固定

的 ˛ 2 Œ0;C1/, e�˛x 关于 x都是单调有界的. 因此由 Abel判别法,Z C1

0

e�˛x sin x
x

dx

关于 ˛ 2 Œ1;C1/一致收敛.
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定理 11.16.参变量无穷积分的 Dirichlet判别法

~

如果函数 f .x; y/; g.x; y/满足:
1. g.x; y/ 为 x 的单调函数, 且当 x ! C1 时关于 u 2 Œ˛; ˇ� 一致趋于 0, 即 8" >

0; 9A0 D A0."/ > a,当 x > A0时, jg.x; y/j < ";

2. 8A ⩾ a,
Z A

a

f .x; y/ dx 对 u 2 Œ˛; ˇ�一致有界,即 9M > 0(M 为常数),使得ˇ̌̌̌
ˇ
Z A

a

f .x; y/ dx
ˇ̌̌̌
ˇ ⩽M ; 8y 2 Œ˛; ˇ�;

则

Z C1

a

f .x; y/g.x; y/ dx 在 y 2 Œ˛; ˇ�上一致收敛.

例11.50证明
Z C1

0

e�˛x sin x
x

dx 关于 ˛ 2 Œ1;C1/一致收敛.

解 [4]注意到 x D 0点是被积函数 e�˛x sin x
x
的可去间断点, 且被积函数在 x D 0的附近一致有

界,因而这个积分只是一个含参变量的无穷积分.

注意 e�˛x sin x
x
在整个 Œ0; 1� � Œ0;C1/上是有界的, 因此, 我们只需考虑

Z C1

1

e�˛x sin x
x

dx

关于 ˛ 2 Œ1;C1/一致收敛.

注意到

Z A

1

sin x dx 关于 A ⩾ 1一致有界,而函数
e�˛x

x
关于 x 单调,且当 x ! C1时,它关

于 ˛ 2 Œ0;C1/一致收敛到 0,所以由 Dirichelt判别法,Z C1

0

e�˛x sin x
x

dx

关于 ˛ 2 Œ1;C1/一致收敛.

定理 11.17. Dini

~

设 f .x; y/在 Œa;C1/ � Œ˛; ˇ�上连续、非负. 若

'.y/ D

Z C1

a

f .x; y/ dx

在 y 2 Œ˛; ˇ�上连续,则无穷积分
Z C1

a

f .x; y/ dx 在 y 2 Œ˛; ˇ�上一致收敛.

11.6.1.1 含参变量积分的性质

推论 11.1

~

若 f .x; y/ D g.x/h.y/,此处 .x; y/ 2 R D Œa; b� � Œc; d �;则“
R
f .x; y/ dA D

Z b

a

g.x/dx
Z d

c

h.y/ dy

解根据傅比尼 (Fubini)定理,有“
R
f .x; y/ dA D

Z d

c

Z b

a

f .x; y/ dx dy

D

Z d

c

� Z b

a

g.x/h.y/dx
�

dy

D

Z d

c

�
h.y/

Z b

a

g.x/ dx
�

dy .把h.y/当作常数/
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D

Z b

a

g.x/dx
Z d

c

h.y/dy
�
把

Z b

a

g.x/dx当作常数
�

定理 11.18.莱布尼茨公式

~

如果函数 f .x; y/及偏导数 fx.x; y/都在矩形 R D Œa; b� � Œc; d �上连续,函数 ˛.x/与 ˇ.x/

都在区间 Œa; b�上可微,且

c ⩽ ˛.x/ ⩽ d; c ⩽ ˇ.x/ ⩽ d .a ⩽ x ⩽ b/;

那么, ˆ.x/ D

Z ˇ.x/

˛.x/

f .x; y/ dy 在 Œa; b�上可微,且

ˆ0.x/ D
d

dx

Z ˇ.x/

˛.x/

f .x; y/ dy

D

Z ˇ.x/

˛.x/

fx.x; y/ dy C f
�
x; ˇ.x/

�
ˇ0.x/ � f

�
x; ˛.x/

�
˛0.x/

例11.51设 ˆ.x/ D

Z x2

x

sin.xy/
y

dy,求 ˆ0.x/

解应用莱布尼茨公式,得

ˆ0.x/ D

Z x2

x

cos.xy/ dy C
sin x3

x2
� 2x �

sin x2

x
� 1

D

� sin.xy/
x

�x2

x

C
2 sin x3

x
�

sin x2

x
D
3 sin x3 � 2 sin x2

x
:

例11.52求极限 lim
x!0

R x
0

dt
R x

2
t
e�.t�u/2 du

1 � e� x2

4

.

解

原式 D lim
x!0

4

x2

"Z x
2

0

dt
Z x

2

t

e�.t�u/2 du �

Z x

x
2

dt
Z t

x
2

e�.t�u/2 du
#

换序
HHHH lim

x!0

4

x2

"Z x
2

0

du
Z u

0

e�.t�u/2 dt �

Z x

x
2

du
Z x

u

e�.t�u/2 dt
#

洛必达
HHHHH 4 lim

x!0

1

2x

"
1

2

Z x
2

0

e�.t� x
2 /

2 dt C
1

2

Z x

x
2

e�.t� x
2 /

2 dt
#

D lim
x!0

1

x

Z x

0

e�.t� x
2 /

2 dt
t� x

2 Dv
HHHHHH lim

x!0

1

x

Z x
2

� x
2

e�v2 dv

洛必达
HHHHH lim

x!0

�
1

2
e� x2

4 C
1

2
e� x2

4

�
D 1

11.6.2 含参变量积分的计算

例11.53计算积分
Z �

2

0

ln sin x dx

解 Z �
2

0

ln.sin x/dx D
@

@T

Z �
2

0

.sin x/T dx
ˇ̌̌̌
TD0

D
@

@T
B

�
T C 1

2
;
1

2

� ˇ̌̌̌
TD0

D

p
�

2

@

@T

�
�
TC1
2

�
�
�
T
2

C 1
� ˇ̌̌̌
TD0
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D lim
T!0

p
�

2
�

�
T C 1

2

�
 0
�
TC1
2

�
�  0

�
T
2

C 1
�

2�
�
T
2

C 1
� ˇ̌̌̌

TD0

D

p
�

2
�

�
1

2

�
 0
�
1
2

�
�  0.1/

2�.1/

D

p
�

2
�

p
�

2

�
.� � 2 ln 2/ � .�

�
D
1

2
�
�

2
.�2 ln 2/ D �

�

2
ln 2

例11.54求定积分
Z 1

0

sin ln x
ln x

dx.

解 Z 1

0

sin ln x
ln x

dx lnxD�t
HHHHHH

Z C1

0

sin t
t
e�t dt

D

Z C1

0

sin t dt
Z C1

1

e�ty dy D

Z C1

0

sin x dx
Z C1

1

e�xy dy

D

Z C1

1

dy
Z C1

0

e�xy sin x dx

D

Z C1

1

1

y2 C 1
dy D arctany

ˇ̌̌̌C1

1

D
�

4

例11.55求定积分
Z 1

0

arctan x
x

p
1 � x2

dx

解令 F.˛/ D

Z 1

0

arctan˛x
x

p
1 � x2

dx,则 F.0/ D 0

F 0.˛/ D

Z 1

0

1

x
p
1 � x2

�
x

1C ˛2x2

�
dx D

Z 1

0

dx
p
1 � x2.1C ˛2x2/

dx

xDsin �
HHHHHH

Z �
2

0

d�
1C ˛2 sin2 �

D

Z �
2

0

d�
.1C ˛2/ sin2 � C cos2 �

D

Z �
2

0

d.tan �/
.1C ˛2/ tan2 � C 1

D
�

2
p
1C ˛2

于是

F.1/ D F.1/ � F.0/ D

Z 1

0

F 0.˛/d˛ D

Z 1

0

�

2
p
1C ˛2

d˛ D
�

2
ln.1C

p
2/

因此 Z 1

0

arctan x
x

p
1 � x2

dx D F.1/ D
�

2
ln.1C

p
2/

例11.56求定积分 Z 2�

0

ecos � cos.sin �/ d�

解考虑欧拉公式 ei� D cos � C i sin � ,故Z 2�

0

ecos � cos.sin �/ d� D Re
�Z 2�

0

ee
i� d�

�
令 F.�/ D

Z 2�

0

e�e
i� d� ,则

dF.�/
d�

D
1

i�

Z 2�

0

i�ei�e�e
i� d� D

1

i�

h
e�e

i�
i2�
0

D 0
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故

F.�/ � F.0/ D

Z �

0

dF.�/
d�

d� D 0 )

Z 2�

0

ecos � cos.sin �/ d� D F.1/ D 2�

例11.57求定积分 Z �
2

0

arctan.2 tan x/
tan x

dx

解令 F.˛/ D

Z �
2

0

arctan.˛ tan x/
tan x

dx ; ˛ > 0,则

F 0.˛/ D

Z �
2

0

1

1C ˛2 tan2 x
dx D

Z C1

0

1

.1C t2/.1C ˛2t2/
dt

D
˛2

˛2 � 1

Z C1

0

1

1C ˛2t2
dt �

1

˛2 � 1

Z C1

0

1

1C t2
dt

D
˛2

˛2 � 1

�
1

˛
arctan t

˛

�C1

0

�
1

˛2 � 1

h
arctan t

iC1

0
D

�

2.˛ C 1/

又 F.0/ D 0,于是

F.˛/ D F.˛/ � F.0/ D

Z ˛

0

�

2.˛ C 1/
dx D

�

2
ln.˛ C 1/

因此 Z �
2

0

arctan.2 tan x/
tan x

dx D F.2/ D
�

2
ln 3

� 练习 11.17计算积分 Z C1

0

p
x ln x
1C x2

dx

解 (西西)注意到 Z C1

0

x�a

1C x
dx D B.1 � a; a/ D � csc.a�/

上式两边对 a求导得: Z C1

0

x�a ln x
1C x

dx D �2 csc.a�/ cot.a�/

令 a D
1

4
. 再换 x ! x2即有 Z C1

0

p
x ln x
1C x2

dx D

p
2�2

2

例11.58求极限 lim
n!1

n
3
2

Z 1

0

tn ln t
p
1 � t2

dt

解记 I.n/ D

Z 1

0

xn
p
1 � x2

dx,

I.n/ D 2B
�nC 1

2
;
1

2

�
D

p
��

�
nC1
2

�
�
�
n
2

C 1
� �

p
�

2
n� 1

2

上式两边对 n求导得:

I 0.n/ D

Z 1

0

xn ln x
p
1 � x2

dx � �

p
�

4
n� 3

2

因此

lim
n!1

n
3
2

Z 1

0

tn ln t
p
1 � t2

dt D �

p
�

4
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例11.59求定积分
Z 1

0

ln.1C x2/

1C x
dx

解 (by冬眠的小老鼠)

I D

Z 1

0

ln.1C x2/

1C x
dx D

Z 1

0

ln.1C x2/d ln.1C x/

D ln2 2 � 2

Z 1

0

x ln.1C x/

1C x2
dx D ln2 2 � 2J

令 J.˛/ D

Z 1

0

x ln.1C ˛x/

1C x2
dx,则

J 0.˛/ D

Z 1

0

x2

.1C ˛x/.1C x2/
dx D

˛ ln 4 � �

4.1C ˛2/
C

ln.1C ˛/

˛
�
˛ ln.1C ˛/

1C ˛2

又 J.0/ D 0,于是

J D J.1/ � J.0/ D

Z 1

0

J 0.˛/ d˛

D

Z 1

0

�
˛ ln 4 � �

4.1C ˛2/
C

ln.1C ˛/

˛
�
˛ ln.1C ˛/

1C ˛2

�
d˛

D
1

2

Z 1

0

�
˛ ln 4 � �

4.1C ˛2/
C

ln.1C ˛/

˛

�
d˛ D

1

96
.�2 C 12 ln2 2/

因此

I D ln2 2 �
1

48
.�2 C 12 ln2 2/ D

3

4
ln2 2 �

�2

48

例11.60计算积分:
Z 1

0

ln.1C x2/

1C x
dx

解令

f .t/ D

Z 1

0

ln.1C tx2/

1C x
dx

f 0.t/ D

Z 1

0

x2

.1C x/.1C tx2/
dx

D
1

t C 1

Z 1

0

x � 1

1C tx2
dx C

1

t C 1

Z 1

0

dx
x C 1

D
1

t C 1

�
1

2t
ln.1C tx2/ �

1
p
t

arctan.
p
tx/C ln.x C 1/

�1
0

D
1

t C 1

�
1

2t
ln.1C t / �

1
p
t

arctan
p
t C ln 2

�
H) f .t/ D

1

2

�
� Li2.�t/ �

1

2
ln2.t C 1/

�
� arctan2

p
t C ln 2 ln.t C 1/

所以 Z 1

0

ln.1C x2/

1C x
dx D f .1/

D
1

2

�
� Li2.�1/ �

1

2
ln2 2

�
�
�2

16
C ln2 2

D
3

4
ln2 2 �

�2

48

� 练习 11.18计算积分 Z �

0

ln.2C cos x/dx
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解令 I.˛/ D

Z �

0

ln.˛ C cos x/dx; ˛ > 1,易知 I.˛; x/可导

I 0.˛/ D

Z �

0

dx
˛ C cos x

D

Z �
2

0

dx
˛ C cos x

C

Z �

�
2

dx
˛ C cos x

D

Z �
2

0

dx
˛ C cos x

C

Z �
2

0

dx
˛ � sin x

D

Z �
2

0

dx
˛ C sin x

C

Z �
2

0

dx
˛ � sin x

D

Z �
2

0

2˛

˛2 � sin2 x
dx D �

Z �
2

0

2˛d.cot x/
.˛ cot x/2 C ˛2 � 1

D �
2

p
˛2 � 1

arctan ˛ cot x
p
˛2 � 1

ˇ̌̌�
2

0
D

�
p
˛2 � 1

所以

I.˛/ D � ln.˛ C
p
˛2 � 1/C C ) I.1/ D � ln.1C 0/C C D C

因为

I.1/ D

Z �

0

ln.1C cos x/dx D � ln 2C 4

Z �
2

0

ln cos tdt D �� ln 2

所以

I.˛/ D � ln ˛ C
p
˛2 � 1

2

令 ˛ D 2,可得 Z �

0

ln.2C cos x/dx D � ln
p
3C 2

2

� 练习 11.19计算积分

I D

Z 1

0

1 � x

ln x

�
x C x2 C x2

2

C x2
3

C � � �

�
dx

解考虑含参变量 a的积分所确定的函数

I.a/ D

Z 1

0

xa � 1

ln x
dx

易得 I.0/ D 0以及
@I.a/

@a
D

Z 1

0

xa dx D
1

aC 1
(11.2)

式 (11.2)在 Œ0; 1�对 a积分得

I.a/ � I.0/ D

Z 1

0

1

aC 1
dx H) I.a/ D ln.aC 1/

因此有 Z 1

0

1 � x

ln x
xk dx D

Z 1

0

.xk � 1/ � .xkC1 � 1/

ln x
dx D ln k C 1

k C 2

故

I D

Z 1

0

1 � x

ln x

1X
kD0

x2
k dx D ln

1Y
kD0

2k C 1

2k C 2
D ln

 
1

2

1Y
kD0

2k C 1

2k�1 C 1

!
D � ln 3

� 练习 11.20求定积分
Z C1

0

.1 � x2/ arctan x2

x4 C 4x2 C 1
dx.
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解 (by ytdwdw)3设 ˛ ⩾ 0,可以得到

F.˛/ �

Z C1

0

arctan˛x2

x2 C 1
dx D

Z C1

0

dx
Z ˛

0

x2

.1C t2x4/.x2 C 1/
dt

D

Z ˛

0

dt
Z C1

0

�
1C t2x2

.1C t2x4/.t2 C 1/
�

1

.1C t2/.x2 C 1/

�
dx

txD
p
tu

HHHHHH

Z ˛

0

dt
Z C1

0

1C tx2

.1C x4/.t2 C 1/
p
t

dx �

Z ˛

0

dt
Z C1

0

1

.1C t2/.x2 C 1/
dx

D

p
2�

4

Z ˛

0

1C t

.t2 C 1/
p
t

dt �
�

2

Z ˛

0

1

1C t2
dt

D
�

2
.arctan.

p
2˛ C 1/C arctan.

p
2˛ � 1/ � arctan˛/

所以 Z C1

0

�
1 � x2

�
arctan x2

x4 C 4x2 C 1
dx

D

Z C1

0

.
p
3 � 1/ arctan x2

2
�
x2 C 2 �

p
3
� dx �

Z C1

0

.
p
3C 1/ arctan x2

2
�
x2 C 2C

p
3
� dx

D

p
2

2
.F.2 �

p
3/ � F.2C

p
3//

D �

p
2�

4

�
arctan.

p
2˛ C 1/C arctan.

p
2˛ � 1/ � arctan˛

�ˇ̌̌2C
p
3

˛D2�
p
3

D �

p
2�

4
.� arctan.

p
3 � 2/C arctan.2 �

p
3// D �

p
2�2

24

� 练习 11.21计算 Z 1

0

Z 1

0

sin x siny sin .x C y/

xy .x C y/
dxdy

解考虑参数积分

I .t/ D

Z 1

0

Z 1

0

sin x siny sin t .x C y/

xy .x C y/
dxdy; 0 < t < 1

则

I 0 .t/ D

Z 1

0

Z 1

0

sin x siny cos t .x C y/

xy
dxdy

D

Z 1

0

Z 1

0

sin x siny Œcos .tx/ cos .ty/ � sin .tx/ sin .ty/�
xy

dxdy

其中 Z 1

0

Z 1

0

sin x siny cos .tx/ cos .ty/
xy

dxdy D

Z 1

0

sin x cos .tx/
x

dx
Z 1

0

siny cos .ty/
y

dx

D

�Z 1

0

sin x cos .tx/
x

dx
�2

D

�
1

2

Z 1

0

sin .1C t / x C sin .1 � t / x

x
dx
�2

D

�
1

2

��
2

C
�

2

��2
D
�2

4
.Dirichlet Integral/

Z 1

0

Z 1

0

sin x siny sin .tx/ sin .ty/
xy

dxdy D

Z 1

0

sin x sin .tx/
x

dx
Z 1

0

siny sin .ty/
y

dy

D

�Z 1

0

sin x sin .tx/
x

dx
�2

3《数学分析高等数学例题选解 V6》
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D

�
1

2

Z 1

0

cos .1 � t / x � cos .1C t / x

x
dx
�2

D
1

4
ln2

�
1 � t

1C t

�
.Frullani Integral/

于是

I D I .0/C

Z 1

0

I 0 .t/ dt D
�2

4
�
1

4

Z 1

0

ln2
�
1 � t

1C t

�
dt

D
�2

4
�
1

4

�Z 1

0

�
ln2 .1 � t /C ln2 .1C t / � 2 ln .1 � t / ln .1C t /

�
dt
�
;

其中 Z 1

0

ln2 .1 � t / dt D

Z 1

0

ln2 tdt D t ln2 t j
1
0 �

Z 1

0

2 ln tdt D 2:

Z 1

0

ln2 .1C t / dt D t ln2 .1C t / j
1
0 �

Z 1

0

2t ln .1C t /

1C t
dt

D ln2 2 � 2

Z 1

0

ln .1C t /dt C 2

Z 1

0

ln .1C t /

1C t
dt

D 2 ln2 2 � 4 ln 2C 2Z 1

0

ln .1 � t / ln .1C t / dt D

Z 1

0

ln .1C t / d Œ.t � 1/ ln .1 � t / � t �

D Œ.t � 1/ ln .1 � t / � t � ln .1C t / j
1
0 �

Z 1

0

.t � 1/ ln .1 � t / � t

1C t
dt

D � ln 2C

Z 1

0

�
1 �

1

1C t

�
dt C 2

Z 1

0

ln .1 � t /

1C t
dt �

Z 1

0

ln .1 � t / dt

D 2 � 2 ln 2C 2

Z 1

0

ln .1 � t /

1C t
dt D 2 � 2 ln 2C 2

Z 1

0

ln t
2 � t

dt

D 2 � 2 ln 2C 2

Z 1
2

0

ln .2u/
1 � u

du D 2 � 2 ln 2C 2 ln2 2C 2

Z 1
2

0

lnu
1 � u

du

D 2 � 2 ln 2C 2

Z 1
2

0

ln .1 � u/

u
du D 2 � 2 ln 2C 2

Z 1

1
2

lnu
1 � u

du

D 2 � 2 ln 2C
1

2

 
2 ln2 2C 2

Z 1

1
2

lnu
1 � u

duC 2

Z 1
2

0

lnu
1 � u

du

!

D 2 � 2 ln 2C ln2 2C

Z 1

0

lnu
1 � u

du D 2 � 2 ln 2C ln2 2C

Z 1

0

1X
nD0

un lnudu

D 2 � 2 ln 2C ln2 2 �

1X
nD0

1

.nC 1/2
D 2 � 2 ln 2C ln2 2 �

�2

6
:

将以上各式代入原积分可得Z 1

0

Z 1

0

sin x siny sin .x C y/

xy .x C y/
dxdy D

�2

6
:

� 练习 11.22计算积分:
Z C1

0

cos ax � cos bx
x

dx,其中 a; b > 0

解 方法 1： Z C1

0

cos ax � cos bx
x

dx D lim
"!0C

ı!C1

Z ı

"

cos ax � cos bx
x

dx
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D lim
"!0C

ı!C1

"Z ı

"

cos ax
x

dx �

Z ı

"

cos bx
x

dx
#

分别作变量代换 ax D u; bx D u;得

D lim
"!0C

ı!C1

"Z aı

a"

cos x
x

dx �

Z bı

b"

cos x
x

dx
#

D lim
"!0C

ı!C1

"Z b"

a"

cos x
x

dx �

Z bı

aı

cos x
x

dx
#

D lim
"!0C

Z b"

a"

cos x
x

dx � lim
ı!0C

Z bı

aı

cos x
x

dx

因为

Z C1

1

cos x
x

dx收敛 (可由 Dirichlet判别法得到)

所以

lim
ı!0C

Z bı

aı

cos x
x

dx D lim
ı!0C

"Z bı

1

cos x
x

dx �

Z aı

1

cos x
x

dx
#

D 0

对于前面那个极限

lim
"!0C

Z b"

a"

cos x
x

dx D lim
"!0C

"Z b"

a"

cos x � 1

x
dx C

Z b"

a"

1

x
dx
#

D ln b
a

C lim
"!0C

Z b"

a"

cos x � 1

x
dx

由于

Z 1

0

cos x � 1

x
dx 收敛,同理有 lim

"!0C

Z b"

a"

cos x � 1

x
dx D 0

因此 Z C1

0

cos ax � cos bx
x

dx D ln b
a

注: 这个方法可以计算此题的一般形式
Z C1

0

f .ax/ � f .bx/

x
dx 称为 Froullani 积分, 其中 f .x/

需要满足适当条件

解方法 2记 F.t/ D

Z C1

0

e�tx.cos ax � cos bx/
x

dx ,则易验证 F.x/在 Œ0;C1�上一致收敛

而

F 0.t/ D �

Z C1

0

e�tx.cos ax � cos bx/ dx D
t

b2 C t2
�

t

a2 C t2

) F.t/ D
1

2
ln
�
b2 C t2

a2 C t2

�
C C ,其中 C 为积分常数

留意到 F.C1/ D 0

所以

0 D
1

2
lim

t!C1
ln
�
b2 C t2

a2 C t2

�
C C ) C D 0

所以

F.t/ D
1

2
ln
�
b2 C t2

a2 C t2

�

令 t ! 0C 即有

Z C1

0

cos ax � cos bx
x

dx D ln b
a

11.6.2.1 狄利克雷 (Dirichlet)积分

� 练习 11.23 Evaluate Z C1

0

sin x
x

dx
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解 Z C1

0

sin x
x

dx D

Z C1

0

sin x
�Z C1

0

e�xydy
�

dx

D

Z C1

0

�Z C1

0

e�xy sin xdx
�

dy

D

Z C1

0

�
�
y sin x C cos x
exy.y2 C 1/

�C1

0

dy

D

Z C1

0

1

y2 C 1
dy

D

h
arctan x

iC1

0
D
�

2�
注意

1

xp
D

1

�.p/

Z C1

0

tp�1e�xtdt .x > 0/

解 Here’s another way of finishing off Derek’s argument. He provesZ �=2

0

sin.2nC 1/x

sin x
dx D

�

2
:

Let

In D

Z �=2

0

sin.2nC 1/x

x
dx D

Z .2nC1/�=2

0

sin x
x

dx:

Let

Dn D
�

2
� In D

Z �=2

0

f .x/ sin.2nC 1/x dx

where
f .x/ D

1

sin x
�
1

x
:

We need the fact that if we define f .0/ D 0 then f has a continuous derivative on the interval Œ0; �=2�.
Integration by parts yields

Dn D
1

2nC 1

Z �=2

0

f 0.x/ cos.2nC 1/x dx D O.1=n/:

Hence In ! �=2 and we conclude thatZ 1

0

sin x
x

dx D lim
n!1

In D
�

2
:

解

定理 11.19. Riemann

~

If f .x/ is Riemann integrable in the interval a � x � b, then:

lim
k!C1

Z b

a

f .x/ sin kx dx D 0 :

Next, notice that: Z �

0

sin
�
nC

1
2

�
x

2 sin x
2

dx D
�

2
; n D 0; 1; 2; : : : (11.3)

and let:

�.x/ D

8̂<̂
:
0 ; x D 0

1

x
�

1

2 sin x
2

D
2 sin x

2
� x

2x sin x
2

; 0 < x � � :
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Then �.x/ is continuous and satisfies Riemann theorem, so choosing k D nC
1

2
we write:

lim
n!C1

Z �

0

�
1

x
�

1

2 sin x
2

�
sin

�
nC

1

2

�
x dx D 0 :

But taking (11.3) into account we have:

lim
n!C1

Z �

0

sin
�
nC

1
2

�
x

x
dx D

�

2
:

Using substitution u D

�
nC

1

2

�
x and knowing that

Z C1

0

sin x
x

dx converges we finally have:Z C1

0

sin x
x

dx D lim
n!C1

Z .nC 1
2 /�

0

sinu
u

du D
�

2
:

解We can decompose interval Œ0;C1/ into intervals of length
�

2
. Then we’ll have:

I D

Z C1

0

sin x
x

dx D

C1X
nD0

Z .nC1/�=2

n�=2

sin x
x

dx

Now consider the case when n is even i.e. n D 2k and substitute x D k� C t :Z .2kC1/�=2

2k�=2

sin x
x

dx D .�1/k
Z �=2

0

sin t
k� C t

dt

and for odd n we have n D 2k � 1 and we use substitution x D k� � t :Z 2k�=2

.2k�1/�=2

sin x
x

dx D .�1/k�1

Z �=2

0

sin t
k� � t

dt

Hence we obtain:

I D

Z �
2

0

sin t �

"
1

t
C

C1X
kD1

.�1/k
�

1

t C k�
C

1

t � k�

�#
dt

But in square bracket we have expansion of
1

sin x
into partial fractions, hence the result follows:

I D

Z �
2

0

dt D
�

2

� 练习 11.24计算积分 Z C1

�1

sin3 x
x3

dx

解注意到

sin3 x D
3

4
sin x �

1

4
sin 3x

所以Z C1

�1

sin3 x
x3

dx D

Z C1

�1

3
4

sin x �
1
4

sin 3x
x3

dx

D
3

4

Z C1

�1

sin x
x3

dx �
1

4

Z C1

�1

sin 3x
x3

dx

D
3

4

Z C1

�1

sin xd
�

�1

2x2

�
�
1

4

Z C1

�1

sin 3xd
�

�1

2x2

�
D

�
�3 sin x
8x2

�C1

�1

C
3

8

Z C1

�1

cos x
x2

dx C

� sin 3x
8x2

�C1

�1

�
3

8

Z C1

�1

cos 3x
x2

dx

D
3

8

Z C1

�1

cos xd
�

�1

x

�
�
3

8

Z C1

�1

cos 3xd
�

�1

x

�
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D

�
�3 cos x
8x2

�C1

�1

�
3

8

Z C1

�1

sin x
x

dx C

�
�3 cos 3x
8x2

�C1

�1

C
9

8

Z C1

�1

sin 3x
3x

d.3x/

D �
3�

8
C
9�

8
D
3�

4

� 练习 11.25计算积分: Z C1

0

� sin x
x

�n
dx

解利用分布积分，我们有Z C1

0

� sin x
x

�n
dx D

Z C1

0

sinn x
xn

dx D �
1

n � 1

Z C1

0

sinn xd. 1

xn�1
/

D �
sinn x

.n � 1/xn�1

ˇ̌̌̌C1

0

C
1

n � 1

Z C1

0

1

xn�1
d.sinn x/

D �
1

n � 1

Z C1

0

.sinn x/0

xn�1
dx D �

1

.n � 1/.n � 2/

Z C1

0

.sinn x/0d. 1

xn�2
/

D �
.sinn x/0

.n � 1/.n � 2/xn�2

ˇ̌̌̌C1

0

C
1

.n � 1/.n � 2/

Z C1

0

1

xn�2
d.sinn x/0

D �
1

.n � 1/.n � 2/

Z C1

0

.sinn x/00

xn�2
dx

D �
1

.n � 1/.n � 2/.n � 3/

Z C1

0

.sinn x/00d. 1

xn�3
/

D �
.sinn x/00

.n � 1/.n � 2/.n � 3/xn�3

ˇ̌̌̌C1

0

C
1

.n � 1/.n � 2/.n � 3/

Z C1

0

1

xn�3
d.sinn x/00

D
1

.n � 1/.n � 2/.n � 3/

Z C1

0

.sinn x/000

xn�3
dx

D
:::

D
1

.n � 1/Š

Z C1

0

.sinn x/.n�1/

x
dx

因为

.sinn x/.m/ D

8̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

.�1/
mCnC1

2

2n

nX
kD0

.�1/kC kn .2k � n/m sin.2k � n/x mC n为奇数

.�1/
mCn

2

2n

nX
kD0

.�1/kC kn .2k � n/m cos.2k � n/x mC n为偶数

当 m D n � 1时,mC n D .n � 1/C n D 2n � 1为奇数,有

.sinn x/.n�1/
D
.�1/n

2n

nX
kD0

.�1/kC kn .2k � n/n�1 sin.2k � n/x

又因为有 Z C1

0

sin.2k � n/x

x
dx D

Z C1

0

sin.2k � n/x

.2k � n/x
dŒ.2k � n/x� D sgn.2k � n/

�

2

所以 Z C1

0

� sin x
x

�n
dx D

1

.n � 1/Š

Z C1

0

.sinn x/.n�1/

x
dx

D
.�1/n

2n.n � 1/Š

nX
kD0

.�1/kC kn .2k � n/n�1

Z C1

0

sin.2k � n/x

x
dx
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D
.�1/n

2n.n � 1/Š

nX
kD0

.�1/kC kn .2k � n/n�1sgn.2k � n/
�

2

D
�

2n.n � 1/Š

Œn�1
2 �X

kD0

.�1/kC kn .n � 2k/n�1

11.6.2.2 菲涅耳 (Fresnel)积分

例11.61 Evaluate: Z C1

0

sin x2 dx

解方法 1 (by fin3574):Z C1

0

sin x2dx uDx2

HHHHHHHHHH

dxD 1
2u

� 1
2 du

Z C1

0

sinu
2
p
u

du

D

Z C1

0

1

2
p
u

d.1 � cosu/

D lim
u!C1

1 � cosu
2
p
u

� lim
u!0C

1 � cosu
2
p
u

C
1

4

Z C1

0

1 � cosu
u

3
2

du

D
1

4

Z C1

0

�
2

p
�

Z C1

0

p
ve�uvdv

�
.1 � cosu/du

D
1

2
p
�

Z C1

0

p
v

�Z C1

0

e�uv.1 � cosu/du
�

dv

D
1

2
p
�

Z C1

0

p
v

�Z C1

0

e�uvdu
�

dv �
1

2
p
�

Z C1

0

p
v

�Z C1

0

e�uv cosudu
�

dv

D
1

2
p
�

Z C1

0

p
v

�
�

1

veuv

�C1

0

dv �
1

2
p
�

Z C1

0

p
v

� sinu � v cosu
euv.v2 C 1/

�C1

0

dv

D
1

2
p
�

Z C1

0

1
p
v

dv �
1

2
p
�

Z C1

0

v
p
v

1C v2
dv

D
1

2
p
�

Z C1

0

p
v

v.v2 C 1/
dv

tDv2

HHHHH
1

4
p
�

Z C1

0

t�
3
4

1C t
dt

D
1

4
p
�

B
�1
4
;
3

4

�
D

1

4
p
�

�
�
1
4

�
�
�
3
4

�
�
�
1
4

C
3
4

�
余元公式

HHHHHHHHH
1

4
p
�

�
�

sin �
4

D

p
2�

4

方法 2 (by fin3574):

I D

Z C1

0

sin x2dx

I.�/ D

Z C1

0

e��x2 sin x2dx

I2.�/ D

Z C1

0

Z C1

0

e��.x2Cy2/ sin x2 siny2dxdy

D

Z C1

0

Z C1

0

e��.x2Cy2/
�

�1

2

h
cos.x2 C y2/ � cos.x2 � y2/

i
dxdy
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D �
1

2

Z C1

0

Z �
2

0

e�� r2
h

cos.r2/ � cos.r2 cos 2�/
i
rdrd�Œr2 ! r�

D �
1

4

Z �
2

0

Z C1

0

e�� r
h

cos r � cos.r cos 2�/
i
drd�

D �
1

4

Z �
2

0

�
�

�2 C 1
�

�

�2 C cos2 2�

�
d�

D �
1

4
�
�

2
�

�

�2 C 1
C
�

8

Z �

0

1

�2 C cos2 �
d�

D �
��

8.�2 C 1/
C
�

8

Z �

0

1

�2 sin2 � C .1C �2/ cos2 �
d�

D �
��

8.�2 C 1/
C
�

8

Z �

0

1

�2 tan2 � C .1C �2/
d tan �

D �
��

8.�2 C 1/
C
�

8
�

1

�
p
1C �2

�
arctan

�r
�

1C �2
tan �

���
2 !�

0! �
2

D �
��

8.�2 C 1/
C

�

8
p
1C �2

h�
0 �

�
�
�

2

��
C

��
2

� 0
�i

D �
��

8.�2 C 1/
C

�

8
p
1C �2

� 练习 11.26 Evaluate Z C1

0

cos x2 dx

解 Z C1

0

cos x2dx uDx2

HHHHHHHHHH

dxD 1
2u

� 1
2 du

Z C1

0

cosu
2
p
u

du

D

Z C1

0

1

2
p
u

d.sinu/

D lim
u!C1

sinu
2
p
u

� lim
u!0C

sinu
2
p
u

C
1

4

Z C1

0

sinu
u

3
2

du

D
1

4

Z C1

0

�
2

p
�

Z C1

0

p
ve�uvdv

�
sinudu

D
1

2
p
�

Z C1

0

p
v

�Z C1

0

e�uv sinudu
�

dv

D
1

2
p
�

Z C1

0

p
v

�
�

cosuC v sinu
euv.v2 C 1/

�C1

0

dv

D
1

2
p
�

Z C1

0

p
v

1C v2
dv

tDv2

HHHHH
1

4
p
�

Z C1

0

t�
1
4

1C t
dt

D
1

4
p
�

B
�3
4
;
1

4

�
D

1

4
p
�

�
�
3
4

�
�
�
1
4

�
�
�
3
4

C
1
4

�
余元公式

HHHHHHHHH
1

4
p
�

�
�

sin �
4

D

p
2�

4�
注意 Equation

1

xp
D

1

�.p/

Z C1

0

tp�1e�xtdt .x > 0/
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11.6.2.3 拉普拉斯 (Laplace)积分

例11.62计算 Z C1

0

cos bx
a2 C x2

dx

解 Z C1

0

cos bx
x2 C a2

dx D

Z C1

0

cos bx
�Z C1

0

e�.x2Ca2/y dy
�

dx

D

Z C1

0

e�a2y dy
Z C1

0

e�yx2 cos bx dx

D Re
Z C1

0

e�a2y dy
Z C1

0

e�.yx2�ibx/ dx

D Re
Z C1

0

e�a2y
�
1

2

r
�

y
e� b2

4y dy

D

p
�

2
Re
Z C1

0

1
p
y
e�a2y� b2

4y dy

D

p
�

2
Re
�p

�

a2
e�2

q
a2� b2

4

�
D

p
�

2
e�ab

�
注意 Z C1

0

e�.ax2Cbx/ dx D
1

2

r
�

a
e

b2

4a

例11.63求积分 Z C1

0

cos x
.1C x2/2

dx

解利用欧拉公式有 Z C1

0

cos x
.1C x2/2

dx D Re
�Z C1

0

eix

.1C x2/2
dx
�

令 f .z/ D
eiz

.1C z2/2
,在上半平面内, i为 2阶极点,

ResŒf .z/; i� D
1

1Š
lim
z!i

�
.z � i/2 �

eiz

.1C z2/2

�0

D lim
z!i

�
eiz

.z C i/2

�0

D lim
z!i

ieiz.z C 3i/
.z C i/3

D
i
2e

故 Z C1

0

eix

.1C x2/2
dx D 2� i � ResŒf .z/; i� D

�

e

于是原积分 Z C1

0

cos x
.1C x2/2

dx D Re
�Z C1

0

eix

.1C x2/2
dx
�

D
�

e



第 12章 曲线积分与曲面积分

12.1 对弧长的曲线积分

定义 12.1.对弧长的曲线积分

|

Z
L

f .x; y/ds D lim
�!0

nX
iD1

f .�i ; �i /�si

其中 f .x; y/叫做被积函数, L叫做积分弧段, ds叫做弧微分.

函数 f .x; y/在闭曲线 L上对弧长的曲线积分记为

I
L

f .x; y/ ds

定理 12.1.物理背景

~

线密度为 f .x; y/ (或 f .x; y; z/)的非均匀分布在平面 (或空间)曲线段 L上的物体的

质量,特别当 f .x; y/(或 f .x; y; z/)时,第一型曲线积分的数值就是 L的长度

12.1.1 对弧长的曲线积分的计算法

定理 12.2. L为参数方程

~

设 f .x; y/ 在曲线弧 L 上有定义且连续, L 的参数方程为
�
x D '.t/ ;

y D  .t/ ;
.˛ ⩽ t ⩽ ˇ/ 其中

'.t/, y D  .t/在 Œ˛; ˇ�上具有一阶连续导数,且 '02.t/C  02.t/ ¤ 0,则曲线积分存在,且Z
L

f .x; y/ ds D

Z ˇ

˛

f
�
'.t/;  .t/

�p
'02.t/C  02.t/ dt .˛ < ˇ/

(1) L由显函数给出：L W x D x ; y D y.x/ , a ⩽ x ⩽ b . 则Z
L

f .x; y/ds D

Z b

a

f Œx; y.x/�
p
1C Œy0.x/�2 dx

(2) L由极坐标给出：L W r D r.�/ ; ˛ ⩽ � ⩽ ˇ . 则Z
L

f .x; y/ds D

Z ˇ

˛

f Œr.�/ cos �; r.�/ sin ��
p
Œr.�/�2 C Œr 0.�/�2 d�

例12.1计算
Z
L

xy2 ds, L W x2 C y2 D 1; x > 0; y > 0

解法 1(参数方程) L的参数方程：x D cos � , y D sin � , 0 ⩽ � ⩽ �

2
弧微分

ds D
p
Œ.cos �/0�2 C Œ.sin �/0�2 d� D d�

故 Z
L

xy2 ds D

Z �
2

0

cos � � .sin �/2 d� D
1

3

法 2(极坐标) L的极坐标方程：L W r D 1, 0 ⩽ � ⩽ �

2
弧微分

ds D
p
12 C Œ.1/0�2 d� D d�
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故 Z
L

xy2 ds D

Z �
2

0

cos � � .sin �/2 d� D
1

3

法 3(直角坐标) L的直角坐标方程：L W y D
p
1 � x2, 0 ⩽ x ⩽ 1弧微分

ds D
p
1C Œy0.x/�2 dx D

s
1C

��
1 �

x
p
1 � x2

�0�2
dx D

1
p
1 � x2

dx

故 Z
L

xy2 ds D

Z 1

0

x
�p

1 � x2
�2

�
1

p
1 � x2

dx D
1

3

法 4(直角坐标) L的直角坐标方程：L W x D
p
1 � y2, 0 ⩽ y ⩽ 1弧微分

ds D
p
1C Œx0.y/�2 dy D

s
1C

��
1 �

yp
1�y2

�0
�2

dy D
1p
1 � y2

dy

故 Z
L

xy2 ds D

Z 1

0

p
1 � y2y2 �

1p
1 � y2

dy D
1

3

例12.2求两直交圆柱面 x2 C y2 D R2, x2 C z2 D R2 所围成的立体的表面积

解只需求 x2 C y2 D R2在第一卦限的面积,再乘以 16,柱面下方曲线

L W r D R
�
0 ⩽ � ⩽ �

2

�
柱面上方曲线方程 z D f .x; y/ D

p
R2 � x2,弧微分 ds D R d�

z D f .x; y/ D
p
R2 � x2 D

p
R2 � .R cos �/2 D R sin �

A D 16

Z
L

f .x; y/ ds D 16

Z �
2

0

R sin � �R d� D 16R2

例12.3计算 I D

I
L

dsp
5 � 4xy C 4y2

,其中 L为曲线 x2 � 4xy C 5y2 D 1.

解 (by xwmath)1 由 L W x2 � 4xy C 5y2 D 1,改写方程为 .x � 2y/2 C y2 D 1. 令 x � 2y D cos t ,
y D sin t , 0 ⩽ t ⩽ 2� ,则 �

x D cos t C 2 sin t;
y D sin t;

0 ⩽ t ⩽ 2�

于是

ds D
p
x02.t/C y02.t/dt

D
p
3 � 2 sin.2t/C 2 cos.2t/ dt

被积函数定义在积分曲线上,所以
1p

5 � 4xy C 4y2
D

1p
5 � x2 � y2 C x2 � 4xy C 5y2

D
1p

6 � x2 � y2
D

1p
3 � 2 sin.2t/C 2 cos.2t/

将以上计算的结果代入,可得I
L

dsp
5 � 4xy C 4y2

D

Z 2�

0

p
3 � 2 sin.2t/C 2 cos.2t/ dtp
3 � 2 sin.2t/C 2 cos.2t/

D

Z 2�

0

dt D 2�

1考研竞赛数学：每日一题 218：对弧长的曲线积分换元法及其应用
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例12.4设曲线 L W jxj D 1; jyj D 1, f .x/为正值函数,求
I
L

af .x/C bf .y/

f .x/C f .y/
ds

解因为积分区域关于 y D x对称,故I
L

af .x/C bf .y/

f .x/C f .y/
ds 轮换对称性

HHHHHHHH

I
L

af .y/C bf .x/

f .y/C f .x/
ds

D
1

2

I
L

.aC b/ds D 4.aC b/

例12.5计算曲线积分
I
�

x2 ds,其中 � 为

�
x2 C y2 C z2 D R2

x C y C z D 0

解曲线 � 为半径为 R的圆周,其方程关于变量 x; y; x 具有轮换对称性I
�

x2 ds D

I
�

y2 ds D

I
�

z2 ds D
1

3

I
�

.x2 C y2 C z2/ds

D
1

3

I
�

R2 ds D
R2

3

I
�

ds D
R2

3
� 2�R D

2

3
�R3

定理 12.3.对弧长的平面曲线积分换元法

~

设平面曲线 L的方程 '.x; y/ D 0,变换

x D x.u; v/ ; y D y.u; v/

将 uOv 平面上的曲线 Luv 一一映射到 xOy 面上的曲线 Lxy ,其中 '.x; y/; x.u; v/; y.u; v/

在各自分布的曲线上具有一阶连续偏导数且�
'02
x C '02

y

�
L

¤ 0 ;
@.x; y/

@.u; v/

ˇ̌̌̌
L

¤ 0

f .x; y/在 Lxy 上连续,则Z
Lxy

f .x; y/ ds D

Z
Luv

f
�
x.u; v/; y.u; v/

� q
'02
x C '02

yJ�1

 
'0
y

�'0
x

!
dsuv

其中 ds D
p
.dx/2 C .dy/2,

dsuv D
p
.du/2 C .dv/2 ; J D

 
@x
@u

@x
@v

@y
@u

@y
@v

!

例12.6计算 I D

I
L

dsp
5 � 4xy C 4y2

,其中 L为曲线 x2 � 4xy C 5y2 D 1.

解 (by xwmath)2由 L W x2 � 4xy C 5y2 D 1,改写方程为 .x � 2y/2 C y2 D 1. 令

u D x � 2y; v D y;即 x D uC 2v; y D x

所以 Luv W u2 C v2 D 1,被积函数

f .x; y/ D
1p

5 � 4xy C 4y2
D

1

5 � 4uv � 4v2

L W '.x; y/ D x2 � 4xy C 5y2 � 1 D 0

所以 '0
x.x; y/ D 2x � 4y; '0

y.x; y/ D �4x C 10y,q
'02
x C '02

y D
p
.2x � 4y/2 C .�4x C 10y/2

D 2
p
5u2 � 4uv C v2

2考研竞赛数学：每日一题 218：对弧长的曲线积分换元法及其应用
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并且

J D

 
@x
@u

@x
@v

@y
@u

@y
@v

!
D

�
1 2

0 1

�
H) J�1

D

�
1 �2

0 1

�
J�1

 
'0
y

�'0
x

! D


�
1 �2

0 1

��
�4x C 10y

�.2x � 4y/

�
D
ˇ̌
.2y;�2x C 4y/

ˇ̌
D j.2v;�2u/j D 2

p
u2 C v2 D 2

将上面计算的结果代入换元法计算公式,并且积分变量定义在 Luv W u2 C v2 D 1上,所以

5u2 � 4uv C v2 D 5.u2 C v2/ � 4uv � 4v2 D 5 � 4uv � 4v2

于是换元后的被积表达式为I
L

dsp
5 � 4xy C 4y2

D

I
Luv

f
�
x.u; v/; y.u; v/

� q
'02
x C '02

yJ�1

 
'0
y

�'0
x

!
dsuv

D

I
Luv

1

5 � 4uv � 4v2
2
p
5u2 � 4uv C v2

2
p
u2 C v2

dsuv

D

I
Luv

dsuv
几何意义

HHHHHH 2�

12.2 对坐标的曲线积分

定义 12.2.第二类曲线积分

|

函数 P.x; y/在有向线弧 L对坐标 x的曲线积分Z
L

P.x; y/ dx D lim
�!0

nX
iD1

P.�i ; �i /�si

函数Q.x; y/在有向线弧 L对坐标 y 的曲线积分Z
L

Q.x; y/ dy D lim
�!0

nX
iD1

Q.�i ; �i /�si

记 Z
L

P.x; y/ dx C

Z
L

Q.x; y/ dy D

Z
L

P.x; y/ dx CQ.x; y/ dy

定理 12.4.物理背景

~

质点受力 FFF .x; y/ D FFF .P.x; y/;Q.x; y//作用沿平面或空间有向曲线 L,从起点 A移

动到终点 B 变力 F 所作的功.

12.2.1 对坐标的曲线积分的计算法

定理 12.5. L为参数方程

设 P.x; y/, Q.x; y/ 在曲线弧 L 上有定义且连续, L 的参数方程为
�
x D '.t/ ;

y D  .t/ ;
当参数

t 单调地由 ˛ 变 ˇ 时, 点 M.x; y/ 从 L 的起点 A 沿 L 运动到终点 B , '.t/,  .t/ 在
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~

以 ˛ 及 ˇ 为端点的闭区间上具有一阶连续导数, 且 '02.t/ C  02.t/ ¤ 0, 则曲线积分Z
L

P.x; y/ dx CQ.x; y/ dy 存在,且Z
L

P.x; y/ dx CQ.x; y/ dy D

Z ˇ

˛

˚
P Œ'.t/;  .t/�'0.t/CQŒ'.t/;  .t/� 0.t/g dt

例12.7计算
Z
L

�y dx C x dy

其中 L是沿曲线 y D
p
2x � x2,从点 A.2; 0/到点 O.0; 0/的有向弧段。

解 L的的参数方程：L W x D 1C cos t; y D sin t .t W 0 ! �/Z
L

�y dx C x dy D

Z �

0

�
.� sin t/ � .1C cos t/0 C .1C cos t / � .sin t /0

�
dt D �

例12.8计算第二型曲线积分

I D

I
C

ey

x2 C y2

�
.x sin x C y cos x/ dx C .y sin x � x cos x/dy

�
;

其中 C W x2 C y2 D 1,取逆时针方向

解

原式 D

Z 2�

0

ecos t cos.sin t /dt D

Z 2�

0

ee
it dt D

1

i

I
jzjD1

ez

z
dz D 2� lim

z!0
ez D 2�

例12.9计算
Z
L

�y dx C x dy

其中 L是沿曲线 y D
p
2x � x2,从点 A.2; 0/到点 O.0; 0/的有向弧段。

解 L的直角坐标方程：L W y D
p
2x � x2 .x W 2 ! 0/Z

L

�y dx C x dy D

Z 0

2

�
�

p
2x � x2 C x �

1 � x
p
2x � x2

�
dx D �

定理 12.6.奇偶对称性

~

Z
L

Q.x; y/ dy D

8<:0 ; Q.x; y/ D �Q.�x; y/

2

Z
L

Q.x; y/ dy ; Q.x; y/ D Q.�x; y/

定理 12.7.奇偶对称性

~

若 � 关于 xOy 面对称,则Z
�

P.x; y; z/ dz D

8<:0 ; P.x; y; z/ D �P.x; y;�z/

2

Z
�

P.x; y; z/ dy ; P.x; y; z/ D P.x; y;�z/

其中 �1为 � 在 xOy 面上方的部分.

例12.10设 f .r; t/ D

I
x2CxyCy2Dr2

x dx � y dy
.x2 C y2/t

,求 lim
r!1

f .r; t/

解令 x D uC v; y D u � v ) x2 C xy C y2 D 3u2 C v2. 令 u D
r

p
3

cos �; v D r sin � 得圆的参

数方程 8̂<̂
:
x D

r
p
3

�
cos � �

p
3 sin �

�
;

y D
r

p
3

�
cos � C

p
3 sin �

�
;

0 ⩽ � ⩽ 2�
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于是有

f .r; t/ D

Z 2�

0

2
p
3
3
r2 d��

2r2

3
.cos2 � C 3 sin2 �/

�t D
p
3

�
2r2

3

�1�t Z 2�

0

d�
.cos2 � C 3 sin2 �/t

D 4
p
3

�
2r2

3

�1�t Z �
2

0

d tan �
.1C 3 tan2 �/t

D 4
p
3

�
2r2

3

�1�t Z C1

0

dx
.1C 3x2/t

故有

lim
r!C1

f .r; t/ D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
0; t > 1

2�; t D 1;

C1; t < 1:

定理 12.8.对坐标的平面曲线积分换元法

~

设 L为平面有向光滑曲线,起点为 A,终点为 B . 变换

x D x.u; v/; y D y.u; v/

将 uOv 平面上的有向曲线 Luv 和点 Auv ! Buv 一一映射到 xOy 面上的曲线 L 和

点 A ! B . 其中, x.u; v/, y.u; v/, P , Q 在各自定义曲线上具有一阶连续偏导数, 且
@.x;y/
@.u;v/

ˇ̌̌
Luv

¤ 0,则Z
L

P.x; y/ dx CQ.x; y/ dy D

Z
Luv

�
P
@x

@u
CQ

@y

@u

�
duC

�
P
@x

@v
CQ

@y

@v

�
dv:

定理 12.9.对坐标的空间曲线积分换元法

~

设 � 为空间有向光滑曲线,起点为 A,终点为 B . 变换

x D x.u; v; w/; y D y.u; v; w/; z D z.u; v; w/

将 O � uvw 空间上的有向曲线 �uvw W Auvw ! Buvw 一一映射到 O � xyz 面上的曲线

� W A ! B . 其中, x.u; v; w/, y.u; v; w/, z.u; v; w/, P , Q, R在各自定义曲线上具有一阶连
续偏导数,且 @.x;y;z/

@.u;v;w/

ˇ̌̌
�uvw

¤ 0,则Z
�

P.x; y; z/ dx CQ.x; y; z/ dy CR.x; y; z/ dz

D

Z
�uvw

�
P
@x

@u
CQ

@y

@u
CR

@z

@u

�
duC

�
P
@x

@v
CQ

@y

@v
CR

@z

@v

�
dv C

�
P
@x

@w
CQ

@y

@w
CR

@z

@w

�
dw:

12.3 格林公式及其应用

定理 12.10.格林公式

~

设闭区域 D 由分段光滑的曲线 L围成，函数 P.x; y/及 Q.x; y/在 D 上具有一阶连续偏

导数，则有 I
L

P.x; y/ dx CQ.x; y/ dy D

“
D

�
@Q

@x
�
@P

@y

�
dx dy

其中 L是D的取正向 .逆时针 /的边界曲线

例12.11计算
Z
L

x2y dx C y3 dy

L是由曲线 y3 D x2, y D x 所围成的区域的边界正向曲线
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解 (方法 1) L D L1 [ L2, L1 W y D x .x W 0 ! 1/, L2 W y D x
2
3 .x W 1 ! 0/Z

L

x2y dx C y3 dy D

Z
L1

x2y dx C y3 dy C

Z
L2

x2y dx C y3 dy

D

Z 1

0

�
x2 � x C x3 � 1

�
dx C

Z 0

1

h
x2 � x

2
3 C

�
x

2
3

�3
�
�
2
3
x� 1

3

�i
dx

D �
1

44

(方法 2)用格林公式Z
L

x2y dx C y3 dy D

“
D

�
@

@x
.y3/ �

@

@y
.x2y/

�
dx dy

D

“
D

�
�x2

�
dx dy D

Z 1

0

dx
Z x

2
3

x

.�x2/dy

D �
1

44

例12.12计算
Z
L

.xy C ex/dx C Œx2 � ln.1C y/�dy

解 (加边法)
@Q

@x
�
@P

@y
D

@

@x
.x2 � ln.1C y// �

@

@y
.xy C ex/ D x

添加一条边：L0
W y D 0; .x W 0 ! �/,由格林公式I
LCL0

.xy C ex/dx C Œx2 � ln.1C y/�dy D

“
D

x dx dy D �

所以 Z
L

.xy C ex/dx C Œx2 � ln.1C y/�dy D � �

Z
L0

.xy C ex/dx C Œx2 � ln.1C y/� dy

D � �

Z �

0

ex dx .∵ y D 0; dy D 0/

D � C 1 � e�

例12.13计算曲线积分
I
L

x dy � y dx
4x2 C y2

其中 L是以 .1; 0/为中心，R .R > 1/为半径的圆周，取逆时针方向。

解 (挖洞法)在 L所围的区域内有奇点：(0, 0)，作一个椭圆 (顺时针方向)：
L1 W 4x2 C y2 D "2, "足够小，使椭圆包含于圆内. L1围成的区域为D1。

@Q

@x
�
@P

@y
D

@

@x

�
x

4x2 C y2

�
�
@

@y

�
�y

4x2 C y2

�
D 0

在D上用格林公式得I
L[L1

x dy � y dx
4x2 C y2

D

“
D

�
@Q

@x
�
@P

@y

�
dx dy D

“
D

0dx dy D 0

故 I
L

x dy � y dx
4x2 C y2

D

I
L[L1

x dy � y dx
4x2 C y2

�

I
L1

x dy � y dx
4x2 C y2

D 0 �

I
L1

x dy � y dx
4x2 C y2

D �

I
L1

x dy � y dx
"2

D
1

"2

I
�L1

x dy�y dx
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格林公式
HHHHHH

“
D1

�
@.x/

@x
�
@.�y/

@y

�
dx dy

x

y

L1

L

1

D

D
1

"2

“
D1

2dx dy D
2

"2

“
D1

dx dy

D
2

"2
� .� �

"

2
� "/ D �

例12.14设函数 u.x; y/, v.x; y/在闭区域D W x2 C y2 ⩽ 1上有一阶连续偏导数,又

f .x; y/ D v.x; y/iii C u.x; y/jjj ;

g.x; y/ D

�
@u

@x
�
@u

@y

�
iii C

�
@v

@x
�
@v

@y

�
jjj :

且在D的边界上有 u.x; y/ �D 1; v.x; y/ � y,求
“
D

fff � ggg d�

证明 [16]因为

fff � ggg D v

�
@u

@x
�
@u

@y

�
C u

�
@v

@x
�
@v

@y

�
D v

@u

@x
C u

@v

@x
�

�
v
@u

@y
� u

@v

@y

�
D
@.uv/

@x
�
@.uv/

@y
;

所有 “
D

fff � ggg d� D

“
D

�
@.uv/

@x
�
@.uv/

@y

�
d�

格林公式
HHHHHHH

I
L
uv dx C uv dy D

I
L
y dx C y dy

D

Z 2�

0
.� sin2 � C sin � cos �/d� D ��

其中, L W x2 C y2 D 1正向.

例12.15设函数 f .x/在闭区域D W x2 C y2 ⩽ 1上有二阶连续偏导数,且
@2f

@x2
C
@2f

@y2
D e�.x2Cy2/

证明:
“
D

�
x
@f

@x
C y

@f

@y

�
dx dy D

�

2e

解在极坐标下有“
D

�
x
@f

@x
C y

@f

@y

�
dx dy D

Z 2�

0

d�
Z 1

0

�
r cos �f 0

x C r sin �f 0
y

�
r dr

交换积分次序
HHHHHHHHH

Z 1

0

r dr
Z 2�

0

�
r cos �f 0

x C r sin �f 0
y

�
d�

注意到: 因为 x D r cos �; y D r sin � ,则对应有 dx D �r sin � d�; dy D r cos � d� ,将上式内层积

分看作沿闭曲线 Lr W x2 C y2 D r2 逆时针方向的曲线积分

Z
Lr

�f 0
y dx C f 0

x dy ,那么由格林公

式,得 Z
Lr

�f 0
y dx C f 0

x dy D

“
Dp Wx2Cy2⩽r2

.f 00
xx C f 00

yy/d� D

“
Dr

e�.x2Cy2/ dı

D

Z 2�

0

d'
Z r

0

e��2

� d� D �.1 � e�r2

/ :

于是,
“
D

�
x
@f

@x
C y

@f

@y

�
dx dy D

Z 1

0

�.1 � e�r2

/r dr D
�

2e
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法 2. “
D

�
x
@f

@x
C y

@f

@y

�
dx dy

D
1

2

“
D

�
f 0
x

@.x2 C y2/

@x
C f 0

y

@.x2 C y2/

@y

�
dx dy

D
1

2

I
LD

.x2 C y2/f 0
x dy � .x2 C y2/f 0

y dx �
1

2

“
D

.x2 C y2/

�
@2f

@x2
C
@2f

@y2

�
dx dy

D
1

2

I
LD

f 0
x dy � f 0

y dx �
1

2

“
D

.x2 C y2/

�
@2f

@x2
C
@2f

@y2

�
dx dy

D

“
D

�
@2f

@x2
C
@2f

@y2

�
dx dy �

1

2

“
D

.x2 C y2/

�
@2f

@x2
C
@2f

@y2

�
dx dy

D
1

2

“
D

.1 � x2 C y2/e�.x2Cy2/ dx dy D
�

2e

定理 12.11.面积公式

~

L围成的面积

A D
1

2

I
L

x dy � y dx

例12.16已知平面区域D D f.x; y/j0 ⩽ x ⩽ �; 0 ⩽ y ⩽ �g，L为D的正向边界，试证：

(1)
I
L

xesiny dy � ye� siny dx D

I
L

xe� siny dy � yesinx dx

(2)
I
L

xesiny dy � ye� siny dx ⩾ 5

2
�2

证明 证法一：由于区域D为一正方形，可以直接用对坐标曲线积分的计算法计算.
(1)

右边 D

Z �

0
�esiny dy �

Z 0

�
�e� sinx dx D �

Z �

0

�
esinx

C e� sinx
�

dx ;

右边 D

Z �

0
�e� siny dy �

Z 0

�
�esinx dx D �

Z �

0

�
esinx

C e� sinx
�

dx ;

所以 I
L
xesiny dy � ye� siny dx D

I
L
xe� siny dy � yesinx dx

(2)由于 esinx
C e� sinx ⩾ 2C sin2 x D

5 � cos 2x
2I

L
xesiny dy � ye� siny dx D �

Z �

0

�
esinx

C e� sinx
�

dx ⩾ 5

2
�2

证法二：(1)根据 Green公式，将曲线积分化为区域D上的二重积分I
L
xesiny dy � ye� sinx dx D

“
D

�
esiny

C e� sinx
�

dı

I
L
xe� siny dy � yesinx dx D

“
D

�
e� siny

C esinx
�

dı

因为关于 y D x对称，所以“
D

�
esiny

C e� sinx
�

dı D

“
D

�
e� siny

C esinx
�

dı ;

故 I
L
xesiny dy � ye� siny dx D

I
L
xe� siny dy � yesinx dx



12.3 格林公式及其应用 –453/572–

(2)由 et C e�t
D 2

1X
nD0

t2n

.2n/Š
⩾ 2C t2

I
L
xesiny dy � ye� siny dx D

“
D

�
esiny

C e� sinx
�

dı D

“
D

�
esinx

C e� sinx
�

dı ⩾ 5

2
�2

定理 12.12.格林第二公式

~

设 u.x; y; z/, v.x; y; z/是两个定义在闭区域�上的具有二阶连续偏导数的函数,
@u

@nnn
,
@v

@nnn
依

次表示 u.x; y; z/, v.x; y; z/沿 †的外法线方向的方向导数: 证明•
�

.u�v � v�u/ dx dy dz D

—
†

�
u
@v

@nnn
� v

@u

@nnn

�
dS:

其中 †是空间闭区域 �的整个边界曲面.

证明 由格林第一公式知:•
�

u�v dx dy dz D

—
†

u
@v

@nnn
dS �

•
�

�
@u

@x

@v

@x
C
@u

@y

@v

@y
C
@u

@z

@v

@z

�
dx dy dz

在此公式中将函数 u和 v交换位置,得•
�

v�udx dy dz D

—
†

v
@u

@nnn
dS �

•
�

�
@u

@x

@v

@x
C
@u

@y

@v

@y
C
@u

@z

@v

@z

�
dx dy dz

将上面两个式子相减即得 •
�

.u�v � v�u/dx dy dz D

—
†

�
u
@v

@nnn
� v

@u

@nnn

�
dS:

12.3.1 平面上曲线积分与路径无关的条件

定理 12.13.曲线积分与路径无关的条件

~

设区域 D 是一个单连通域，函数 P.x; y/, Q.x; y/在 D 内具有一阶连续偏导数，则曲线

积分
R
L
P.x; y/ dx CQ.x; y/ dy 在D内与路径无关（或沿D内任意闭曲线的曲线积分为

零）的充分必要条件是：
@P

@y
D
@Q

@x

在D内恒成立。

例12.17 (2018CMC)设函数 f .t/在 t ¤ 0时一阶连续可导,且 f .1/ D 0,求函数 f .x2 � y2/,使得
曲线积分 Z

L

y
�
2 � f .x2 � y2/

�
dx C xf .x2 � y2/dy

与路径无关,其中 L为任一不与直线 y D ˙x相交的分段光滑闭曲线.

解设

�
P.x; y/ D y

�
2 � f .x2 � y2/

�
Q.x; y/ D x C xf .x2 � y2/

，于是

8̂<̂
:
@P.x; y/

@y
D 2 � f .x2 � y2/C 2y2f 0.x2 � y2/

@Q.x; y/

@x
D f .x2 C y2/C 2x2f 0.x2 � y2/



12.4 对坐标的曲面积分 –454/572–

由题设可知,积分与路径无关,于是有
@Q.x; y/

@x
D
@P.x; y/

@y
H) .x2 � y2/f 0.x2 � y2/C f .x2 � y2/ D 1

记 t D x2 � y2,则微分方程

tf 0.t/C f .t/ D 1 ,
�
tf .t/

�0
D 1 H) tf .t/ D t C C

又 f .1/ D 0,可得 C D �1, f .t/ D 1 �
1

t
,从而

f .x2 � y2/ D 1 �
1

x2 � y2

例12.18 (同济 7下 P214)求解方程

.5x4 C 3xy2 � y3/dx C .3x2y � 3xy2 C y2/dy D 0

解设 P.x; y/ D 5x4 C 3xy2 � y3, Q.x; y/ D 3x2y � 3xy2 C y2 则

@P

@y
D 6xy � 3y2 D

@Q

@x

因此,所给方程是全微分方程.
取 x0 D 0; y0 D 0,有

u.x; y/ D

Z .x;y/

.0;0/

.5x4 C 3xy2 � y3/dx C .3x2y � 3xy2 C y2/dy

D

Z y

0

.y2/dy„ ƒ‚ …
.0;0/!.0;y/

C

Z x

0

.5x4 C 3xy2 � y3/dx„ ƒ‚ …
.0;y/!.x;y/

D x5 C
3

2
x2y2 � xy3 C

1

3
y3

于是,方程的通解为
x5 C

3

2
x2y2 � xy3 C

1

3
y3 D C

12.4 对坐标的曲面积分

定义 12.3.第二类曲面积分“
†

R.x; y; z/dx dy D lim
�!0

nX
iD1

f .�i ; �i ; �i /.�Si /xy

其中 R.x; y; z/叫做被积函数, †叫做积分曲面.

函数 R.x; y; z/在有向曲面 †上对坐标 x ; y 的曲面积分记为

“
†

R.x; y; z/ dx dy

类似可定义 “
†

P.x; y; z/dy dz D lim
�!0

nX
iD1

f .�i ; �i ; �i /.�Si /yz

“
†

Q.x; y; z/dz dx D lim
�!0

nX
iD1

f .�i ; �i ; �i /.�Si /zx

记 “
†

P.x; y; z/ dy dz C

“
†

R.x; y; z/ dx dy C

“
†

Q.x; y; z/ dz dx
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|
D

“
†

P.x; y; z/ dy dz CR.x; y; z/ dx dy CQ.x; y; z/ dz dx

定理 12.14.两类曲面积分之间的联系

~

“
†

�
P cos˛ CQ cosˇ CR cos 

�
dS

D

“
†

P.x; y; z/ dy dz CQ.x; y; z/ dz dx CR.x; y; z/ dx dy

由此知:

dy dz D cos˛ dS

dz dx D cosˇ dS

dx dy D cos  dS

12.4.1 对坐标的曲面积分的计算法

(1)如果 †由 z D z.x; y/给出,则有“
†

R.x; y; z/ dx dy D ˙

“
Dxy

R.x; y; z.x; y// dx dy

†取上侧为“C”下侧为“�”。

(2)如果 †由 x D x.y; z/给出,则有“
†

P.x; y; z/ dy dz D ˙

“
Dyz

P.x.y; z/; y; z/ dy dz

†取前侧为“C”后侧为“�”。

(3)如果 †由 y D y.z; x/给出,则有“
†

Q.x; y; z/ dz dx D ˙

“
Dzx

Q.x; y.z; x/; z/ dz dx

†取右侧为“C”左侧为“�”。

例12.19计算
“
†

xyz dx dy

其中 †是球面 x2 C y2 C z2 D 1外侧在 x ⩾ 0 ; y ⩾ 0的部分.

解把 †分成 †1和 †2两部分

下侧†1 W z D �
p
1 � x2 � y2 上侧†2 W z D

p
1 � x2 � y2“

†

xyz dx dy D

“
†2

xyz dx dy C

“
†1

xyz dx dy

D

“
Dxy

xy
p
1 � x2 � y2 dx dy �

“
Dxy

xy
�
�
p
1 � x2 � y2

�
dx dy

D 2

“
Dxy

xy
p
1 � x2 � y2 dx dy

D 2

“
Dxy

� cos �� sin �
p
1 � �2� d� d� D

2

15
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例12.20计算曲面积分

I D

“
S

2dy dz
x cos2 x

C
dz dx
cos2 z

�
dx dy
z cos2 z

其中, S 是球面 x2 C y2 C z2 D 1的外侧.

证明 [16]利用球面的对称性,得

I D

“
S

2dy dz
x cos2 x

C
dz dx
cos2 z

�
dx dy
z cos2 z

对称性
HHHHHH

“
S

�
1

z cos2 z
C

1

cos2 z

�
dx dy

D

“
S

1

z cos2 z
dx dy C

“
S

1

cos2 z
dx dy

而 “
S

1

cos2 z
dx dy D

“
x2Cy2⩽1

1

cos2
p
1 � x2 � y2

dx dy

�

“
x2Cy2⩽1

1

cos2.�
p
1 � x2 � y2/

dx dy D 0:

所以

I D

“
S

1

z cos2 z
dx dy

D 2

“
x2Cy2⩽1

1p
1 � x2 � y2 cos2

p
1 � x2 � y2

dx dy

极坐标
HHHHHH 2

Z 2�

0
d�
Z 1

0

� d�p
1 � �2 cos2

p
1 � �2

D �4�

Z 1

0

d
p
1 � �2

cos2
p
1 � �2

D �4� tan
q
1 � �2

ˇ̌̌̌1
0

D 4� tan 1:

定理 12.15.奇偶对称性

~

若 †关于 yOz 面对称,则“
†

P.x; y; z/ dy dz D

8̂<̂
:
0 ; P.x; y; z/关于x为奇函数

2

“
†1

P.x; y; z/ dy dz ; P.x; y; z/关于x为偶函数

12.5 对面积的曲面积分

定义 12.4.第一类曲面积分

|

“
†

f .x; y; z/dS D lim
�!0

nX
iD1

f .�i ; �i ; �i /�Si

其中 f .x; y; z/叫做被积函数, †叫做积分曲面, dS 叫做面积元素.

函数 f .x; y; z/在积分曲面 †上对面积的曲面积分记为

“
†

f .x; y; z/ dS
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12.5.1 对面积的曲面积分的计算法

定理 12.16.几何意义

~

“
†

dS D j†j,其中 j†j表示曲面 †的面积.

定理 12.17

~

设有曲面 † W z D z.x; y/ .x; y/ 2 D,有界闭区域D是曲面在 xOy 面上的投影区域,则“
†

f .x; y; z/dS D

“
D

f
�
x; y; z.x; y/

�s
1C

�
@z

@x

�2
C

�
@z

@y

�2
dx dy

其中

s
1C

�
@z

@x

�2
C

�
@z

@y

�2
dx dy 是面积元素

定理 12.18

~

设有曲面 † W y D y.x; z/ .z; x/ 2 Dzx ,有界闭区域Dxy 是曲面在 zOx面上的投影区域,
则 “

†

f .x; y; z/dS D

“
D

f
�
x; y.z; x/; z

�s
1C

�
@y

@x

�2
C

�
@y

@z

�2
dx dz

其中

s
1C

�
@y

@x

�2
C

�
@y

@z

�2
dx dz是面积元素

例12.21计算
—
†

xyz dS ,

其中 †是 x C y C z D 1与三个坐标面所围成的四面体的边界曲面

解 † D †1 C†2 C†3 C†4, †1 W x D 0, †2 W y D 0, †3 W z D 0, †4 W z D 1 � x � y

†1 W x D 0 —
†1

xyz dS D 0

†2 W y D 0 —
†2

xyz dS D 0

†3 W z D 0 —
†3

xyz dS D 0

†4 W z D 1 � x � y—
†4

xyz dS D

“
D

�
xy � .1 � x � y/

�p
1C .�1/2 C .�1/2 dx dy

D
p
3

Z 1

0

dx
Z 1�x

0

xy � .1 � x � y/ dy

D

p
3

120

所以 —
†

xyz dS D

p
3

120
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例12.22求抛物面壳 z D
1

2
.x2 C y2/.0 ⩽ z ⩽ 1/的质量,此壳的面密度为 � D z.

解 3 † W z D
1

2
.x2 C y2/.0 ⩽ z ⩽ 1/在 xOy面上的投影区域Dxy D f.x; y/jx2 C y2 ⩽ 2g. zx D x,

zy D y. 故 dS D
p
1C x2 C y2 dx dy. 因此

M D

“
†

z dS D

“
Dxy

1

2
.x2 C y2/

p
1C x2 C y2 dx dy

极坐标
HHHHH

1

2

“
Dxy

�2
p
1C �2 � � d� d�

D
1

2

Z 2�

0

d�
Z p

2

0

�2
p
1C �2 d�

tD�2

HHHHH
�

2

Z 2

0

t
p
1C t dt D

2�

15
.6

p
3C 1/

例12.23设有一分布着质量的曲面 †,在点 .x; y; z/处它的面密度为 �.x; y; z/,用对面积的曲面积
分表示这曲面对于 x轴的转动惯量.

解 4设想将 †分成 n小块,取出其中任意一块记作 dS (其面积也记作 dS ). .x; y; z/为 dS 上一点,
则 dS 对 x轴的转动惯量近似等于

dIx D .y2 C z2/�.x; y; z/ dS

以此作为转动惯量元素并积分,即得 †对 x轴的转动惯量为

Ix D

“
†

.y2 C z2/�.x; y; z/ dS

例12.24求面密度为 �0 的均匀半球壳 x2 C y2 C z2 D a2.z ⩾ 0/对于 z 轴的转动惯量.

解 5

I D

“
†

.x2 C y2/�0 dS

D �0

“
x2Cy2⩽a2

.x2 C y2/

s
1C

x2 C y2

a2 � x2 � y2
�0 dx dy

D �0

“
x2Cy2⩽a2

.x2 C y2/ �
ap

a2 � x2 � y2
�0 dx dy

极坐标
HHHHH �0

Z 2�

0

d�
Z a

0

a�2

a2 � �2
� � d�

�Da sin t
HHHHHHH 2�a4�0

Z �
2

0

sin3 t dt 华里士公式HHHHHHHH
4

3
�a4�0

定理 12.19.泊松 (Poisson)公式

~

设函数 f .x/连续, a; b; c 为常数, †是单位球面 x2 C y2 C z2 D 1. 求证:

I D

“
†

f .ax C by C cz/dS D 2�

Z 1

�1

f .
p
a2 C b2 C c2u/du:

证明 法 1(微元法). 1). 由 †的面积为 4� 可见: 当 a; b; c 都为零时,等式成立.

2). 当他们不全为零时,可知: 原点到平面 ax C by C cz C d D 0的距离是
d

p
a2 C b2 C c2

.

3[9] P191
4[9] P186
5[9] P192
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Pu W u D
ax C by C cz

p
a2 C b2 C c2

,其中 u固定. 则 juj是原点到平面 Pu 的距离,从而 �1 ⩽ u ⩽ 1.

两平面 Pu 和 PuCdu 截单位球 †的截下的部分上,被积函数取值为 f .
p
a2 C b2 C c2u/.

这部分摊开可以看作一个细长条,这个细长条的长是 2�
p
1 � u2,宽是

du
p
1 � u2

,它的面积是 2� du,故

我们得证.
法 2[4]. 如果 a D b D c D 0,则结论成立. 以下设 a; b; c 不全为零,则可以坐标旋转 (及翻转)变换,使新的坐
标系 Ouvw满足

u D
ax C by C cz

p
a2 C b2 C c2

:

例如,当 a ¤ 0时,可以令 8̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

u D
ax C by C cz

p
a2 C b2 C c2

;

v D
�bx C ay
p
a2 C b2

;

w D
cax C cby � .a2 C b2/zp
.a2 C b2/.a2 C b2 C c2/

由于上述变换是正交变换,不改变面积元,从而“
x2Cy2Cz2D1

f .ax C by C cz/dS D

“
u2Cv2Cw2D1

f .
p
a2 C b2 C c2u/dS

D

Z 2�

0
d�
Z �

0
f .
p
a2 C b2 C c2 cos'/ sin' d'

D 2�

Z 1

�1
f .
p
a2 C b2 C c2u/du

例12.25设函数 f .z/在圆锥面 † D f.x; y; z/jz D a
p
x2 C y2; 0 ⩽ z ⩽ hg上连续 (a > 0为常数),

证明: “
†

f .z/ dS D
2�

a2

p
1C a2

Z h

0

zf .z/ dz

解取 z D t为被积函数的等值面,则 0 ⩽ t ⩽ h. 考虑圆锥面†夹在平面 z D t与 z D tCdt .dt > 0/
之间部分的面积.

曲面 z D a
p
x2 C y2 可视为 xOz 平面上的直线 z D ax .z ⩾ 0/绕 z 轴旋转一周而生成. 由

旋转侧面积公式知所考虑的面积为

2�

Z tCdt

t

z

a

r
1C

1

a2
dz D

2�

a2

p
1C a2

�
2t dt C .dt/2

�
;

故面积元素 dS.t/ D
2�

a2

p
1C a2t dt ,于是“

†

f .z/dS D
2�

a2

p
1C a2

Z h

0

tf .t/dt D
2�

a2

p
1C a2

Z h

0

zf .z/ dz

例12.26设区域D D
˚
.x; y/

ˇ̌
0 ⩽ x ⩽ �

2
; 0 ⩽ y ⩽ �

2

	
,计算二重积分“

D

sinyesinx siny dx dy

解法 I. (by向禹)首先反向利用一型曲面积分公式,

令 u D sin x siny; v D sin x cosy;w D cos x,曲面

† D f.u; v; w/
ˇ̌
u; v; w ⩾ 0; u2 C v2 C w2 D 1g

为单位球面在第一卦限的部分,则“
D

sinyesinx siny dx dy D

“
†

eu dS
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用微元法求此曲面积分.考虑到平面 u D 0处距离为 u的宽度为 du的球面窄条面积,相当于是底
面边长为 v D

p
1 � u2,宽度为

q
1C

� dv
du
�2

D
dup
1�u2

,因此“
†

eu dS D

Z 1

0

eu
�

2

p
1 � u2

du
p
1 � u2

D
�

2
.e � 1/

注:
�

2

p
1 � u2 D

1

4
� 2�

p
1 � u2为弧长.

法 II.引理: 若 f .x/ 2 CŒ0; 1�,则Z �
2

0

Z �
2

0

f .sin � sin'/ sin' d� d' D
�

2

Z �
2

0

sin'f .cos'/d':

证明: 令 S 为 x2 C yz2 C zD1; x ⩾ 0; y ⩾ 0; z ⩾ 0. 由对称性显然可得“
S

f .y/dS D

“
S

f .z/dS:

而 “
S

f .y/dS D

Z �
2

0

Z �
2

0

f .sin � sin'/ sin' d� d';“
S

f .z/dS D

Z �
2

0

Z �
2

0

f .cos'/ sin' d� d'

D
�

2

Z �
2

0

sin'f .cos'/d'

所以 Z �
2

0

Z �
2

0

f .sin � sin'/ sin' d� d' D
�

2

Z �
2

0

sin'f .cos'/d':

利用引理可得 “
D

sinyesinx siny dx dy D
�

2

Z �
2

0

sin xecosx dx D
�

2
.e � 1/

定理 12.20.奇偶对称性

~

若 †关于 xOy 面 .z D 0/对称,则“
†

f .x; y; z/ dS D

8̂<̂
:
0 ; f .x; y; z/关于z为奇函数

2

“
†1

f .x; y; z/ dS ; f .x; y; z/关于z为偶函数

12.6 高斯公式

定理 12.21.高斯公式,奥高公式

~

设空间闭区域 �由分片光滑的闭曲面 †围成，函数 P.x; y; z/, Q.x; y; z/, R.x; y; z/在 �

上具有一阶连续偏导数，则有公式“
†

P dy dz CR dx dy CQ dz dx D

•
�

�
@P

@x
C
@Q

@y
C
@R

@z

�
dV

其中†取外侧

例12.27计算
—
†

.x � y/dx dy

其中 †是圆柱体 x2 C y2 ⩽ 1; 0 ⩽ z ⩽ 3的整个表面的外侧。

解 P D 0;Q D 0;R D x C y H)
@P

@x
C
@Q

@y
C
@R

@z
D 0
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由高斯公式 —
†

.x � y/ dx dy D

•
�

0dV D 0

例12.28计算曲面积分
—
†

x2 dy dz C y2 dz dx C z2 dx dy

其中 †是长方体 �的整个表面的外侧, � D f.x; y; z/j0 ⩽ x ⩽ a; 0 ⩽ y ⩽ b; 0 ⩽ z ⩽ cg

解 P D x2;Q D y2; R D z2 H)
@P

@x
C
@Q

@y
C
@R

@z
D 2.x C y C z/

由高斯公式 —
†

x2 dy dz C y2 dz dx C z2 dx dy D

•
�

2.x C y C z/dV

D

Z a

0

dx
Z b

0

dy
Z c

0

2.x C y C z/ dz

D abc.aC b C c/

例12.29计算曲面积分
—
†

y dy dz C x dz dx C z dx dy

其中 † W z D 1 � x2 � y2 .0 ⩽ z ⩽ 1/的上侧

解 P D y;Q D x;R D z H)
@P

@x
C
@Q

@y
C
@R

@z
D 1

添加一圆盘：†0
W z D 0 .D W x2 C y2 ⩽ 1/下侧.

曲面 †与 †0 所围的区域 � W 0 ⩽ z ⩽ 1 � x2 � y2; x2 C y2 ⩽ 1

由高斯公式，—
†C†0

y dy dz C x dz dx C z dx dy D

•
�

1dV D

“
D

.1 � x2 � y2/dx dy D
�

2

容易知道 —
†0

y dy dz C x dz dx C z dx dy D 0

故 —
†

y dy dz C x dz dx C z dx dy D
�

2
� 0 D

�

2

例12.30 计算曲面积分 I D

“
†

2x3 dy dz C 2y3 dz dx C 3.z2 � 1/dx dy, 其中 † 是曲面 z D

1 � x2 � y2.z ⩾ 0/的上侧.

解取†1为 xOy平面上被圆 x2 C y2 D 1所围成部分的下侧,记�为由†与†1围成的空间闭区

域,则

I D

—
†C†1

2x3 dy dz C 2y3 dz dx C 3.z2 � 1/dx dy

�

“
†1

2x3 dy dz C 2y3 dz dx C 3.z2 � 1/dx dy

由高斯公式知 —
†C†1

2x3 dy dz C 2y3 dz dx C 3.z2 � 1/dx dy

D

•
�

6.x2 C y2 C z/ dx dy dz (12.1)

D6

Z 2�

0

d�
Z 1

0

d�
Z 1��2

0

.z C �2/� dz
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注意: (12.1)中 x2 C y2 C z不能用 1代替。

例12.31 (2014CMC)设函数 f .x/连续可导, P D Q D R D f
�
.x2 C y2/z

�
,有向曲面 †t 是圆柱体

x2 C y2 ⩽ t2; 0 ⩽ z ⩽ 1的表面,方向朝外. 记第二型的曲面积分

It D

“
†t

P dy dz CQ dz dx CR dx dy

求极限 lim
t!0C

It

t4
.

解由高斯公式

It D

•
V

�
@P

@x
C
@Q

@y
C
@R

@z

�
dx dy dz

D

•
V

.2xz C 2yz C x2 C y2/f 0
�
.x2 C y2/z

�
dx dy dz

由对称性

•
V

.2xz C 2yz/f 0
�
.x2 C y2/z

�
dx dy dz D 0. 从而

It D

•
V

.x2 C y2/f 0
�
.x2 C y2/z

�
dx dy dz

D

Z 1

0

� Z 2�

0

d�
Z t

0

f 0.r2z/r3 dr
�

dz D 2�

Z 1

0

� Z t

0

f 0.r2z/r3 dr
�

dz

lim
t!0C

It

t4
D lim
t!0C

2�
R 1
0

� R t
0
f 0.r2z/r3 dr

�
dz

t4

D lim
t!0C

2�
R 1
0
f 0.t2z/t3 dz
4t3

D lim
t!0C

�

2

Z 1

0

f 0.t2z/dz D
�

2
f 0.0/

例12.32 (2009数学 1)计算曲面积分
—
†

x dy dz C y dz dx C z dx dy
.x2 C y2 C z2/

3
2

其中 †是椭球面 2x2 C 2y2 C z2 D 4的外侧。

解易得
@P

@x
C
@Q

@y
C
@R

@z
D 0

作一个包含在椭球面内的球面：†1 W x2 C y2 C z2 D 1 (取内侧)
利用高斯公式。 —

†C†1

x dy dz C y dz dx C z dx dy
.x2 C y2 C z2/

3
2

D

•
�

0dV D 0

其中 —
†1

x dy dz C y dz dx C z dx dy
.x2 C y2 C z2/

3
2

D

—
†1

x dy dz C y dz dx C z dx dy

D �

—
�†1
外侧

x dy dz C y dz dx C z dx dy

高斯公式
HHHHHH �

•
�1

.1C 1C 1/dV

D �3 �
4

3
� D �4�

故 —
†

x dy dz C y dz dx C z dx dy
.x2 C y2 C z2/

3
2

D 0 � .�4�/ D 4�
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例12.33 (18数学 1)求
“
†

x dy dz C .y3 C z/dz dx C z3 dx dy.

其中 †取曲面 x D
p
1 � 3y2 � 3z2的正面.

解 (by向禹)取 †1 W x D 0; 3y2 C 3z2 ⩽ 1,法向量方向指向 x 轴负向. 记 �为 †和 †1 所围成的

区域,则“
†

x dy dz C .y3 C z/dz dx C z3 dx dy

D

“
†C†1

x dy dz C .y3 C z/ dz dx C z3 dx dy �

“
†1

x dy dz C .y3 C z/dz dx C z3 dx dy

由高斯公式得“
†C†1

x dy dz C .y3 C z/ dz dx C z3 dx dy

D

•
�

.1C 3y2 C 3z2/dV D

•
�

dV C 3

“
3y2C3z2⩽1

.y2 C z2/
p
1 � 3y2 � 3z2 dy dz

D
1

2
�
4�

3
�

p
3

3
�

p
3

3
C 3

Z 2�

0

Z 1p
3

0

r2
p
1 � 3r2r dr D

14�

45

而

“
†1

x dy dz C .y3 C z/dz dx C z3 dx dy D 0,所以“
†

x dy dz C .y3 C z/dz dx C z3 dx dy D
14�

45

例12.34设函数 f .x; y; z/在区域 � D
˚
.x; y; z/jx2 C y2 C z2 ⩽ 1

	
上具有连续的二阶偏导数, 且

满足
@2f

@x2
C
@2f

@y2
C
@2f

@z2
D
p
x2 C y2 C z2

计算

I D

•
�

�
x
@f

@x
C y

@f

@y
C z

@f

@z

�
dxdydz

解记球面 † W x2 C y2 C z2 D 1外侧的单位法向量为 �!
nnn D .cos˛; cosˇ; cos /,则

@f

@nnn
D
@f

@x
cos˛ C

@f

@y
cosˇ C

@f

@z
cos 

考虑曲面积分等式 —
†

@f

@nnn
dS D

—
†

.x2 C y2 C z2/
@f

@nnn
dS (12.2)

对两边都利用高斯公式，得—
†

@f

@nnn
dS D

—
†

�
@f

@x
cos˛ C

@f

@y
cosˇ C

@f

@z
cos 

�
dS

D

—
�

�
@2f

@x2
C
@2f

@y2
C
@2f

@z2

�
dv

(12.3)
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†

.x2 C y2 C z2/
@f

@nnn
dS D

—
†

.x2 C y2 C z2/

�
@f

@x
cos˛ C

@f

@y
cosˇ C

@f

@z
cos 

�
dS

D2

•
�

�
x
@f

@x
C y

@f

@y
C z

@f

@z

�
dv

C

•
�

.x2 C y2 C z2/

�
@2f

@x2
C
@2f

@y2
C
@2f

@z2

�
dv

(12.4)

将 .12:3/、.12:4/代入 .12:2/并整理得

I D
1

2

•
�

�
1 � .x2 C y2 C z2/

�p
x2 C y2 C z2 dv

D
1

2

Z 2�

0

d�
Z �

0

sin'd'
Z 1

0

.1 � �2/�3d�

D
�

6

例12.35 (13年武大数分)求 I D

“
†

�
x2 C y2 C z2

�� 3
2

�
x2

a4
C
y2

b4
C
z2

c4

�� 1
2

dS ,其中 †为椭球面:

x2

a2
C
y2

b2
C
z2

c2
D 1.a; b; c > 0/:

解 (by陶哲轩小弟)
令 x D a sin' cos �; y D b sin' sin �; z D c cos',其中 0 � � � 2�; 0 � ' � � ,
经计算得到

@ .y; z/

@ .'; �/
D bcsin2' cos �; @ .z; x/

@ .'; �/
D acsin2' sin �; @ .x; y/

@ .'; �/
D ab sin' cos';

所以

EG � F 2 D

�
@ .y; z/

@ .'; �/

�2
C

�
@ .z; x/

@ .'; �/

�2
C

�
@ .x; y/

@ .'; �/

�2
D .abc/2sin2'

� sin2'cos2�
a2

C
sin2'sin2�

b2
C

cos2'
c2

�
:

而这时被积函数化为�
x2 C y2 C z2

�� 3
2

�
x2

a4
C
y2

b4
C
z2

c4

�� 1
2

D
�
a2sin2'cos2� C b2sin2'sin2� C c2cos2'

�� 3
2� sin2'cos2�

a2
C

sin2'sin2�
b2

C
cos2'
c2

�� 1
2

:

因此

I D abc

“
Œ0;���Œ0;2��

�
a2sin2'cos2� C b2sin2'sin2� C c2cos2'

�� 3
2 sin'd'd�

注意到这么一个事实,当M CNx2不取 0且M ¤ 0时,我们有Z �
M CNx2

��3=2
dx D

1

M
�

x
p
M CNx2

C C:

故

I D abc

Z 2�

0

d�

Z �

0

�
a2sin2'cos2� C b2sin2'sin2� C c2cos2'

�� 3
2 sin'd'

D �abc

Z 2�

0

d�

Z �

0

�
a2sin2'cos2� C b2sin2'sin2� C c2cos2'

�� 3
2 d .cos'/
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D �abc

Z 2�

0

d�

Z �

0

��
a2cos2� C b2sin2�

�
C
�
c2 � a2cos2� � b2sin2�

�
cos2'

�� 3
2 d .cos'/

D abc

Z 2�

0

d�

Z 1

�1

��
a2cos2� C b2sin2�

�
C
�
c2 � a2cos2� � b2sin2�

�
x2
�� 3

2 dx

D abc

Z 2�

0

2�
a2cos2� C b2sin2�

�
c
d� D 4ab

Z �

0

1

a2cos2� C b2sin2�
d�:

而 Z �

0

1

a2cos2� C b2sin2�
d� D

Z �
2

0

1

a2cos2� C b2sin2�
d� C

Z �

�
2

1

a2cos2� C b2sin2�
d�

D

Z �
2

0

1

a2cos2� C b2sin2�
d� C

Z �
2

0

1

a2sin2� C b2cos2�
d�

D

Z C1

0

1

a2 C b2x2
d C

Z C1

0

1

a2x2 C b2
dx

D
1

ab
arctan

�
b

a
x

�ˇ̌̌̌C1

0

C
1

ab
arctan

�a
b
x
�ˇ̌̌C1

0

D
�

ab
:

进而得到

I D 4ab

Z �

0

1

a2cos2� C b2sin2�
d� D 4�:

解 (by Hansschwarzkopf)注意到 †在点 .x; y; z/处的单位外法向量是

n D

�
x
a2 ;

y

b2 ;
z
c2

�
q
x2

a4 C
y2

b4 C
z2

c4

;

且 1 D x �
x

a2
C y �

y

b2
C z �

z

c2
:从而原积分可写成第二型曲面积分“

†

xdydz C ydzdx C zdxdyp
.x2 C y2 C z2/3

:

作小球面 S" W x2 C y2 C z2 D "2. 运用 Gauss公式可知“
†

xdydz C ydzdx C zdxdyp
.x2 C y2 C z2/3

D

“
S"

xdydz C ydzdx C zdxdyp
.x2 C y2 C z2/3

D 4�:

即 “
†

dSp
.x2 C y2 C z2/3

q
x2

a4 C
y2

b4 C
z2

c4

D 4�:

12.7 斯托克斯公式6

斯托克斯公式是建立沿空间双侧曲面 S 的积分与沿 S 的边界曲线 L的积分之间的联系

定理 12.22.斯托克斯公式
设 � 为分段光滑的空间有向闭曲线, †是以 � 为边界的分片光滑的有向曲面, � 的正向与
† 的侧符合右手规则a, 函数 P.x; y; z/, Q.x; y; z/, R.x; y; z/ 在包含曲面 † 在内的一个空

6dy dz;dz dx;dx dy 有方向. 即 dy dz 不可以写成 dz dy,其它同理
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~

间区域内具有一阶连续偏导数,则有公式I
L

P dx CQ dy CR dz D

“
†

�
@R

@y
�
@Q

@z

�
dy dz C

�
@P

@z
�
@R

@x

�
dz dx C

�
@Q

@x
�
@P

@y

�
dx dy

L是曲面 � 的正向边界曲线

a右手法则: 若右手大拇指指向右侧的方向则图指向的方向就是边界 L的正向.

�
注意 L的方向与 †的正向法向量 nnn符合右手法则

L是曲面 †的正向边界曲线

定理 12.23. Stokes公式的实质
~它表达了有向曲面上的曲面积分与其边界曲线上的曲线积分之间的关系.

定理 12.24.斯托克斯公式的行列式形式

~

Z
L

P dx CQ dy CR dz D

“
†

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ
dy dz dz dx dx dy
@

@x

@

@y

@

@z

P Q R

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ

例12.36 (2017CMC)设曲线 � 为曲线

x2 C y2 C z2 D 1 ; x C z D 1 ; x ⩾ 0 ; y ⩾ 0 ; z ⩾ 0

上从点 A.1; 0; 0/到点 B.0; 0; 1/的一段. 求曲线积分 I D

Z
�

y dx C z dy C x dz

解记 �1 为从 B 到 A的直线段,则
�!
BA D .1; 0; 0/ � .0; 0; 1/ D .1; 0;�1/

�1 W B ! A W

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
x D 0C t D t

y D 0C 0t D 0

z D 1C .�1/t D 1 � t

t W 0 ! 1

Z
�1

y dx C z dy C x dz D

Z 1

0

t d.1 � t/ D �
1

2

设 � 和 �1围成的平面区域 †,方向按右手法则. 由 Stokes公式得到

 Z
�

C

Z
�1

!
y dx C z dy C x dz D

“
†

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ
dy dz dz dx dx dy
@

@x

@

@y

@

@z

y z x

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ D �

“
†

dy dz C dz dx C dx dy

右边三个积分都是 †在各个坐标面上的投影面积,而 †在 xOz 面上投影面积为零. 故

I C

Z
�1

D �

“
†

dy dz C dx dy

曲线 � 在 xOy 面上投影的方程为�
x2 C y2 C z2 D 1

x C z D 1
)

�
x �

1
2

�2�
1
2

�2 C
y2�
1p
2

�2 D 1 .y ⩾ 0/

又该投影（半个椭圆）的面积得知

“
†

dx dy D
�

4
p
2

. 同理,
“
†

dy dz D
�

4
p
2
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这样就有 I D
1

2
�

�

2
p
2

定理 12.25.斯托克斯公式的行列式形式

~

Z
L

P dx CQ dy CR dz D

“
†

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ
cos˛ cosˇ cos 
@

@x

@

@y

@

@z

P Q R

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇdS

其中 nnn D fcos˛; cosˇ; cos g为 †的单位法向量

例12.37计算曲线积分
Z
L

�y2 dx C x dy C z2 dz

其中 L是 x2 C y2 D 1, y C z D 2,从 z 轴正向看去是逆时针方向。

解利用斯托克斯公式,取 L所围的平面为 †（上侧）† W y C z D 2,

求 †的单位法向量：nnn D
1

p
2

f0; 1; 1g

Z
L

�y2 dx C x dy C z2 dz D

“
†

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ
0 1=

p
2 1=

p
2

@

@x

@

@y

@

@z

�y2 x z2

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇdS

D
1

p
2

“
†

.1C 2y/ dS

D
1

p
2

“
D

.1C 2y/
p
1C 02 C .�1/2 dx dy

D

“
D

.1C 2y/ dx dy D

“
D

dx dy D �

例12.38设曲线 L是空间区域 0 ⩽ x ⩽ 1; 0 ⩽ y ⩽ 1; 0 ⩽ z ⩽ 1的表面与平面 x C y C z D
3

2
的交

线,则
ˇ̌̌̌I
L

.z2 � y2/dx C .x2 � z2/dy C .y2 � x2/dz
ˇ̌̌̌

D .

解如图所示,取平面为 †的上侧被 L所围成的部分. 则

En D
1

p
3

f1; 1; 1g

即

cos˛ D cosˇ D cos  D
1

p
3

o

x

y

z

利用 Stokes公式得 I
L

.z2 � y2/dx C .x2 � z2/dy C .y2 � x2/dz

D

“
†



1
p
3

1
p
3

1
p
3

@

@x

@

@y

@

@z

y2 � z2 z2 � x2 x2 � y2


dS

D �
4

p
3

“
†

.x C y C z/ dS D �
4

p
3

“
†

3

2
dS

𝑥

𝑦

𝑜

1
2

1

1
2

1

𝐷𝑥𝑦

D �6

“
Dxy

dx dy D �
9

2

因此,
ˇ̌̌̌I
L

.z2 � y2/dx C .x2 � z2/dy C .y2 � x2/dz
ˇ̌̌̌

D
9

2



第 13章 数项级数

13.1 无穷带来的各种悖论

当时我就震惊了：无穷带来的各种悖论

希尔伯特旅馆悖论 (Hilbert’s paradox of Grand Hotel): 希尔伯特旅馆有无限个房间,并且每个
房间都住了客人. 一天来了一个新客人, 旅馆老板说:“虽然我们已经客满, 但你还是能住进来的.
我让 1号房间的客人搬到 2号房间, 2号房间搬到 3号房间 n号房间搬到 nC 1号房间,你就可以
住进 1号房间了.”又一天,来了无限个客人,老板又说: “不用担心,大家仍然都能住进来. 我让 1
号房间的客人搬到 2号房间, 2号搬到 4号, 3号搬到 6号 n号搬到 2n号,然后你们排好队,依次
住进奇数号的房间吧.”
托里拆利小号 (Torricelli‘s Horn): 意大利数学家托里拆利 (Evangelista Torricelli)将 y D 1=x

中 x ⩾ 1的部分绕着 x 轴旋转了一圈,得到了上面的小号状图形 (注意,上图只显示了这个图形的
一部分). 然后他算出了这个小号的一个十分有趣的性质——它的表面积无穷大,可它的体积却是
� . 这明显有悖于人的直觉: 体积有限的物体,表面积却可以是无限的！换句话说,填满整个托里拆
利小号只需要有限的油漆,但把托里拆利小号的表面刷一遍,却需要无限多的油漆！
“科赫雪花”(Koch Snow flake): 科赫雪花是一种经过无穷多次迭代生成的分形图形, 下图就

是前三次迭代的过程, 迭代过程的极限便是科赫雪花了. 它也有一个类似的性质: 它的面积有限,
周长却是无限的. 用无限的周长包围了一块有限的面积,真是另类的“无中生有”啊！
阿基里斯与乌龟的悖论 (Achilles and the tortoise Paradox): 在跑步比赛中, 如果跑得最慢的乌

龟一开始领先跑得最快的希腊勇士阿基里斯, 那么乌龟永远也不会被阿基里斯追上. 因为要想追
到乌龟, 阿基里斯必须先到达乌龟现在的位置; 而等阿基里斯到了这个位置之后乌龟已经又前进
了一段距离. 如此下去,阿基里斯永远追不上乌龟.

二分法悖论 (Dichotomy Paradox): 运动是不可能的. 你要到达终点, 必须首先到达全程的 1/2
处;而要到达 1/2处,必须要先到 1/4处每当你想到达一个点,总有一个中点需要先到,因此你是永
远也到不了终点的. 其实,你根本连动都动不了,运动是不可能的.

定义 13.1.无穷级数

|

设 a1; � � � ; an; � � � 为一实数列,称形式和
1X
nD1

an为无穷级数。

�
注意牛角尖：类似

1X
nD1

1

n3 � 8
发散.

13.2 常数项级数的概念和性质

例13.1设 an D 1C
1

2
C � � � C

1

n
; n D 1; 2; � � � ,求

1X
nD1

an

n .nC 1/
的和.

解
1X
nD1

an

n .nC 1/
D

1X
nD1

1C
1
2

C � � � C
1
n

n .nC 1/

D

1X
nD1

 
1C

1
2

C � � � C
1
n

n
�
1C

1
2

C � � � C
1
nC1

nC 1

!
C

1X
nD1

1

.nC 1/2
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D1 � lim
n!1

1C
1
2

C � � � C
1
nC1

nC 1
C

�
�2

6
� 1

�
D
�2

6
� lim
n!1

1
nC2

1

D
�2

6
:

例13.2求
1X
nD1

1p
n.nC 1/.

p
nC

p
nC 1/

的和

证明 注意到
1p

n.nC 1/.
p
nC

p
nC 1/

D

p
nC 1 �

p
np

n.nC 1/
D

1
p
n

�
1

p
nC 1

故
1X
nD1

1p
n.nC 1/.

p
nC

p
nC 1/

D

1X
nD1

�
1

p
n

�
1

p
nC 1

�
D 1

例13.3求级数
1X
nD1

x2
n

x2
nC1

� 1
.jxj < 1/的和函数

解注意到
x2

n

x2
nC1

� 1
D

x2
n

C 1 � 1

.x2
n

� 1/.x2
n

C 1/
D

1

x2
n

� 1
�

1

x2
n

C 1

因此级数的部分和函数列为

Sn.x/ D

nX
kD1

x2
k

x2
kC1

� 1
D

nX
kD1

�
1

x2
k

� 1
�

1

x2
k

C 1

�
D

1

x2 � 1
�

1

x2
nC1

� 1

由于 jxj < 1,所以 lim
n!C1

x2
nC1

D 0,于是

lim
n!C1

Sn.x/ D lim
n!C1

�
1

x2 � 1
�

1

x2
nC1

� 1

�
D

1

x2 � 1
C 1 D

x2

x2 � 1

从而
1X
nD1

x2
n

x2
nC1

� 1
D

x2

x2 � 1
; jxj < 1

例13.4计算
1X
kD1

6k

.3k � 2k/.3kC1 � 2kC1/
.

解注意到
ab

.a � b/ .3a � 2b/
D

b

a � b
�

2b

3a � 2b

6k

.3k � 2k/.3kC1 � 2kC1/
D

2k � 3k

.3k � 2k/.3 � 3k � 2 � 2k/
D

2k

3k � 2k
�

2kC1

3kC1 � 2kC1

故
1X
kD1

6k

.3k � 2k/.3kC1 � 2kC1/
D

1X
kD1

 
2k

3k � 2k
�

2kC1

3kC1 � 2kC1

!
D 2

例13.5求
C1X
nD0

nŠ

.mC n/Š

解注意到
nŠ

.mC n/Š
D

1

.nC 1/.nC 2/ � � � .nCm/

nŠ

.mC n/Š
D

1

mC 1

�
1

.nC 1/.nC 2/ � � � .nCm � 1/
�

1

.nC 2/.nC 3/ � � � .nCm/

�
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所以
C1X
nD0

nŠ

.mC n/Š
D

1

.m � 1/.m � 1/Š

例13.6求级数
1X
nD0

1

.nC 1/2.2nC 1/2
的和

解
1X
nD0

1

.nC 1/2.2nC 1/2
D

1X
nD0

�
1

nC
1
2

�
1

nC 1

�2
D

1X
nD0

�
1

.nC
1
2
/2

�
2

.nC 1/.nC
1
2
/

C
1

.nC 1/2

�

D 4

1X
nD0

1

.2nC 1/2
� 8

1X
nD0

1

.2nC 2/.2nC 1/
C

1X
nD0

1

.nC 1/2

D
2�2

3
� 8

1X
nD0

�
1

2nC 1
�

1

2nC 2

�

D
2�2

3
� 8

1X
nD1

.�1/n�1

n
D �8 ln 2C

2�2

3

例13.7证明：对任何自然数 p,有
1X
nD1

1

n.nC p/
D
1

p

�
1C

1

2
C � � � C

1

p

�
解

Sn D

nX
kD1

1

k.k C p/
D
1

p

nX
kD1

�
1

k
�

1

k C p

�

D
1

p

nX
kD1

��
1

k
�

1

k C 1

�
C

�
1

k C 1
�

1

k C 2

�
C � � � C

�
1

k C p � 1
�

1

k C p

��
D
1

p

�
1C

1

2
C � � � C

1

p
�

1

nC 1
�

1

nC 2
� � � � �

1

nC p

�
故

lim
n!1

Sn D
1

p

�
1C

1

2
C � � � C

1

p

�

例13.8计算:
1X
nD1

1

.2n � 1/22n
C n2n

解因为
1

.2n � 1/22n
C n2n D

.2n/Š

.2n � 1/22n.nŠ/2
D

Œ2.n � 1/�Š

22n�1.n � 1/ŠnŠ

D
1

2n

2.n � 1/

22n�2Œ.n � 1/Š�2
D

�
1 �

2n.2n � 1/

22n2

�
Œ2.n � 1/�Š

22n�2Œ.n � 1/Š�2

D
1

22.n�1/
C n�1
2.n�1/ �

1

22n
C n2n

故
1X
nD1

1

.2n � 1/22n
C n2n D lim

n!1

�
1 �

1

22n
C n2n

�
D 1
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例13.9求
1X
nD2

ln
�
1 �

1

n2

�
的和

证明

1X
nD2

ln
�
1 �

1

n2

�
D

1X
nD2

�
ln n � 1

n
C ln nC 1

n

�
D lim
n!1

��
ln 1
2

C ln 3
2

�
C

�
ln 2
3

C ln 4
3

�
C � � � C

�
ln n � 1

n
C ln nC 1

n

��
D lim
n!1

�
ln 1
2

C ln nC 1

n

�
D � ln 2

例13.10 (IMC20111)求级数
1X
nD1

ln
�
1C

1

n

�
� ln

�
1C

1

2n

�
� ln

�
1C

1

2nC 1

�
的和.

解 (by向禹)2注意到当 x C y C z D 0时, x3 C y3 C z3 D 3xyz. 这里

ln
�
1C

1

n

�
� ln

�
1C

1

2n

�
� ln

�
1C

1

2nC 1

�
D ln nC 1

n
C ln 2n

2nC 1
C ln 2nC 1

2nC 2
D 0

因此
1X
nD1

ln
�
1C

1

n

�
ln
�
1C

1

2n

�
ln
�
1C

1

2nC 1

�

D
1

3

"
1X
nD1

ln3
�
1C

1

n

�
�

1X
nD1

ln3
�
1C

1

2n

�
�

1X
nD1

ln3
�
1C

1

2nC 1

�#

D
1

3

"
ln3 2C

1X
nD2

ln3
�
1C

1

n

�
�

 
1X
nD1

ln3
�
1C

1

2n

�
C

1X
nD1

ln3
�
1C

1

2nC 1

�!#

D
1

3

"
ln3 2C

1X
nD2

ln3
�
1C

1

n

�
�

1X
nD2

ln3
�
1C

1

n

�#

D
1

3
ln3 2

例13.11计算
1X
nD1

arctan 1

n2 C nC 1

解这里主要利用公式 arctan a � arctan b D arctan a � b

1C ab
1X
nD1

arctan 1

n2 C nC 1
D

1X
nD1

arctan nC 1 � n

1C .nC 1/n

D

1X
nD1

.arctan.nC 1/ � arctann/

D arctan.nC 1/ � arctan 1 .n ! 1/

D
�

4

例13.12计算
1X
nD1

arctan 1

2n2

解
1X
nD1

arctan 1

2n2
D

1X
nD1

arctan
1

n.nC1/

1C
n�1
nC1

D

1X
nD1

arctan
n
nC1

�
n�1
n

1C
n
nC1

n�1
n

1http://www.imc-math.org.uk/imc2011/imc2011-day2-solutions.pdf

2IMC向禹译 P139

http://www.imc-math.org.uk/imc2011/imc2011-day2-solutions.pdf


13.2 常数项级数的概念和性质 –472/572–

D

1X
nD1

.arctan n

nC 1
� arctan n � 1

n
/

D lim
n!1

arctan n

nC 1
D
�

4

1X
nD1

arctan 1

2n2
D

1X
nD1

arctan .2nC 1/ � .2n � 1/

1C .2nC 1/.2n � 1/

D

1X
nD1

�
arctan.2nC 1/ � arctan.2n � 1/

�
D lim
n!1

arctan.2nC 1/ � arctan 1 D
�

2
�
�

4
D
�

4

�
注意

arctan 1

n2 C nC 1
D arctan.nC 1/ � arctan.n/

arctan 1

2n2
D arctan 1

2n � 1
� arctan 1

2nC 1

arctan 2

n2
D arctan 1

n � 1
� arctan 1

nC 1

arctan 2n

n4 C n2 C 2
D arctan.n2 C nC 1/ � arctan.n2 � nC 1/

例13.13证明:
1X
nD1

arctan 10n

.3n2 C 2/.9n2 � 1/
D ln 3 �

�

4
:

解 (by MSE)3由 arctan.x/ D arg.1C ix/,可得

1C
10in

.3n2 C 2/ .9n2 � 1/
D

�
1 �

i
n

� �
1C

i
3n�1

��
1C

i
3nC1

� �
1C

i
3n

�
1C

2
3n2

于是,我们有

arctan
�

10n

.3n2 C 2/ .9n2 � 1/

�

D arctan
�

1

3n � 1

�
C arctan

�
1

3n

�
C arctan

�
1

3nC 1

�
� arctan

�
1

n

�
因此,

1X
nD1

arctan
�

10n

.3n2 C 2/ .9n2 � 1/

�

D lim
m!1

mX
nD1

�
arctan

�
1

3n � 1

�
C arctan

�
1

3n

�
C arctan

�
1

3nC 1

�
� arctan

�
1

n

��

D � arctan.1/C lim
m!1

3mC1X
nDmC1

arctan
�
1

n

�

D � arctan.1/C lim
m!1

3mC1X
nDmC1

�
1

n
CO

�
1

n3

��

D log.3/ �
�

4

例13.14根据级数收敛与发散的定义判定下列级数的敛散性:

sin �
6

C sin 2�
6

C � � � C sin n�
6

C � � �

3https://math.stackexchange.com/questions/1487596/a-serie-about-sum-n-1-infty-arctan-frac10n-

left-3n2-2-r

https://math.stackexchange.com/questions/1487596/a-serie-about-sum-n-1-infty-arctan-frac10n-left-3n2-2-r
https://math.stackexchange.com/questions/1487596/a-serie-about-sum-n-1-infty-arctan-frac10n-left-3n2-2-r
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证明 由于

un D sin n�
6

D
2 sin �

12 sin n�
6

2 sin �
12

D
cos 2n�1

12 � � cos 2nC1
12 �

2 sin �
12

从而

Sn D
1

2 sin �
12

"�
cos �

12
� cos 3�

12

�
C

�
cos 3�

12
� cos 5�

12

�

C � � � C

�
cos 2n � 1

12
� � cos 2nC 1

12
�

�#

D
1

2 sin �
12

�
cos �

12
� cos 2nC 1

12
�

�

因为当 n ! 1时, cos 2nC 1

12
� 的极限不存在,所以 Sn 的极限不存在,即级数发散

例13.15判断级数
1X
nD1

.cosn/n的敛散性.

证明 (by周明强)4. 对于 � ,存在 pn 2 Z, qn 2 N,使得 j� � pn=qnj < 1=q2n. 由此知

j cospnj D j cos.qn� � pn/j > cos 1

qn
D 1 � 2 sin2 1

2qn
> 1 �

1

2q2n
:

从而得

j cospnj
pn >

�
1 �

1

2q2n

�pn

> 1 �
pn

qn

1

2qn

这说明该级数不满足收敛的必要条件,即发散

13.2.1 级数不等式

例13.16 (College Mathematics Journal T1119)设 0 < x < 1,证明
1X
nD1

xn

1C x C x2 C � � � C xn
< ln 1

1 � x
:

解 (by西西)当 x 2 .0; 1=2/时,
1X
nD1

xn

1C x C x2 C � � � C xn
D

1X
nD1

xn � xnC1

1 � xnC1
<

1X
nD1

xn � xnC1

1 � x2

D
x

1 � x2
< ln 1

1 � x

当 x 2 Œ1=2; 1/时,
¬ n D 2k,有

xn

1C x C x2 C � � � C xn
D

x2k

1C x C x2 C � � � C x2k

⩽ x2k

.2k C 1/xk
D

xk

2k C 1

 n D 2k � 1; k ¤ 1,有
xn

1C x C x2 C � � � C xn
D

x2k�1

1C x C x2 C � � � C x2k�1

D
xk

1

xk C
1

xk�2 C � � � C xk�1 C xk

⩽ xk

1

xk C
1

xk�2 C � � � C xk�1 C
3
2
xk

⩽ xk

2k � 3C
p
6
; k ¤ 1

4周明强《数学分析习题演练》第二册 P172
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n D 1,注意到
x

1C x
⩽ x

1C
1
2

D
3

2
x. 则

1X
nD1

xn

1C x C x2 C � � � C xn
⩽ 2

3
x C

1

3
x C

1X
kD2

xk
� 1

2k C 1
C

1

2k � 3

�
< x C

1X
kD2

xk
� 1

2k C 1
C

1

2k �
k
kC1

�
D

1X
nD1

xk

k
D ln 1

1 � x

例13.17证明:
nX
kD1

k

a1 C a2 C � � � C ak
⩽ 2

nX
kD1

1

ak

证明 由柯西不等式

kX
iD1

i2

ai
�

kX
iD1

ai ⩾
k2.k C 1/2

4
H)

k

kP
iD1

ai

⩽ 4

k.k C 1/2

kX
iD1

i2

ai

那么有
nX
iD1

k

kP
iD1

ai

⩽
kX
iD1

0@ 4

k.k C 1/2

kX
iD1

i2

ai

1A < 2 nX
iD1

24 i2
ai

nX
kDi

2k C 1

k2.k C 1/2

35 < 2 nX
iD1

i2

ai
�
1

i2

其中用到
nX
kDi

2k C 1

k2.k C 1/2
⩽ 1

i2

推广 (by西西): 8 ai > 0 .i D 1; 2; � � � ; n/, n ⩾ 3,证明:

nX
kD1

k

a1 C a2 C � � � C ak
⩽
�
2 �

7 ln 2
8 lnn

� nX
kD1

1

ak
:

例13.18 (Carleman不等式). 若
1X
nD1

an为收敛的正项级数,则

1X
nD1

n
p
a1a2 � � � an ⩽ e

1X
nD1

an

其中, e为最佳常数,上述不等式等号成立当且仅当所有数为 0.

解 (by西西)由不等式
�
.nC 1/=e

�n
< nŠ,可得

NX
nD1

n
p
a1a2 � � � an D

NX
nD1

n
p
.a1/.2a2/ � � � .nan/

n
p
nŠ

⩽
NX
nD1

a1 C 2a2 C � � � C nan

n
n
p
nŠ

⩽ e

NX
nD1

a1 C 2a2 C � � � C nan

n.nC 1/

D e

NX
nD1

nX
kD1

kak

n.nC 1/
D e

NX
kD1

NX
nDk

kak

n.nC 1/

D e

NX
kD1

kak

�
1

k
�

1

N C 1

�
⩽ e

NX
kD1

ak



13.3 常数项级数的审敛法 –475/572–

令 N ! 1即得
1X
nD1

n
p
a1a2 � � � an ⩽ e

1X
nD1

an

对每个 N 构造数列

an D

�
1=n; 1 ⩽ n ⩽ N

0; n > N

由 Stolz定理得

lim
N!C1

NP
nD1

n
p
a1a2 � � � an

NP
nD1

an

D lim
N!C1

N
N
p
NŠ

D e

这表明不等式右边的系数 e不能再改进.

例13.19 (CMC, 2018)已知 fang, fbng是正数数列,且 bkC1 � bk ⩾ ı; k D 1; 2; � � � , ı为一常数. 证明:

若级数

1X
kD1

ak 收敛,则级数
1X
kD1

k k
p
.a1a2 � � � ak/.b1b2 � � � bk/

bkC1bk
收敛..

解法 I.令 Sk D

kX
iD1

aibi , akbk D Sk � Sk�1, S0 D 0, ak D
Sk � Sk�1

bk
; k D 1; 2; � � � . (4分)

NX
kD1

ak D

NX
kD1

Sk � Sk�1

bk
D

N�1X
kD1

�
Sk

bk
�

Sk

bkC1

�
C
SN

bN

D

N�1X
kD1

bkC1 � bk

bkbkC1

Sk C
SN

bN
⩾
N�1X
kD1

ı

bkbkC1

Sk

所以
1X
kD1

Sk

bkbkC1

收敛,由算术�几何平均不等式得

k
p
.a1a2 � � � ak/.b1b2 � � � bk/ ⩽

a1b1 C � � � C akbk

k
D
Sk

k
1X
kD1

k k
p
.a1a2 � � � ak/.b1b2 � � � bk/

bkC1bk
⩽

1X
kD1

Sk

bkbkC1

,故结论成立.

法 II(by向禹). 注意到 bkC1 > kı,于是

k k
p
.a1a2 � � � ak/.b1b2 � � � bk/

bkC1bk
<
k k

p
a1a2 � � � ak

bkC1

<
k
p
a1a2 � � � ak

ı

由
1X
kD1

ak 收敛,由 Carleman不等式知
1X
kD1

k
p
a1a2 � � � ak 收敛,证毕.

13.3 常数项级数的审敛法

13.3.1 正项级数及其审敛法

定理 13.1.基本判别法

~

1X
nD1

an收敛() fSng收敛() fSng有上界.
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例13.20 (17江西省赛)设正项级数
C1X
nD1

an收敛,求证:
C1X
nD1

.an/
ln n

1Cln n 也收敛

证明 (by西西)定义

I D
˚
n W .an/

ln n
1Cln n ⩽ e2an

	
I ; J D

˚
n W .an/

ln n
1Cln n > e2an

	
若 n 2 J ,则有

.an/
lnn > .en/2.an/

1Clnn
H) an < .en/

�2

所以
C1X
nD1

.an/
ln n

1Cln n ⩽
X
n2Ix

e2an C
X
n2J

.en/�2 ⩽ e2
C1X
nD1

an C e�2
C1X
nD1

n�2 < C1

�
注意一般的,设 an > 0, '.n/ > 0, '.n/ D O

�
1

lnn

�
,若

C1X
nD1

an 收敛,则
C1X
nD1

.an/
1�'.n/ 也是收敛的.

例13.21设数列 fang单调递减，且 lim
n!1

an D 0，对 8n 2 NC 都有

nX
kD1

ak � nan 是有界的。证明:

1X
nD1

an收敛

证明 (by欧阳)记 Sn D

nX
kD1

ak .n ⩾ 1/时, an D Sn � Sn�1 (记 S0 D 0)

9M > 0, j.1 � n/Sn � Sn�1j ⩽M ,所以

j.n � 2/ŠSn�1 � .n � 1/ŠSnj ⩽M.n � 2/Š

�M

nX
kD2

.k � 2/Š ⩽
nX
kD2

�
.k � 2/ŠSk�1 � .k � 1/ŠSk

�
⩽M

nX
kD2

.k � 2/Š

即

�M

n�2X
kD0

kŠ ⩽ S1 � .n � 1/ŠSn ⩽M

n�2X
kD0

kŠ

所以

S1

.n � 1/Š
�M

n�2P
kD0

kŠ

.n � 1/Š
⩽ Sn ⩽ S1

.n � 1/Š
CM

n�2P
kD0

kŠ

.n � 1/Š

n�2P
kD0

kŠ

.n � 1/Š
<
.n � 1/.n � 2/Š

.n � 1/Š
D 1

所以 Sn ⩽ S1 CM . Sn 单调递增有上界，故极限存在。因此
1X
nD1

an 收敛

例13.22设数列 fang与级数

1X
nD1

n.an � anC1/都收敛。证明：级数

1X
nD1

an也收敛

解由题意可设 lim
n!1

nan D A,
1X
nD1

n.an � anC1/ D B。A，B 均为有限数。

再由
1X
nD1

n.an � anC1/收敛知

lim
n!1

n.an � anC1/ D 0

故

lim
n!1

nanC1 D lim
n!1

�
nan � n.an � anC1/

�
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D lim
n!1

nan � lim
n!1

n.an � anC1/ D A � 0 D A

考察级数
1X
nD1

an的部分和

Sn D a1 C a2 C � � � C an

D .a1 � a2/C 2.a2 � a3/C � � � C n.an � anC1/C nanC1

D

nX
kD1

k.ak � akC1/C nanC1

令 n ! 1就得
1X
nD1

an D

1X
kD1

k.ak � akC1/C lim
n!1

nanC1 D B C A

即
1X
nD1

an收敛

例13.23设 an > 0,
1X
nD1

an发散. Sn D a1 C a2 C � � � C an

(1) 当 p > 1时,
1X
nD1

an

S
p
n

收敛

(2) 当 p ⩽ 1时,
1X
nD1

an

S
p
n

发散

证明 (1)由题设 Sn 单调上升,则当 p > 1时

.Sn/
1�p � .Sn�1/

1�p

.1 � p/.Sn � Sn�1/
D

1

.�n/p
>

1

S
p
n

; 9 �n 2 .Sn�1; Sn/

an

S
p
n

D
Sn � Sn�1

S
p
n

⩽ .Sn/
1�p � .Sn�1/

1�p

1 � p

mX
nD2

an

S
p
n

⩽
mX
nD2

.Sn/
1�p � .Sn�1/

1�p

1 � p
D
.Sm/

1�p � .S1/
1�p

1 � p

从而,级数
1X
nD1

an

S
p
n

收敛

(2)用反证法. 假设
1X
nD1

an

S
p
n

收敛,则 lim
n!1

Sn � Sn�1

Sn
D lim
n!1

an

Sn
D 0.

从而 lim
n!1

�
1 �

Sn�1

Sn

�
D 0.

lnSn � lnSn�1

Sn � Sn�1
D

1

�n
�

1

Sn
; 9 �n 2 .Sn�1; Sn/

an

S
p
n

D
Sn � Sn�1

S
p
n

� lnSn � lnSn�1

从而

1X
nD1

.lnSn � lnSn�1/收敛,但是由于该级数的部分和序列无界,矛盾.

因此,当 p ⩽ 1时,
1X
nD1

an

S
p
n

发散

例13.24设 an > 0 .n D 1; 2; � � � /, Sn D

nX
kD1

ak
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设 a1 > 1,
1X
nD1

an发散,判断级数
1X
nD1

anC1

Sn lnSn
和

1X
nD1

an

Sn ln2 Sn
的敛散性

解注意到

lim
n!1

nX
kD2

akC1

Sk lnSk
D lim
n!1

nX
kD1

SkC1 � Sk

Sk lnSk

⩾ lim
n!1

nX
kD1

Z SkC1

Sk

dx
x ln x

D lim
n!1

Z SnC1

a1

dx
x ln x

D C1

因为我们有

lim
n!1

nX
kD2

ak

Sk ln2 Sk
D lim
n!1

nX
kD2

Sk � Sk�1

Sk ln2 Sk

⩽ lim
n!1

nX
kD2

Z Sk

Sk�1

dx
x ln2 x

D lim
n!1

Z Sn

a1

dx
x ln2 x

< C1

故
1X
nD1

anC1

Sn lnSn
发散,

1X
nD1

an

Sn ln2 Sn
收敛.

例13.25设 an > 0 .n 2 NC/,若
1X
nD1

an发散,且记 Sn D

nX
kD1

ak .

求证: 级数
1X
nD1

an

SnS
˛
n�1

.˛ > 0/收敛.

解取 m 2 N,使得 ˇ ≜ 1

m
< ˛. 从而易知只需指出级数

1X
nD1

an

SnS
ˇ
n�1

收敛. 因为

1X
nD2

�
1

S
ˇ
n�1

�
1

S
ˇ
n

�
D lim
N!1

�
1

S
ˇ
1

�
1

S
ˇ
N

�
D

1

S
ˇ
1

:

所以只需指出
an

SnS
˛
n�1

⩽ 1

ˇ

�
1

S
ˇ
n�1

�
1

S
ˇ
n

�
; 1 �

Sn�1

Sn
⩽ 1

ˇ

�
1 �

S
ˇ
n�1

S
ˇ
n

�
: (13.1)

为此,令
�Sn�1

Sn

�ˇ
D x,则

Sn�1

Sn
D xm,从而式 (13.1)化为

1 � xm ⩽ m.1 � x/ .1 < x ⩽ 1/:

注意到 1 � xm D .1 � x/.1C x C � � � C xm�1/,式 (13.1)成立.

例13.26如果两个通项单调递减的正项级数
1X
nD1

an和

1X
nD1

bn都发散，问

1X
nD1

minfan; bng是否可能

收敛？

解 (by向禹)答案是肯定的，下面给出一个例子（by逆逆）8̂<̂
:
an D

1

22
k
; bn D

1

22
kC1

; 22
k�1 ⩽ n ⩽ 22

k

� 1; k D 2m

an D
1

22
kC1

; bn D
1

22
k
; 22

k�1 ⩽ n ⩽ 22
k

� 1; k D 2m � 1

那么 n ⩾ 2时上式都有意义，且显然
1X
nD2

an ⩾
1X
mD1

1

22
2m

�
22

2m

� 22
2m�1

�
D

1X
mD1

�
1 �

1

22
2m�1

�
D 1

1X
nD2

bn ⩾
1X
mD1

1

22
2m�1

�
22

2m�1

� 22
2m�2

�
D

1X
mD1

�
1 �

1

22
2m�2

�
D 1
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因此
1X
nD2

an和
1X
nD2

bn 都发散，但 minfan; bng D
1

22
kC1

; 22
k�1 ⩽ n ⩽ 22

k

� 1，因此

1X
nD2

minfan; bng D

1X
kD1

1

22
2kC1

�
22

k

� 22
k�1

�
⩽

1X
kD1

1

22
2kC1

22
k

D
1

22
k
< 1

比较判别法

定理 13.2.比较审敛法

~

设
1X
nD1

un 和
1X
nD1

vn都是正项级数,且 un ⩽ vn .n D 1; 2; � � � /.

(1) 级数
1X
nD1

vn收敛)级数
1X
nD1

un收敛;

(2) 级数
1X
nD1

un发散)级数
1X
nD1

vn发散.

例13.27判断级数
1X
nD1

1

3lnn 的敛散性

证明 因为
1

3lnn D
1

elnn�ln3 D
1

nln3

而 ln 3 > 1,故该级数收敛

例13.28判断级数
1X
nD1

1

.ln lnn/lnn
的敛散性

证明 因为
1

.ln lnn/lnn
D

1

elnn�ln.ln lnn/ D
1

nln.ln lnn/ <
1

n2
.n > ee

e2

/

而

1X
nD1

1

n2
收敛,故原级数收敛

例13.29设 an < bn < cn,若级数
1X
nD1

an 及

1X
nD1

cn都收敛，证明级数

1X
nD1

bn也收敛

解因级数
1X
nD1

an及
1X
nD1

cn 都收敛，所以级数
1X
nD1

.cn � an/收敛. 又因

0 ⩽ bn � an ⩽ cn � an;

所以由比较判别法知级数
1X
nD1

.bn � an/收敛，从而级数
1X
nD1

bn也收敛

例13.30设
1X
nD1

an 是一个正项发散级数. 试判断级数
1X
nD1

an

1C an
的敛散性.

证明 [6]因为
1X
nD1

an 发散,故数列 fang可能有界也可能无界.

(1)当 fang有界时,即 9M > 0;8n; 0 ⩽ an ⩽M:此时

an

1C an
⩾ 1

1CM
an

由比较判别法知,
1X
nD1

an 发散 H)

1X
nD1

an

1C an
发散
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(2)当 fang无界时,必有子列 ank
! C1 .k ! C1/,此时

ank

1C ank

D
1

1
ank

C 1
! 1 ¤ 0 .k ! C1/

于是由级数收敛的必要条件知

1X
nD1

an

1C an
发散

例13.31如果 an > 0,
1X
kD1

ak 收敛,证明: 当 p > 0,
1X
kD1

a
p

k

k
收敛

证明 (1)若 p ⩾ 1时,因为
1X
kD1

ak 收敛,所以 lim
n!1

an D 0.

由数列极限的有界性可得: 存在 N 2 N,当 n > N 时, an < 1,则 a
p
n < an

则此时
a
p
k

k
< a

p
k
< an,因为

1X
kD1

ak 收敛,由比较判别法可得
1X
kD1

a
p
k

k
收敛

(2)若 p ⩾ 1时,由加权不等式可得

a
p
k

k
D a

p
k

�
1

k
D a

p
k

 
1

k
1

1�p

!1�p

⩽ pak C .1 � p/
1

k
1

1�p

因为

1X
kD1

ak 收敛,
1X
kD1

1

k
1

1�p

收敛

�
1 < 1 � p < 1 H)

1

1 � p
> 1

�

所以由比较判别法可得

1X
kD1

a
p
k

k
收敛

例13.32设正项级数
1X
nD1

an收敛,求证
1X
nD1

0B@a
p
.nC1/.nC2/.nC3/.nC4/C1

n

n

q
.an/n

5C5n2C1

1CA也是收敛的
证明 因为

.nC 1/.nC 2/.nC 3/.nC 4/C 1 D .n2 C 5nC 4/.n2 C 5nC 6/ D .n2 C 5nC 5/2

所以

1X
nD1

0B@a
p
.nC1/.nC2/.nC3/.nC4/C1

n

n

q
.an/n

5C5n2C1

1CA D

1X
nD1

an
2C5nC5
n

a
n2C5nC 1

n
n

D

1X
nD1

a5� 1
n

注意到

a
5n�1

n
n D

 �
a5n�2
n a

1
2
n � a

1
2
n

� 1
5n

!5
⩽
�
.5n � 2/an C 2

p
an

5n

�5
且

5n � 2

5n
an ⩽ an ;

2
p
an

5n
⩽ 1

5

�
an C

1

n2

�
由比较判别法以及

.x C y/5 D x5 C 5x4y C 10x3y2 C 10x2y3 C 5xy4 C y5

1X
nD1

a
5� 1

n
n 收敛,故原级数收敛

例13.33设 an > 0.
1X
nD1

1

an
收敛. 证明:

1X
nD1

n

a1 C a2 C � � � C an
收敛.

证明 (by ytdwdw)方法 1由于
1X
nD1

1

an
收敛,所以 lim

n!1
an ! C1.
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于是an 可由从小到大进行重排,设 A1 ⩽ A2 ⩽ A3 ⩽ � � � . 而

2nC 1

a1 C a2 C � � � C a2nC1
⩽ 2nC 1

A1 C A2 C � � � C A2nC1
⩽ 2nC 1

.nC 2/An
⩽ 2

An

2n

a1 C a2 C � � � C a2n
⩽ 2n

A1 C A2 C � � � C A2n
⩽ 2n

.nC 1/An
⩽ 2

An

所以
1X
nD1

n

a1 C a2 C � � � C an
⩽

1X
nD1

4

An
D 4

1X
nD1

1

an
< C1

方法 2事实上可以证明
1X
nD1

1
n
p
a1a2 � � � an

收敛. 而

n

a1 C a2 C � � � C an
⩽ 1

n
p
a1a2 � � � an

:

记 bn D
1

an
. 我们有

1X
nD1

n
p
b1b2 � � � bn D

1X
nD1

n

sQn
kD1 kbk

nŠ
⩽

1X
nD1

nX
kD1

kbk

n
n
p
nŠ

D

1X
kD1

1X
nDk

kbk

n
n
p
nŠ

而由 Stirling公式,
p
nŠ D

hp
2�n

�n
e

�n
.1C o.1//

i 1
n

�
n

e
; n ! C1

所以有常数 C > 0使得
1X
nDk

k

n
n
p
nŠ

⩽ C

1X
nDk

k

n2
⩽ 2C

从而
1X
nD1

n
p
b1b2 � � � bn ⩽ 2C

1X
kD1

bk < C1

�
注意因为利用 n

p
b1b2 � � � bn ⩽ b1 C � � � C bn

n
来证明行不通,所以尝试用

n
p
b1b2 � � � bn D

n
p
b1 � 2b2 � � �nbn

n
p
nŠ

⩽ b1 C 2b2 � � � C nbn

n
n
p
nŠ

定理 13.3.比较审敛法

~

设
1X
nD1

un 与
1X
nD1

vn都是正项级数,若 9N 2 N,使得当 n > N 时,有 un ⩽ vn,则

1. 级数
1X
nD1

vn收敛)级数
1X
nD1

un收敛;

2. 级数
1X
nD1

un发散)级数
1X
nD1

vn发散.

例13.34设 an > 0; bn > 0,若

lim
n!1

�
an

anC1bn
�

1

bnC1

�
> 0:

证明: 极限 lim
n!1

nX
kD1

ak 存在.

解 (by 楚坛) 由题设知, 存在 � > 0, 使得 lim
n!1

�
an

anC1bn
�

1

bnC1

�
> �. 由极限保号性知, 存在
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N 2 N,使对 n ⩾ N ,都有
an

anC1bn
�

1

bnC1

> � ,
an

bn
�
anC1

bnC1

> �anC1 H)
an

bn
>
anC1

bnC1

(13.2)

上式表明

�
an

bn

�
n⩾N
为单调递减数列,注意到它以 0为下界,故收敛,即正项级数

1X
nDN

�
an

anC1bn
�

1

bnC1

�
收敛. (13.2)式表明,对 8n ⩾ N ,

anC1 <
1

�

�
an

anC1bn
�

1

bnC1

�
由比较判别法即知

1X
nD1

an收敛: 换言之极限, lim
n!1

nX
kD1

ak 存在.

定理 13.4.比较审敛法的极限形式

~

设
1X
nD1

un 和
1X
nD1

vn都是正项级数,

1. 如果 lim
n!1

un

vn
D l .0⩽ l < C1/,且级数

1X
nD1

vn收敛,那么级数
1X
nD1

un收敛

2. 如果 lim
n!1

un

vn
D l > 0或 lim

n!1

un

vn
D C1 ,且级数

1X
nD1

vn发散,那么级数
1X
nD1

un发散

� 练习 13.1设 an D

nX
kD1

1

k
� lnn

1.证明：极限 lim
n!1

an 存在

2.设 lim
n!1

an D C 讨论级数

1X
nD1

.an � C/的敛散性

解 (1)利用不等式：当 x > 0时，
x

1C x
< ln.1C x/ < x,有

an � an�1 D
1

n
� ln n

n � 1
D
1

n
� ln

�
1C

1

n � 1

�
⩽ 1

n
�

1
n�1

1C
1
n�1

D 0

an D

nX
kD1

1

k
�

nX
kD2

ln k

k � 1

nX
kD2

�
1

k
� ln k

k � 1

�

D 1C

nX
kD2

�
1

k
� ln

�
1C

1

k � 1

��

⩾ 1C

nX
kD2

�
1

k
�

1

k � 1

�
D
1

n
> 0

所以 fang单调减少有下界,故 lim
n!1

an存在

(2)显然,以 an为部分和的级数为 1C

1X
nD2

�
1

n
� lnnC ln.n � 1/

�
,则

该级数收敛于 C ,且 an � C > 0,用 rn记作该级数的余项,则

an � C D �rn D �

1X
kDnC1

�
1

k
� ln k C ln.k � 1/

�
D

1X
kDnC1

�
ln
�
1C

1

k � 1

�
�
1

k

�

根据泰勒公式，当 x > 0时，ln.1C x/ > x �
x2

2
,所以

an � C >

1X
kDnC1

�
1

k � 1
�

1

2.k � 1/2
�
1

k

�
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记 bn D

1X
kDnC1

�
1

k � 1
�

1

2.k � 1/2
�
1

k

�
,下面证明正项级数

1X
nD1

bn发散。因为

cn ≜ n

1X
kDnC1

�
1

k � 1
�
1

k
�

1

2.k � 1/.k � 2/

�

< nbn < n

1X
kDnC1

�
1

k � 1
�
1

k
�

1

2k.k � 2/

�
D
1

2

而当 n ! 1时, cn D
n � 2

2.n � 1/
!

1

2
,所以 lim

n!1
nbn D

1

2
.

根据比较判别法可知,级数
1X
nD1

bn发散

因此,正项级数
1X
nD1

.an � C/发散。

Cauchy积分审敛法5

定理 13.5. Cauchy积分审敛法

~

设 f .x/为 Œa;C1�上的非负单调减的连续函数,其中 a ⩾ 0

则级数
1X
nD1

f .aC n/与广义积分

Z C1

a

f .x/ dx 同敛散

例13.35 (美国,2012)定义函数

f .x/ D

8<:x; x ⩽ e;

xf .log x/; x > e;

判断级数

1X
nD1

1=f .n/的敛散性.

解令 e1 D e; ek D eek�1.k ⩾ 2/. 由数学归纳法得

f .x/ D

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
:̂

x; x ⩽ e1
x log x; e1 < x ⩽ e2
x log x log.log x/; e2 < x ⩽ e3
� � �

x log x log.log x/ � � � log.k/ x; ek < x ⩽ ekC1

其中 log.k/.x/表示 log x的 k重复合. 记 N1 D Œe1� D 2;N2 D Œe2� ; � � � ; Nk D Œek �,则
NkX
nD1

1

f .n/
⩾
Z ek

1

dx
f .x/

D

Z e1

1

dx
x

C

Z e2

e1

dx
x log x

C � � � C

Z ek

ek�1

dx
x log x log.log x/ � � � log.k�1/ x

D log x
ˇ̌̌e1

1
C log.log x/

ˇ̌̌e2

e1

C � � � C log.k/ x
ˇ̌̌ek

ek�1

D .1 � 0/C .1 � 0/C � � � C .1 � 0/ D k

因此级数发散.
5英国数学家马克劳林（C. Maclaurin, 1669～1746）
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其它判别法

定理 13.6. Kummer判别法

~

设
1X
nD1

an与
1X
nD1

bn为正项级数,当 n充分大时

(1) bn
an

anC1

� bnC1 ⩾ ı > 0 ()

1X
nD1

an收敛

(2) bn
an

anC1

� bnC1 ⩽ 0,且
1X
nD1

1

bn
发散()

1X
nD1

an 发散

证明 (1)充分性. 不妨设 bn
an

anC1
� bnC1 ⩾ ı > 0对于 n ⩾ 1成立. 将它改写为

0 < ıanC1 ⩽ bnan � bnC1anC1

可见正数数列 fbnang单调减少,因此有估计

nX
nD1

an ⩽ a1 C
1

ı

n�1X
kD1

bkak � bkC1akC1 ⩽ a1 C
1

ı
� b1a1

从而知级数

1X
nD1

an 收敛.

必要性. 在
1X
nD1

an 收敛时记其余项为 Rn; n ⩾ 1. 令 bn D
Rn

an
,则就有

bn
an

anC1
� bnC1 D

Rn

anC1
�
RnC1

anC1
D
Rn �RnC1

anC1
D 1:

因此取 ı D 1即可.
(2)充分性. 由 bn

an

anC1
� bnC1 ⩽ 0可知

anbn ⩽ anC1bnC1

即 fanbng关于 n单调递增,从而 an ⩾ a1b1

bn
,因此由

1X
nD1

1

bn
发散,知

1X
nD1

an 发散.

必要性. 设
1X
nD1

an 发散,取 bn D
Sn

an
,其中 Sn 为级数的第 n个部分和. 则

bn
an

anC1
� bnC1 D

Sn � SnC1

anC1
D �1 < 0:

从
1

bn
D
an

Sn
,和 Sapagof判别法可知

1X
nD1

1

bn
发散.
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13.3.2 任意项级数的审敛法

13.3.2.1 柯西审敛原理

定理 13.7.柯西审敛原理

~

级数
1X
nD1

un 收敛的充分必要条件为: 对于任意给定的正数 ", 总存在正整数 N , 使得当

n > N 时,对于任意的正整数 p都有ˇ̌
unC1 C unC2 C � � � C unCp

ˇ̌
< "

成立

例13.36证明: 级数 1C
1

p
3

�
1

p
2

C
1

p
5

C
1

p
7

�
1

p
4

C � � � 发散于C1

证明 考察

S3n D

nX
kD1

�
1

p
4k � 3

C
1

p
4k � 1

�
1

p
2k

�

⩾
nX
kD1

�
2

p
4k � 1

�
1

p
2k

�
>

nX
kD1

�
1

p
k

�
1

p
2k

�

D

�
1 �

1
p
2

� nX
kD1

1
p
k
>

�
1 �

1
p
2

�
p
n

显然 S3n ! C1 .n ! C1/. 对 8m 2 NC, 9n 2 N,使得 m D 3nC i .i D 0; 1; 2; � � � /. 由级数的通项趋于 0,
故当 m,适当大时,有

Sm > S3n � 1

从而 Sm ! C1 .m ! 1/

例13.37判断级数
1X
nD0

�
1

3n � 2
C

1

3n � 1
�
1

3n

�
的敛散性

证明 当 n是 3的倍数时,如果取 p D 3n,则必有

jSnCp � Snj D

ˇ̌̌̌
1

nC 1
C

�
1

nC 2
�

1

nC 3

�
C

1

nC 4
C

�
1

nC 5
�

1

nC 6

�
C � � � C

1

4n � 2
C

�
1

4n � 1
�
1

4n

�ˇ̌̌̌
>

1

nC 1
C

1

nC 4
C � � � C

1

4n � 2
>

1

4n
C

1

4n
C � � � C

1

4n
D
1

4

于是对 "0 D
1

4
,不论 N 为任何正整数,当 n > N 并 n是 3的倍数,且当 p D 3n时,就有

jSnCp � Snj > "0

根据柯西审敛原理知,级数发散

例13.38设 lim
n!1

xn D C1,正项级数
1X
nD1

yn收敛,设 n0是某一自然数,若当 n > n0 时,有

xn < xnC1 ; xn <
1

2
.xn�1 C xnC1/ ; ynC1 ⩽ yn:

求证:
lim
n!1

xnyn

xnC1 � xn
D 0

解 (by向禹)正项级数
1X
nD1

yn收敛,且 ynC1 ⩽ yn. 由 Cauchy收敛准则知对任意 " > 0,当 n充分大
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时,

ny2n ⩽
2nX

kDnC1

yk < ";

这说明 lim
n!1

nyn D 0. 由题意有当 n > n0 时,正项数列 fxnC1 � xng单调递增,不妨设从第一项开
始递增. 于是 xnC1 � xn > xn � xn�1 > � � � > x2 � x1,那么

.n � 1/.xnC1 � xn/ >

n�1X
kD1

.xkC1 � xk/ D xn � x1:

于是 xnC1 � xn >
xn � x1

n � 1
, lim
n!1

xnyn

xnC1 � xn
D 0

例13.39若 an > 0,级数
1X
nD1

发散, Sn D

nX
kD1

ak . 证明:

(1)
1X
nD1

an

Sn
发散; (2)

1X
nD1

an

S2n
收敛

证明 (1)利用柯西收敛准则
取 "0 D

1

2
> 0, 8N 2 NC(固定), 取 n0

D N C 1 > N . 于是有 fSng " 趋向于 C1, 所以对固定的 N , 存在

p0 > N 适当大,可使
SnC1

SNC1Cp0

<
1

2
. 于是有

an0C1

Sn0C1
C
an0C2

Sn0C2
C � � � C

an0Cp0

Sn0Cp0

⩾
Sn0Cp0 � Sn0

Sn0Cp0

D 1 �
Sn0

Sn0Cp0

D 1 �
SNC1

SNC1Cp0

>
1

2
D "0

由柯西收敛准则知,级数
1X
nD1

an

Sn
发散

(2)因为 Sn ⩽ SnC1,所以
an

S2n
⩽ SnC1 � Sn

Sn � SnC1
D

1

Sn
�

1

SnC1

而级数

1X
nD1

�
1

Sn
�

1

SnC1

�
收敛于

1

a1
,故

1X
nD1

an

S2n
收敛

例13.40已知 an D

nX
kD1

ln.k C 1/,证明:
1X
nD1

1

an
发散

证明 根据柯西 (Cauchy)收敛准则,
1X
nD1

an 收敛,当且仅当
1X
nD0

2na2n 收敛

所以

1X
nD1

1

an
收敛,当且仅当

1X
nD0

2n

a2n
收敛. 但是,

an D

nX
kD1

ln.k C 1/ D ln 2C ln 3C � � � C ln.nC 1/ D ln
�
.nC 1/Š

�
且当 n足够大时,有不等式

ln
�
.nC 1/Š

�
⩽ ln.nn/ D n lnn

因此
1X
nD0

2n

a2n
⩾

1X
nD1

2n

ln
�
.2n C 1/Š

� ⩾
1X
nD1

2n

2n ln
�
2n
� D

1X
nD1

1

ln
�
2n
� D

1

ln 2

1X
nD1

1

n

故原级数发散.

例13.41 (Pringshcim)设 an 是递减正数列,若
1X
nD1

an收敛,则 lim
n!1

nan D 0.
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证明 对 8" > 0,因为级数
1X
nD1

an 收敛,故 9n0 2 N, s.t. 当 n > n0 时,有

0 < anC1 C anC2 C � � � C anCp <
"

4
; an <

"

2

对于 8p 2 N 成立. 因为 fang单调减,故

panCp < anC1 C anC2 C � � � C anCp <
"

4

特别取 p D n就得

na2n <
"

4
;

2na2n <
"

2
< ";

.2nC 1/a2nC1 < .2nC 1/a2n D 2na2n C a2n <
"

2
C
"

2
D ":

即当 n > n0 时,成立
nan < "

这就证明了

lim
n!1

an
1
n

D lim
n!1

nan D 0 ; 即 an D O

�
1

n

�

� 练习 13.2判断级数
1X
nD1

cos
�
�
2

lnn
�

n
的敛散性

证明 对任意正整数 k,

X
2k�<�

2 lnn<2k�C �
4

cos
�
�
2 lnn

�
n

D
X

e4k<n<e
4kC 1

2

cos
�
�
2 lnn

�
n

>
e4kC 1

2 � e4k � 1
p
2e4kC 1

2

从而

lim
k!1

X
2k�<�

2 lnn<2k�C �
4

cos
�
�
2 lnn

�
n

⩾
p
e � 1

p
2e

根据 Cauchy收敛准则,级数
C1X
nD1

cos
�
�
2 lnn

�
n

发散

证明 取

m D

h
e4N C 1

i
; n D

h
e4NC1

i
那么当 x 2 Œm; n�时,函数

cos
�
�
2 log x

�
x

递减,考虑

n�1X
kDm

cos
�
�
2 log k

�
k

�

n�1X
kDm

Z kC1

k

cos
�
�
2 log x

�
x

dx

D

Z n

m

cos
�
�
2 log x

�
x

dx

D
2

�
sin

��
2

log x
�ˇ̌̌n
m

(13.3)

注意到

logn > log
�
e4NC1

� 1
�
; logm < log

�
e4N C 1

�
带入 (13.3)式得

n�1X
kDm

cos
�
�
2 log k

�
k

�
2

�

h
sin

��
2

log
�
e4NC1

� 1
��

� sin
��
2

log
�
e4N C 1

��i
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D
2

�

�
sin

�
�

2
C
�

2
log

�
1 �

1

e4NC1

��
� sin

�
�

2
log

�
1C

1

e4N

���
!

2

�
; .N ! 1/

由 Cauchy收敛原理可得原级数发散.

13.3.2.2 莱布尼茨判别法

例13.42应用莱布尼茨判别法证明：
1X
nD1

.�1/Œ
p
n�

n
收敛.

证明 (徐森林 543)将级数按照相同符号归组,不改变先后顺序得

1X
nD1

.�1/Œ
p
n�

n
D � 1 �

1

2
�
1

3
C
1

4
C
1

5
C
1

6
C
1

7
C
1

8
�
1

9
� � � � �

1

15

C .�1/k
�
1

k2
C

1

k2 C 1
C � � � C

1

.k C 1/2 � 1

�
C � � �

D

1X
nD1

.�1/n
�
1

n2
C � � � C

1

.nC 1/2 � 1

�

D

1X
nD1

.�1/n
�
1

n2
C

1

n2 C 1
C � � � C

1

n2 C 2n

�

级数变为交错级数,其中 an D
1

n2
C

1

n2 C 1
C � � � C

1

n2 C 2n
> 0中有 2nC 1项,且

0 < an <
2nC 1

n2
<
3n

n2
D
3

n
! 0

an � anC1 D
1

n2
�

1

.nC 1/2
C

1

n2 C 1
�

1

.nC 1/2 C 1
C � � � C

1

n2 C 2n

�
1

.nC 1/2 C 2n
�

�
1

.nC 1/2 C 2nC 1
C

1

.nC 1/2 C 2.nC 1/

�
D .2nC 1/

�
1

n2.nC 1/2
C � � � C

1

.n2 C 2n/.n2 C 4nC 1/

�
�

1

n2 C 4nC 2
�

1

n2 C 4nC 3

>
.2nC 1/2

.n2 C 2n/.n2 C 4nC 1/
�

2

n2 C 4nC 1
D

2n2 C 1

.n2 C 2n/.n2 C 4nC 1/
> 0

数列 fang单调减趋向于 0. 由 Leibniz判别法
1X
nD1

.�1/nan 收敛.

从而原级数

1X
nD1

.�1/Œ
p
n�

n
收敛

证明 (谢惠明 p25)将级数中相邻的同号项合并，从而组成一个交错级数
1X
nD1

.�1/nan,其中

an D
1

n2
C

1

n2 C 1
C � � � C

1

.nC 1/2 C 1

D
1

n2

2nX
kD0

1

1C k=n2
D

1

n2

2nX
kD0

"
1 �

k

n2
CO

 
k2

n4

!#

D
1

n2

�
.2nC 1/ �

2nC 1

n
CO

�
1

n

��
D
2

n
�
1

n2
CO

�
1

n3

�
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由此即可知 fang为无穷小量，且至少当 n充分大时单调减少

an � anC1 D
2

n2
CO

�
1

n3

�
表明原级数加括号后得到的级数收敛。由于括号中的项符号相同，所以可推知原级数收敛

� 练习 13.3 [6]设 ˛ > 0;m为正整数，则级数

1X
nD1

.�1/Œ
m
p
n�

n˛
当 ˛ C

1

m
> 1时收敛；当 ˛ C

1

m
⩽ 1

时发散。

例13.43判断级数
C1X
nD2

.�1/n
p
nC .�1/Œn�

的敛散性,其中 Œx�表示 x 的取整.

解

C1X
nD2

.�1/n
p
nC .�1/Œn�

D

C1X
nD2

.�1/n
�p
n � .�1/Œ

p
n�
�

n � 1

D

C1X
nD2

.�1/n
p
n

n � 1
C

C1X
nD2

.�1/nCŒ
p
n�

n � 1

由 Leibniz判别法知,级数
C1X
nD2

.�1/n
p
n

n � 1
D

C1X
nD2

.�1/n
p
n �

1p
n

收敛. 当 k ⩽
p
n ⩽ k C 1,即 k2 ⩽ n ⩽

.k C 1/2 时, Œ
p
n� D k,则

C1X
nD2

.�1/nCŒ
p
n�

n � 1
D �

1

2
C

1X
kD2

k2C2kX
nDk2

.�1/nCk

n � 1
D �

1

2
C

1X
kD2

.�1/k
k2C2kX
nDk2

.�1/n

n � 1

D �
1

2
C

1X
kD2

.�1/k
k2C2kX
nDk2

.�1/k
2

�� 1

k2 � 1
C

1

k2 C 1
C � � � C

1

k2 C 2k � 1

�
�

� 1
k2

C
1

k2 C 2
C � � � C

1

k2 C 2k � 2

��
D �

1

2
C

1X
kD2

�� 1

k2 � 1
C

1

k2 C 1
C � � � C

1

k2 C 2k � 1

�
�

� 1
k2

C
1

k2 C 2
C � � � C

1

k2 C 2k � 2

��
⩽ �

1

2
C

1X
kD2

�
k C 1

k2 � 1
�

k

k2 C 2k � 2

�

⩽ �
1

2
C

1X
kD2

�
1

k � 1
�

1

k C 2

�
D �

1

2
C 1C

1

2
C
1

3
D
4

3

且

an D

�
1

k2 � 1
C

1

k2 C 1
C � � � C

1

k2 C 2k � 1

�
�

�
1

k2
C

1

k2 C 2
C � � � C

1

k2 C 2k � 2

�
D

�
1

k2 � 1
�
1

k2

�
C

�
1

k2 C 1
�

1

k2 C 2

�
C

� � � C

�
1

k2 C 2k � 3
�

1

k2 C 2k � 2

�
C

1

k2 C 2k � 1

⩾ 1

k2 C 2k � 1
> 0

故
C1X
nD2

.�1/nCŒ
p
n�

n � 1
收敛,从而级数

C1X
nD2

.�1/n
p
nC .�1/Œn�

亦收敛.
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13.3.2.3 A-D判别法

和差变换公式 分部求和法

分部积分法 积分第二中值定理 无穷积分收敛 A–D判别法

阿贝尔引理 无穷级数收敛 A–D判别法

阿贝尔连续性定理 阿贝尔求和法

级数乘法定理

定理 13.8.和差变换公式

~

设 m < n. 则
nX

kDm

.Ak � Ak�1/bk D Anbn � Am�1bm C

n�1X
kDm

Ak.bk � bkC1/

证明 直接计算即可。

nX
kDm

.Ak � Ak�1/bk D

nX
kDm

Akbk �

nX
kDm

Ak�1bk

D

nX
kDm

Akbk �

n�1X
m�1

AkbkC1

D .Anbn � Am�1bm/C

n�1X
kDm

Ak.bk � bkC1/

例13.44设
1X
nD1

an 为正项级数, An D

nX
kD1

ak ,fdng单调地趋于 0,
1X
nD1

dnan收敛,则 lim
n!1

dnAn D 0.

证明 不妨设 dn > 0, dn # 0. 对任意正整数 n; p,

nCpX
kDnC1

dkak D

nCpX
kDnC1

dk.Ak � Ak�1/

D dnCpAnCp � dnC1An C

nCp�1X
kDnC1

dkAk �

nCpX
kDnC2

dkAk�1

D dnCpAnCp � dnC1An C

nCp�1X
kDnC1

dkAk �

nCp�1X
kDnC1

dkC1Ak

D dnCpAnCp � dnC1An C

nCp�1X
kDnC1

.dk � dkC1/Ak

� dnCpAnCp � dnC1An C

nCp�1X
kDnC1

.dk � dkC1/AnC1

D dnCpAnCp � dnC1An C .dnC1 � dnCp/AnC1

� dnCpAnCp � dnCpAnC1:

对任何固定的 n,有 lim
p!1

dnCpAnC1 D 0. 在上式中令 p ! 1,得到

lim sup
m!1

dmAm �

1X
kDnC1

dkak :
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令 n ! 1,注意到
1X
nD1

dnan 收敛,得到 lim sup
m!1

dmAm � 0. 故 lim
n!1

dnAn D 0.

例13.45 (中科院,2016)若数列 fang; fbng满足以下条件:
(a) a1 ⩾ a2 ⩾ � � � 且 lim

n!1
an D 0;

(b) 存在正数M ,对任意的正整数 n,均有
ˇ̌̌ nP
kD1

bk

ˇ̌̌
⩽M .

证明级数
1P
nD1

anbn收敛.

解记 Bn D

nP
kD1

bk ,由 Abel变换有

ˇ̌̌̌ nX
iDmC1

aibi

ˇ̌̌̌
Abel变换

HHHHHHH

ˇ̌̌̌ n�1X
iDmC1

.ai � aiC1/Bi C anBn � amC1Bm

ˇ̌̌̌

⩽M

n�1X
iDmC1

jai � aiC1j CM.janj C jamC1j/

D M

ˇ̌̌̌ n�1X
iDmC1

ai � aiC1

ˇ̌̌̌
CM.janj C jamC1j/

D M jamC1 � anj CM.janj C jamC1j/

⩽ 2M.janj C jamC1j/ ⩽ 4M jamC1j ! 0j

由 Cauchy收敛准则知级数
1P
nD1

anbn 收敛.

例13.46若序列 fnang单调,正项级数
1P
nD1

an收敛,证明: lim
n!1

nan lnn D 0.

解 (by西西)法 I.若序列 fnang单调递增,则

nan ⩾ a1 ) an ⩾ a1

n
)

1X
nD1

an ⩾ a1

1X
nD1

1

n
:

这与
1P
nD1

an收敛矛盾,故 fnang单调递减.

由 Cauchy收敛准则知对 8" > 0, 9N 2 NC, s.t. 当 n > M > N 时
nP

kDm

ak < "

取 m D b
p
nc C 1,当 n充分大时,则有

" >

n�1X
kDm

kak �
1

k
⩾ nan

n�1X
kDm

1

k

⩾ nan

n�1X
kDm

Z kC1

k

1

x
dx D nan

Z n

m

1

x
dx > nan ln n

p
n

由 "的任意性即得 lim
n!1

nan lnn D 0.

法 II.引理若
1P
nD1

anbn收敛, bn递减于,则 lim
n!1

nP
kD1

akbn D 0

显然 ˇ̌̌̌ nX
kD1

akbn

ˇ̌̌̌
⩽
ˇ̌̌̌ NX
kD1

akbn

ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌ nX
kDNC1

akbn

ˇ̌̌̌

⩽
ˇ̌̌̌ NX
kD1

akbn

ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌ nX
kDNC1

.akbk/
bn

bk

ˇ̌̌̌
再利用 Abel变换即可. 引理证毕.
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依题意易知 nan递减趋于 0,从而由引理可得

lim
n!1

nX
kD1

1

k
� nan D 0

再由
nX
kD1

1

k
D lnnC  C "n ; "n ! 0.n ! 1/

即得 lim
n!1

nan lnn D 0.

定理 13.9. Abel变换,分部求和法

~

记 Sk D a1 C � � � C ak ; .k D 1; 2; � � � /,则有
nX
kD1

akbk D

n�1X
kD1

Sk.bk � bkC1/C Snbn

证明 设 S0 D 0,则 ak D Sk � Sk�1, k D 1; 2; � � � . 于是,

nX
kD1

akbk D

nX
kD1

.Sk � Sk�1/bk D

nX
kD1

Skbk �

nX
kD1

SkbkC1

D

n�1X
kD1

Skbk �

n�1X
kD1

SkbkC1 C Snbn D

n�1X
kD1

Sk.bk � bkC1/C Snbn:

例13.47设 sn D a1 C a2 C � � � C an ! s.n ! 1/,则
nX
kD1

akbk D sb1 C .sn � s/bn �

n�1X
kD1

.sk � s/.bkC1 � bk/

证明 由分布求和知
nX
kD1

akbk D snbn �

n�1X
kD1

sk.bkC1 � bk/

而

s.bn � b1/ D s

n�1X
kD1

.bkC1 � bk/

两式相减即得结论。

例13.48 (CMC,2019)设 fung
1
nD1 为单调递减的正实数列, lim

n!1
un D 0, fang

1
nD1 为一实数列, 级数

1X
nD1

anun收敛,证明:

lim
n!1

.a1 C a2 C � � � C an/un D 0:

证明 由于

1X
nD1

anun 收敛,所以对任意给定 " > 0,存在自然数 N1,使得当 n > N1 时,有

�
"

2

1X
kDN1

akuk <
"

2
(13.4)

因为 fung
1
nD1 为单调递减的正实数列,所以

0 <
1

uN1

⩽ 1

uN1C1
⩽ � � � ⩽ 1

un
(13.5)
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注意到当 m < n时,有

nX
kDm

.Ak � Ak�1/bk D Anbn � Am�1bm C

n�1X
kDm

.bk � bkC1/Ak ;

令 A0 D 0;Ak D

kX
iD1

ai .k D 1; 2; � � � ; n/,得到

nX
kD1

akbk D Anbn C

n�1X
kD1

.bk � bkC1/Ak

下面证明: 对任意自然数 n,如果 fang; fbng满足

b1 ⩾ b2 ⩾ � � � ⩾ bn ⩾ 0; m ⩽ a1 C a2 C � � � C an ⩽M

则有

b1m ⩽
nX
kD1

akbk D b1M

事实上, m ⩽ Ak ⩽M , bk � bkC1 ⩾ 0,即得到

mb1 D mbn C

n�1X
kD1

.bk � bkC1/m ⩽
nX
kD1

akbk ⩽Mbn C

n�1X
kD1

.bk � bkC1/M D Mb1

利用 (13.5),令 b1 D
1

un
, b2 D

1

un�1
, � � � ,可以得到 �

"

2
u�1
n <

nX
kDN1

ak <
"

2
u�1
n ,即

ˇ̌̌̌
ˇ̌ nX
kDN1

akun

ˇ̌̌̌
ˇ̌ < "

2

又由 lim
n!1

un D 0知,存在自然数 N2,使得 n > N2

ˇ̌
.a1 C a2 C � � � C aN1�1/un

ˇ̌
<
"

2

取 N D maxfN1; N2g,则当 n > N 时,有

ˇ̌
.a1 C a2 C � � � C an/un

ˇ̌
<
"

2
C
"

2
D "

因此 lim
n!1

.a1 C a2 C � � � C an/un D 0.

定理 13.10.阿贝尔引理

~

若对一切 n D 1; 2; 3; � � � 而言 b1 � b2 � � � � � bn � 0, m � a1 C a2 C � C an � M 则有

b1m � a1b1 C a2b2 C � � � C anbn � b1M

证明 设 sk D a1 C a2 C � � � C ak ; .k D 1; 2; � � � ; n/.由于 bk � 0; bk � bkC1 � 0则

nX
kD1

akbk D snbn C

n�1X
kD1

sk.bk � bkC1/ � bnM CM

n�1X
kD1

.bk � bkC1/ D b1M

左边不等式证明类似

nX
kD1

akbk D snbn C

n�1X
kD1

sk.bk � bkC1/ � bnmCm

n�1X
kD1

.bk � bkC1/ D b1m
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定理 13.11. Dirichlet判别法

~

设

1. fbng单调趋于 0

2. Sk D a1 C a2 C � � � C ak , jSkj ⩽M;k D 1; 2; � � � ,即
1X
nD1

an 的部分和有界

则
1X
nD1

anbn收敛

例13.49判断级数
1X
nD1

cosn
n
的敛散性

证明 因为 f
1
n g是单调收敛于 0的数列,而且

1X
nD1

cosn是部分和有界的.

根据 Dirichlet判别法可知,级数
1X
nD1

cosn
n
收敛

ˇ̌̌cosn
n

ˇ̌̌
⩾ cos2 n

n
D

cos.2n/
2n

C
1

2n

易得

1X
nD1

ˇ̌̌cosn
n

ˇ̌̌
发散. 综上,级数

1X
nD1

cosn
n
条件收敛

例13.50判断
1X
nD1

sinn sinn2

n
的敛散性

证明 因为

nX
kD1

sinn sinn2 D

nX
kD1

1

2

�
cos.k.k � 1// � cos.k.k C 1//

�
D
1

2

�
1 � cos.n.nC 1//

�

故部分和

ˇ̌̌̌
ˇ̌ nX
kD1

sinn sinn2
ˇ̌̌̌
ˇ̌ ⩽ 2，且 f

1
n g是单调收敛于 0的数列

根据 Dirichlet判别法可知,级数
1X
nD1

sinn sinn2
n

收敛

例13.51判定级数
1X
nD1

sin2.
p
n/

n
的敛散性

解注意到,当 sin2.
p
n/ ⩾ 1

4
时,即当 j sin

p
nj ⩾ 1

2
时,有

�

6
C k� ⩽

p
n ⩽ 5�

6
C k� ()

��
6

C k�
�2

⩽ n ⩽
�
5�

6
C k�

�2
对固定的 k �

5�

6
C k�

�2
�

��
6

C k�
�2

D
2�2

3
C
4�2

3
k > 6C 13k

因此,
1X
nD1

sin2.
p
n/

n
>

1X
kD1

6C 13k

4

1�
5�
6

C k�
�2

从而级数
1X
nD1

sin2.
p
n/

n
发散.
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定理 13.12. Abel判别法

~

设

1. fbng单调有界

2.
1X
nD1

an收敛

则
1X
nD1

anbn收敛

13.4 条件收敛与绝对收敛

例13.52证明级数
1X
nD2

.�1/np
nC .�1/n

条件收敛

证明 由泰勒公式 .1C x/�
1
2 D 1 �

1

2
x C o.x/,得到

.�1/np
nC .�1/n

D
.�1/n
p
n

�

�
1C

.�1/n
p
n

�� 1
2

D
.�1/n
p
n

�
1 �

.�1/n

2n
C o

�
1

n

��
D
.�1/n
p
n

�
1

2n
3
2

C o

�
1

n
3
2

�
.n ! 1/

故
1X
nD2

.�1/np
nC .�1/n

D

1X
nD2

.�1/n
p
n

C

1X
nD2

�1

2n
3
2

C

1X
nD2

o

�
1

n
3
2

�
它是三个收敛级数的和,从而该级数收敛.

又因

ˇ̌̌̌
ˇ .�1/np
nC .�1/n

ˇ̌̌̌
ˇ ⩾ 1

p
nC 1

,则
1X
nD2

ˇ̌̌̌
ˇ .�1/np
nC .�1/n

ˇ̌̌̌
ˇ发散. 因此原级数条件收敛

证明 因

ˇ̌̌̌
ˇ .�1/np
nC .�1/n

ˇ̌̌̌
ˇ �

1

n
,且

1X
nD1

1

n
发散,

由比较判别法的极限形式知级数

1X
nD2

ˇ̌̌̌
ˇ .�1/np
nC .�1/n

ˇ̌̌̌
ˇ发散.

1X
nD2

.�1/np
nC .�1/n

D
1

p
3

�
1

p
2

C
1

p
5

�
1

p
4

C � � �

前 2n项和 S2n

S2n D
1

p
3

�
1

p
2

C
1

p
5

�
1

p
4

C � � � C
.�1/2nC1p

2nC 1C .�1/2nC1

D

�
1

p
3

�
1

p
2

�
C

�
1

p
5

�
1

p
4

�
C � � � C

�
1

p
2nC 1

�
1

p
2n

�
且

S2nC1 D S2n C
1

p
2nC 3

�
1

p
2nC 2

< S2n S2n ⩾ �
1

p
2

故
˚
S2n

	1

nD1
单调下降而且有下界,从而

˚
S2n

	
有极限,即 lim

n!1
S2n 存在,并记为 S .

lim
n!1

S2nC1 D lim
n!1

�
S2n �

1
p
2nC 3

�
D S
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从而
˚
Sn
	
极限存在,且为 S ,因此级数

1X
nD2

.�1/np
nC .�1/n

收敛.

综上知,原级数条件收敛

例13.53设偶函数 f .x/的二阶导数 f 00.x/在 x D 0的某领域内连续，且 f .0/ D 1，f 00.0/ D 2，

试证明

1X
nD1

�
f

�
1

n

�
� 1

�
绝对收敛

解 f .x/为偶函数,则 f 0.x/为奇函数, f 0.�x/ D �f 0.x/,
取 x D 0,得 f 0.0/ D 0,函数 f .x/在 x D 0的一阶麦克劳林公式为

f .x/ D f .0/C f 0.0/x C
f 00.�x/

2
x2 D 1C

f 00.�x/

2
x2 .0 < � < 1/ ;

令 x D
1

n
,得 ˇ̌̌̌

f

�
1

n

�
� 1

ˇ̌̌̌
D
1

2

ˇ̌̌̌
f 00

�
�

n

�ˇ̌̌̌
1

n2

由于 f 00.x/在 x D 0连续,所以 lim
n!1

f 00

�
�

n

�
D f 00.0/ D 2,

于是 8" > 0,不妨取 " D 1, 9N 2 N,当 n > N 时,ˇ̌̌̌
f 00

�
�

n

�
� 2

ˇ̌̌̌
< " D 1 H)

ˇ̌̌̌
f 00

�
�

n

�ˇ̌̌̌
< 3ˇ̌̌̌

f

�
1

n

�
� 1

ˇ̌̌̌
D
1

2

ˇ̌̌̌
f 00

�
�

n

�ˇ̌̌̌
1

n2
<

3

2n2
;

而级数
1X
nD1

1

n2
收敛,故由比较判别法得

1X
nDNC1

�
f

�
1

n

�
� 1

�
绝对收敛,

于是
1X
nD1

�
f

�
1

n

�
� 1

�
亦绝对收敛

例13.54设 an D

Z nC1

n

sin�x
xp C 1

dx, n D 1; 2; � � � . 其中 p为正的常数.

证明: 当 p ⩽ 1时,级数
1X
nD1

an条件收敛

证明

janj D

ˇ̌̌̌
ˇ
Z nC1

n

sin�x
xp C 1

dx
ˇ̌̌̌
ˇ D

Z nC1

n

ˇ̌̌̌
sin�x
xp C 1

ˇ̌̌̌
dx

⩾
Z nC 5

6

nC 1
6

ˇ̌̌̌
sin�x
xp C 1

ˇ̌̌̌
dx ⩾ 1

2

Z nC 5
6

nC 1
6

ˇ̌̌̌
1

xp C 1

ˇ̌̌̌
dx ⩾ 1

2

Z nC 5
6

nC 1
6

1

.nC 1/p
dx

D
1

3.nC 1/p
⩾ 1

3.nC 1/

因此,级数
1X
nD1

janj发散

由于 sin.�x/ D .�1/n sin�.x � n/在 .n; nC 1/上的符号,当 n D 1; 2; � � � 时交错改变.

从而级数

1X
nD1

an 是交错级数.

janj D

Z nC1

n

ˇ̌̌̌
sin�x
xp C 1

ˇ̌̌̌
dx D

Z 1

0

ˇ̌̌̌
sin�.x C n/

.x C n/p C 1

ˇ̌̌̌
dx D

Z 1

0

sin�x
.x C n/p C 1

dx

因此

janC1j D

Z 1

0

sin�x
.x C nC 1/p C 1

dx ⩽
Z 1

0

sin�x
.x C n/p C 1

dx D janj
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由于 janj D

Z 1

0

sin�x
.x C n/p C 1

dx ⩽ 1

np
, lim
n!1

janj D 0

由莱布尼茨判别法,当 p ⩽ 1时,级数
1X
nD1

an 条件收敛

例13.55判定级数
1X
nD1

Z .nC1/�

n�

sin x
x

dx 的敛散性

证明由于

janj D

ˇ̌̌̌
ˇ
Z .nC1/�

n�

sin x
x

dx
ˇ̌̌̌
ˇ D

Z .nC1/�

n�

j sin xj

x
dx

>

Z .nC 5
6 /�

.nC 1
6 /�

j sin xj

x
dx >

Z .nC 5
6 /�

.nC 1
6 /�

1
2

x
dx > 1

2

Z .nC 5
6 /�

.nC 1
6 /�

1

.nC 1/�
dx

D
1

3.nC 1/

因此,由比较判别法知级数
1X
nD1

Z .nC1/�

n�

sin x
x

dx发散

janj D

ˇ̌̌̌
ˇ
Z .nC1/�

n�

sin x
x

dx
ˇ̌̌̌
ˇ tDx�n�

HHHHHHH

Z �

0

ˇ̌̌̌
sin.t C n�/

t C n�

ˇ̌̌̌
dt D

Z �

0

sin t
t C n�

dt

由于 sin.x C n�/ D .�1/n sin.x/在 x 2 .0; �/上的符号,当 n D 1; 2; � � � 时交错改变.

从而级数

1X
nD1

an 是交错级数.

janC1j D

Z �

0

sin t
t C .nC 1/�

dt <
Z �

0

sin t
t C n�

dt D janj

且 janj D

Z �

0

sin t
t C n�

dt < 1

n�
! 0 ; .n ! 1/由莱布尼茨判别法,级数

1X
nD1

Z .nC1/�

n�

sin x
x

dx 收敛

综上，级数

1X
nD1

Z .nC1/�

n�

sin x
x

dx条件收敛

定理 13.13.条件收敛级数的特性, Riemann

~

若级数
1X
nD1

an 条件收敛, 则适当交换各项的次序可使其收敛到任一事先指定的实数; 也可

以使其发散 (发散到C1,或发散到 �1,或部分和 Sn D

nX
kD1

ak 无极限).

例13.56求极限: lim
n!1

nP
iD0

1P
jDiC1

1
j Š

nP
iD0

1P
jDiC1

i
j Š

解 (by西西)

lim
n!1

nP
iD0

1P
jDiC1

1
j Š

nP
iD0

1P
jDiC1

i
j Š

换序
HHHH lim

n!1

1P
jD1

1
j Š

j�1P
iD0

1

1P
jD1

1
j Š

j�1P
iD0

i
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D lim
n!1

1P
jD1

1
.j�1/Š

1P
jD1

j.j�1/
2j Š

D
e

1
2

1P
jD2

1
.j�2/Š

D 2

例13.57求级数:
1X
iDk

1X
jDiC1

C ki
j Š

解 (by西西)利用公式 Cm�1
n�1 C Cmn�1 D Cmn ,可得
i�1X
jDk

C kj D C kk C C kkC1 C � � � C C kj�1

D C kC1
kC1

C C kkC1 C � � � C C kj�1 D � � � D C kC1
j

因此,
1X
iDk

1X
jDiC1

C ki
j Š

D

1X
jDkC1

1

j Š

j�1X
iDk

C ki D

1X
jDkC1

1

j Š
C kC1
j

D
1

.k C 1/Š

1X
jDkC1

1

j � k � 1
D

e

.k C 1/Š



第 14章 函数项级数

14.1 函数项级数的一致收敛

定义 14.1.点态收敛

|

设有 S.x/是定义在 I 上的函数，

Sn.x/ D

nX
kD1

uk.x/ ; x 2 I;

对于每个 x 2 I ,如果 8" > 0; 9N.x; "/ > 0,当 n > N.x; "/,

jSn.x/ � S.x/j < ":

则称 Sn.x/在 I 上点态收敛到 S.x/,记作

lim
n!1

Sn.x/ D

C1X
kD1

uk.x/ D S.x/; x 2 I:

定义 14.2.一致收敛

|

设有 S.x/是定义在 I 上的函数，

Sn.x/ D

nX
kD1

uk.x/ ; x 2 I;

对于每个 x 2 I ,如果 8" > 0; 9N."/ > 0,当 n > N."/, jSn.x/ � S.x/j < ". 则称 Sn.x/在 I

上一致收敛到 S.x/,或称 S.x/为 Sn.x/在 I 上的一致极限. Sn.x/在 I 上一致收敛到 S.x/,

也称级数
nX
kD1

uk.x/一致收敛到 S.x/

定理 14.1.函数项级数一致收敛的 Cauchy准则

~

以下结论等价:

1. 函数项级数
1X
nD1

un.x/在 I 2 R上一致收敛;

2. 8" > 0, 9N D N."/ 2 N,当 m > n > N 时,有
ˇ̌̌̌ mX
kDnC1

uk.x/

ˇ̌̌̌
< " 8x 2 I ;

3. 8" > 0, 9N D N."/ 2 N,当 n > N 时,有ˇ̌̌̌ nCpX
kDnC1

uk.x/

ˇ̌̌̌
< " 8x 2 I ; 9p 2 NI

例14.1讨论级数
1X
nD1

sinnx
n
在 Œ0; 2��中的收敛性质.

解法 1. 取 xn D
�

4n
,则

jS2k.xn/ � Sk.xn/j D

ˇ̌̌̌ sinŒ.nC 1/ �
4n
�

nC 1
C � � � C

sinŒ.2n/ �
4n
�

2n

ˇ̌̌̌
⩾ n �

sin �
4

2n
D

1

2
p
2
:
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由 Cauchy准则知收敛不是一致的.

法 2. 取 xn D
1

2n
,则,

2nX
kDn

sin.kx/
k

ˇ̌̌̌
xD 1

2n

D

2nX
kDn

sin. k
2n
/

k
⩾ sin 1

2

2nX
kDnC1

1

k
! sin 1

2
ln 2 .n ! 1/

由 Cauchy准则知级数
1X
nD1

sinnx
n
不一致收敛.

定理 14.2. M判别法, Weierstrass判别法

~

设级数
1X
nD1

un.x/的一般项 un.x/在区间 I 上满足

jun.x/j ⩽Mn .x 2 I; n D 1; 2; � � � /

且数项级数
1X
nD1

Mn收敛,则级数
1X
nD1

un.x/在区间 I 上一致收敛

例14.2证明级数
sin x
n2

C
sin 22x
n2

C � � � C
sinn2x
n2

C � � �

在 .�1;C1/内一致收敛.

解因为在 .�1;C1/内 ˇ̌̌̌
sinn2x
n2

ˇ̌̌̌
⩽ 1

n2
.n D 1; 2; 3; � � � /;

而
1X
nD1

1

n2
收敛,故由Weierstrass判别法,所给级数在 .�1;C1/内一致收敛.

例14.3证明级数
1X
nD1

x2e�nx 在 Œ0;C1/内一致收敛.

解由于当 x 2 Œ0;C1/时,

enx D 1C nx C
1

2Š
.nx/2 C

1

3Š
.nx/3 C � � � >

1

2Š
.nx/2 D

n2x2

2

故

ˇ̌̌̌
x2

enx

ˇ̌̌̌
<

2

n2
,而级数

1X
nD1

2

n2
收敛,故由魏尔斯特拉斯判别法,原级数在 Œ0;C1/内一致收敛.

例14.4证明级数
1X
nD1

e�nx

nŠ
在 .�10; 10/内一致收敛.

解由于 8x 2 .�10; 10/, ˇ̌̌̌
e�nx

nŠ

ˇ̌̌̌
<
.e10/n

nŠ

而级数
1X
nD1

.e10/n

nŠ
收敛,故由Weierstrass判别法,原级数在 .�10; 10/内一致收敛.

定理 14.3. Dirichlet判别法

如果函数项级数
1X
nD1

an.x/bn.x/满足:

(1) fbn.x/g对于每个固定的 x 2 I 2 R关于 n都是单调的,且在 I 上一致收敛于 0;
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~

(2)
1X
nD1

an.x/的部分和在 I 上一致有界,即ˇ̌̌̌
ˇ
nX
kD1

ak.x/

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽M; 8x 2 I; n D 1; 2; � � �

则
1X
nD1

an.x/bn.x/在 I 上一致收敛

例14.5证明:
1X
nD1

n.�1/n

n2 C x2
在 .�1;C1/上一致收敛.

解令 un.x/ D
n

n2 C x2
. 对 8x 2 .�1;C1/有

un.x/ � unC1.x/ D
n

n2 C x2
�

nC 1

.nC 1/2 C x2
D

n2 C n � x2

.n2 C x2/Œ.nC 1/2 C x2�
:

当 n足够大时, un.x/ � unC1.x/ > 0, fun.x/g单调减且

un.x/ D
n

n2 C x2
<
1

n
! 0

它一致地趋于 0. 而
ˇ̌̌ nX
kD1

.�1/k
ˇ̌̌
⩽ 1一致有界,由 Dirichlet判别法得

1X
nD1

n.�1/n

n2 C x2
D

1X
nD1

.�1/nun.x/

在 .�1;C1/上一致收敛.

定理 14.4. Abel判别法

~

如果函数项级数
1X
nD1

an.x/bn.x/满足:

(1) fbn.x/g对于每个固定的 x 2 I 2 R都是单调的,并且在 I 上一致有界,即ˇ̌
bn.x/

ˇ̌
⩽ B; 8x 2 I; 8n 2 NI

(2) 函数项级数
1X
nD1

an.x/在 I 上一致收敛.

则
1X
nD1

an.x/bn.x/在 I 上一致收敛.

例14.6研究函数项级数
1X
nD1

.�1/n�1x2

.1C x2/n
在 .�1;C1/上一致收敛性.

解因为
1X
nD1

.�1/n�1x2

.1C x2/n
D

1X
nD1

.�1/n�1

n

nx2

.1C x2/n

令 an D
.�1/n�1

n
,则

1X
nD1

an收敛,当然在 x 2 .�1;C1/上一致收敛.

记 bn D
nx2

.1C x2/n
,则对固定的 x 2 .�1;C1/有

bn

bnC1

D
n.1C x2/

nC 1
D
1C x2

1C
1
n

:
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当 n >
1

x2
时, fbn.x/g单调减,且 jbn.x/j D

ˇ̌̌̌
nx2

1C nx2 C � � �

ˇ̌̌̌
⩽ 1,故一致有界.

由 Abel判别法得
1X
nD1

an.x/bn.x/ D

1X
nD1

.�1/n�1x2

.1C x2/n
在 .�1;C1/中一致收敛

例14.7设 b > 0; a1; a2; � � � ; an; � � � 均为常数,级数
1X
nD1

an收敛.

证明: 函数项级数
1X
nD1

an
1

nŠ

Z x

0

tne�t dt 在 Œ0; b�上一致收敛.

解级数
1X
nD1

an收敛蕴含着它在 8x 2 Œ0; b�上一致收敛.

bn.x/ D
1

nŠ

Z x

0

tne�t dt D
1

nŠ

�Z x

0

e�t d t
nC1

nC 1

�
D

tnC1

.nC 1/Š
e�t

ˇ̌̌̌x
0

C
1

.nC 1/Š

Z x

0

tnC1e�t dt

D
xnC1

.nC 1/Š
e�x

C bnC1.x/ > bnC1.x/;

fbn.x/g单调减,且对 8x 2 Œ0; b�; tne�t > 0,故

bn.x/ D
1

nŠ

Z x

0

tne�t dt < 1

nŠ

Z C1

0

tne�t dt D
�.nC 1/

nŠ
D 1

即 fbn.x/g在 Œ0; b�上一致有界.

根据 Abel判别法,
1X
nD1

an
1

nŠ

Z x

0

tne�t dt D

1X
nD1

anbn.x/在 Œ0; b�上一致收敛.

例14.8定义数吧常数 w D

1X
nD1

.�1/n

n .2n � 1/
,计算

1Y
kD1

�
1C

1

2k

�
.

解事实上,
1X
kD1

ln
�
1C

1

2k

�
D

1X
kD1

1X
nD1

.�1/n�1

n � 2nk
D

1X
nD1

.�1/n�1

n

1X
kD1

1

2nk

D

1X
nD1

.�1/n�1

n

1
2n

1 �
1
2n

D

1X
nD1

.�1/n�1

n .2n � 1/
D �w;

因此
1Y
kD1

�
1C

1

2k

�
D e�w :

下面证明级数可以交换次序.由于
mX
kD1

ˇ̌̌̌
ˇ .�1/n�1

n2kn

ˇ̌̌̌
ˇ D

mX
kD1

1

n2kn
D
1

n

mX
kD1

�
1

2n

�k
�
1

n

1
2n

1 �
1
2n

D
1

n .2n � 1/
;

而
1X
nD1

1

n .2n � 1/
收敛.由 Fubini定理可知级数可交换顺序.
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14.1.1 极限函数与和函数的重要性质

定理 14.5.逐项求极限 �和号与极限号可交换

~

设 un.x/在集合 I � R上有定义,若 lim
x!a

un.x/ D cn;8n 2 N. 又函数项级数
1X
nD1

un.x/在

I 上一致收敛,则
1X
nD1

cn收敛,且

lim
x!a

1X
nD1

un.x/ D

1X
nD1

cn D

1X
nD1

lim
x!a

un.x/;

其中 a可为 aC; a�;C1;�1;1

证明 先证明

1X
nD1

cn 收敛.

由于

1X
nD1

un.x/在 I 上一致收敛,故 8" > 0,根据函数项级数一致收敛的 Cauchy收敛准则, 9n 2 N,当 n > N

时,有 ˇ̌̌̌ nCpX
kDnC1

uk.x/

ˇ̌̌̌
<
"

6
; 8p 2 NI

令 p ! C1得到

ˇ̌̌̌ 1X
kDnC1

ck

ˇ̌̌̌
⩽ "

6
. 由 x ! a得到

ˇ̌̌̌ nCpX
kDnC1

uk.x/

ˇ̌̌̌
⩽ "

6
:

再由数项级数的 Cauchy收敛原理,级数
1X
nD1

cn 收敛.

对上述的 " > 0及 N 2 N; n > N ,有

ˇ̌̌̌ nX
kD1

ck �

1X
kD1

ck

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌ 1X
kDnC1

ck

ˇ̌̌̌
D lim
p!C1

ˇ̌̌̌ nCpX
kDnC1

ck

ˇ̌̌̌
⩽ "

6
:

设 a 2 R,因为 lim
x!a

uk.x/ D cn,故 9ı > 0,当 0 < jx � aj < ı时,有

ˇ̌̌̌NC1X
kD1

uk.x/ �

NC1X
kD1

ck.x/

ˇ̌̌̌
<
"

3
:

于是,当 0 < jx � aj < ı时,有

ˇ̌̌̌ 1X
nD1

un.x/ �

1X
nD1

cn.x/

ˇ̌̌̌
⩽
ˇ̌̌̌ 1X
nD1

un.x/ �

NC1X
nD1

un.x/

ˇ̌̌̌

C

ˇ̌̌̌NC1X
nD1

un.x/ �

NC1X
nD1

cn

ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌NC1X
nD1

cn �

1X
nD1

cn

ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌ 1X
nDNC2

un.x/

ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌NC1X
nD1

un.x/ �

NC1X
nD1

cn

ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌ 1X
nDNC2

cn

ˇ̌̌̌
<
"

6
C
"

3
C
"

6
< ":
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这就证明了 lim
x!1

1X
nD1

un.x/ D

1X
nD1

cn D

1X
nD1

lim
n!1

lim
x!1

un.x/.

例14.9利用
1X
nD1

1

n2
D
�2

6
. 证明: lim

x!1

1X
nD1

xn.1 � x/

n.1 � x2n/
D
�2

12

解对 8x 2 .0; 1/ D E,有

un.x/ D
xn.1 � x/

n.1 � x2n/
D

xn

n.1C x C � � � C x2n�1/

⩽ xn

n.1C x C � � � C xn/
⩽ xn

n � nxn
D

1

n2
:

而
1X
nD1

1

n2
收敛,由Weierstrass定理得

1X
nD1

xn.1 � x/

n.1 � x2n/
在 E D .0; 1/上一致收敛. 又

lim
x!1

un.x/ D lim
x!1

xn.1 � x/

n.1 � x2n/
D lim
x!1

xn

n.1C x C � � � C x2n�1/
D

1

2n2
D cn;

因此,

lim
x!1

1X
nD1

xn.1 � x/

n.1 � x2n/
D

1X
nD1

cn D

1X
nD1

1

2n2
D
�2

12

例14.10 (AMM)求
Z 1

0

1

x
dx
Z x

0

cos.x � y/ � cos x
y

dy.

解令 f .x; y/ D
cos.x � y/ � cos x

y
.对 x > 0,我们有Z x

0

f .x; y/ dy D

Z 1

0

cos.1 � t /x � cos x
y

dt D x

Z 1

0

1

t

Z 1

1�t

sinux dudt:

因而对 R > 0, Z R

0

1

x

Z x

0

f .x; y/ dy dx D

Z R

0

Z 1

0

1

t

Z 1

1�t

sinux dudt dx:

而 j sinuxj ⩽ 1,该三重积分是绝对收敛的.由 Fubini定理可知积分能交换次序Z R

0

1

x

Z x

0

f .x; y/ dy dx D

Z 1

0

Z 1

1�t

1

t

Z R

0

sinux dx dudt

D

Z 1

0

1 � cosRu
u

Z 1

1�u

1

t
dt du

D �

Z 1

0

ln.1 � u/

u
duC

Z 1

0

ln.1 � u/

u
cosRu du:

我们知 j ln.1 � u/=uj 2 L1.Œ0; 1�/,由 Riemann-Lebesgue引理可知

lim
R!1

Z 1

0

ln.1 � u/

u
cosRudu D 0:

由于
1X
nD1

tn�1

n
一致收敛,故可逐项积分.因此我们有

lim
R!1

Z R

0

1

x

Z x

0

f .x; y/ dy dx D �

Z 1

0

ln.1 � u/

u
du

D

Z 1

0

1X
nD1

tn�1

n
dt D

1X
nD1

1

n2
D
�2

6
:
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定理 14.6.狄尼 (Dini)定理

~

1. 8x 2 Œa; b�,级数
1X
nD1

un.x/收敛于 S.x/,且 S.x/在 Œa; b�上连续,

2. 8n 2 NC, un.x/在 Œa; b�上连续,
3. 8x 2 Œa; b�, fun.x/g同号,

则级数
1X
nD1

un.x/在 Œa; b�上一致收敛于 S.x/.

例14.11设 S.x/ D

1X
nD0

xn

3n
cosn�x2,计算 lim

x!1
S.x/

解在含 1的区间 Œ�2; 2�上考察这个函数项级数. 由于ˇ̌̌̌
xn

3n
cosn�x2

ˇ̌̌̌
⩽
�2
3

�n
及

1X
nD1

�2
3

�n
收敛,根据Weierstrass判别法知原级数在 Œ�2; 2�上一致收敛, S.x/是 Œ�2; 2�上的连

续函数. 于是

lim
x!1

S.x/ D S.1/ D

1X
nD0

cosn�
3n

D

1X
nD0

�
�
1

3

�n
D

1X
nD0

.�1/n

3n
D
3

4

例14.12
证明: (1)函数列

�
1C

x

n

�n
.n D 1; 2; � � � /在 Œ0; 1�上一致收敛于 ex ;

(2)函数列
1

e
x
n C

�
1C

x
n

�n 在 Œ0; 1�上一致收敛于
1

1C ex
;

(3) lim
n!1

Z 1

0

dx
e

x
n C

�
1C

x
n

�n D 1C ln 2

1C e

解

(1) 法 1. 8x 2 Œ0; 1�, gn.x/ D

�
1C

x

n

�n
.n D 1; 2; � � � /非负连续,且 lim

n!1
gn.x/ D ex 收敛,根据

Dini定理, gn.x/在 Œ0; 1�上一致收敛于 ex

法 2. 令 un.x/ D

�
1C

x

n

�n
� ex ,则

dun.x/
dx

D

�
1C

x

n

�n�1

� ex < 0;

故 fun.x/g关于 x 2 Œ0; 1�单调减,因而

0 ⩾
�
1C

x

n

�n
� ex D un.x/ ⩾ un.1/ D

�
1C

1

n

�n
� e ! 0

故在 Œ0; 1�上,
�
1C

x

n

�n
⇒ ex

(2) 对 8x 2 Œ0; 1�,有

lim
n!1

fn.x/ D lim
n!1

1

e
x
n C

�
1C

x
n

�n D
1

1C ex
:

而即在 Œ0; 1�上一致收敛于 1; e
x
n C

�
1C

x

n

�n
> 1,所以

ˇ̌̌̌
fn.x/ �

1

1C ex

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌
1C ex � e

x
n �

�
1C

x
n

�n ˇ̌̌
.1C ex/

�
e

x
n C

�
1C

x
n

�n�
<
ˇ̌̌
e

x
n C

�
1C

x

n

�n ˇ̌̌
C
ˇ̌
e

x
n � 1

ˇ̌
⩽ ex �

�
1C

x

n

�n
C e

1
n � 1

⇒ 0 .n ! 1/
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所以 fn.x/在 Œ0; 1�上一致收敛于
1

1C ex
.

(3) 由于 fn.x/在 Œ0; 1�上连续,由 (2)的结论知可在积分号下求极限,故有

lim
n!1

Z 1

0

dx
e

x
n C

�
1C

x
n

�n D

Z 1

0

 
lim
n!1

1

e
x
n C

�
1C

x
n

�n
!

dx D

Z 1

0

1

1C ex
dx

D

Z 1

0

�
1 �

ex

1C ex

�
dx D

h
1 � ln.1C ex/

i1
0

D 1C ln 2

1C e

例14.13证明:
1X
nD1

1

n2
D
�2

6

证明 考虑三角级数

1X
nD1

cosnx
n2

. 显然该级数在 .0; 2�/上内闭一致收敛,因而在 .0; 2�/上,确有

� 1X
nD1

cosnx
n2

�0

D �

1X
nD1

sinnx
n

:

因此

1X
nD1

cosnx
n2

�

1X
nD1

1

n2
D �

Z x

0

1X
nD1

sinnt
n

dt

D �

Z x

0

� � t

2
dt D �

�

2
x C

x2

4
; 8x 2 Œ0; 2�� (14.1)

对 (14.1)式在 Œ0; 2��上积分就得到

1X
nD1

1

n2
D

1

2�

Z 2�

0

�
�

2
x �

x2

4

�
dx D

�2

6

例14.14求极限 lim
x!0C

1X
nD1

3nx2

1C n3x3

解 (by ytdwdw)对于 n ⩾ 1; y > 0; t 2 Œn � 1; n�成立ˇ̌̌̌
ny

n3 C y3
�

ty

t3 C y3

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌ Z n

t

y.y3 � 2s3/

.s3 C y3/2
ds
ˇ̌̌̌
⩽ 2y

t3 C y3
:

从而 ˇ̌̌̌ 1X
nD1

ny

nt3 C y3
�

Z C1

0

ty

t3 C y3
dt
ˇ̌̌̌
⩽

1X
nD1

Z n

n�1

ˇ̌̌̌
ny

nt3 C y3
�

ty

t3 C y3

ˇ̌̌̌
dt

⩽
Z C1

0

2y

t3 C y3
dt D

2

y

Z C1

0

1

t3 C 1
dt:

于是

lim
x!0C

1X
nD1

3nx2

1C n3x3
D lim
y!C1

1X
nD1

3ny

n3 C n3y3

⩾ lim
y!C1

Z C1

0

3ty

t3 C y3
dt D

Z C1

0

3t

t3 C 1
dt

D

Z 1

0

s� 1
3 .1 � s/�

2
3 ds D �

�1
3

�
�
�2
3

�
D

�

sin �
3

D
2
p
3�

3



14.2 幂级数 –507/572–

14.2 幂级数

例14.15求
1X
nD1

xn

n.nC 1/
的和函数

证明 易得

1X
nD1

xn

n.nC 1/
的收敛域为 Œ�1; 1�.

1. 当 x D 0时, S.0/ D 0;
2. 当 x D 1时, S.1/ D 1;
3. 当 jxj < 1,且 x ¤ 0时,

1X
nD1

xn

n.nC 1/
D

1X
nD1

xn

n
�
1

x

1X
nD1

xnC1

nC 1

D

Z x

0

 
1X
nD1

xn

n

!0

dx �
1

x

Z x

0

 
1X
nD1

xnC1

nC 1

!0

dx

D

Z x

0

 
1X
nD1

xn�1

!
dx �

1

x

Z x

0

 
1X
nD1

xn

!
dx

D

Z x

0

1

1 � x
dx �

1

x

Z x

0

�
1

1 � x
� 1

�
dx

D
x C ln.1 � x/ � x ln.1 � x/

x

因此,和函数为

S.x/ D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
0; x D 0

1; x D 1

x C ln.1 � x/ � x ln.1 � x/

x
: �1 ⩽ x < 1;且x ¤ 0

�
注意和函数无定义的点需要讨论.
例14.16将 f .x/ D

1

.1 � x/2
展开成 x的幂级数

证明

f .x/ D

�
1

1 � x

�0

D

 
1X
nD0

xn

!0

D

1X
nD0

�
xn
�0

D

1X
nD0

nxn�1 ; x 2 .�1; 1/

例14.17求
1X
nD1

nxn的和函数

证明

1X
nD1

nxn D x

1X
nD1

nxn�1
D x

1X
nD1

.xn/0

D x

 
1X
nD1

xn

!0

D x

�
1

1 � x
� 1

�0

D
x

.1 � x/2

例14.18求
1X
nD1

n2xn的和函数

证明方法 1

1X
nD1

n2xn D x

1X
nD1

n.xn/0
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D x

 
1X
nD1

nxn

!0

D x

 
x

1X
nD1

.xn/0

!0

D x

�
x

�
1

1 � x
� 1

�0�0

D x

 
.1 � x/2 C 2x.1 � x/

.1 � x/4

!
x 2 .�1; 1/

方法 2

1X
nD1

n2xn D

1X
nD1

�
n.n � 1/C n

�
xn D

1X
nD1

n.n � 1/xn C

1X
nD1

nxn

D x2
1X
nD1

�
xn
�00

C x

1X
nD1

�
xn
�0

D x2

 
1X
nD1

xn

!00

C x

 
1X
nD1

xn

!0

D x2
�

1

1 � x
� 1

�00

C x

�
1

1 � x
� 1

�0

例14.19求
1X
nD1

1

2n � 1
xn的和函数

证明 易得
1X
nD1

1

2n � 1
xn D

x
1
2

2

1X
nD1

1

n �
1
2

xn� 1
2

令 S.x/ D

1X
nD1

1

n �
1
2

xn� 1
2 注意到 S.0/ D 0

S.x/ D

1X
nD1

Z x

0
tn� 3

2 dt D

Z x

0

 
1X
nD1

tn� 3
2

!
dt

D

Z x

0
t�

3
2 �

x

1 � x
dt D ln 1C

p
x

1 �
p
x

因此
1X
nD1

1

2n � 1
xn D

p
x

2
ln 1C

p
x

1 �
p
x
; x 2 Œ�1; 1/

� 练习 14.1求
1X
nD1

xnC1

.1 � xn/ .1 � xnC1/
的和函数.

解注意到 �
1 �

1

x

� 1X
nD1

xnC1

.1 � xn/ .1 � xnC1/

D

1X
nD1

xnC1

.1 � xn/ .1 � xnC1/
�

1X
nD1

xn

.1 � xn/ .1 � xnC1/

D

1X
nD1

xnC1 � xn

.1 � xn/ .1 � xnC1/
D

1X
nD1

�
1

1 � xnC1
�

1

1 � xn

�

D lim
n!1

1

1 � xnC1
�

1

1 � x
D

8̂<̂
:

1

x � 1
; jxj > 1

x

x � 1
; jxj < 1

:



14.2 幂级数 –509/572–

因此

1X
nD1

xnC1

.1 � xn/ .1 � xnC1/
D

8̂̂<̂
:̂

x

.x � 1/2
; jxj > 1

x2

.x � 1/2
; jxj < 1

:

例14.20求
1X
nD1

Œ.n � 1/Š�2

.2n/Š
.2x/2n 的和函数.

解在 jxj < 1上对 S.x/逐项求导,知

S 0.x/ D 2

1X
nD1

Œ.n � 1/Š�2

.2n � 1/Š
.2x/2n�1

S 00.x/ D 4

1X
nD1

Œ.n � 1/Š�2

.2n � 2/Š
.2x/2n�2

由此可得

.1 � x2/S 00.x/ � xS 0.x/ D 4

在两端乘以 .1 � x2/�1=2,我们有 �p
1 � x2S 0.x/

�0
D

4
p
1 � x2

;

故

S.x/ D
4 arcsin x
p
1 � x2

C
1

p
1 � x2

; jxj < 1:

例14.21求 1C

1X
nD1

.2n � 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ
xn 的和函数

证明 用Wallis公式容易确定收敛域为 Œ�1; 1/。设和函数为 S.x/,并在 .�1; 1/中试用逐项求导，得到

S 0.x/ D

1X
nD1

.2n � 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ
� nxn�1

D
1

2

 
1C

1X
nD1

.2nC 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ
xn

!

D
1

2

 
1C

1X
nD1

.2n � 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ
� .2nC 1/xn

!
D
1

2
S.x/C xS 0.x/

因此 S.x/在 .�1; 1/中满足微分方程

.1 � x/S 0.x/ D
1

2
S.x/

这时可以看出在区间 .�1; 1/上成立恒等式:

�p
1 � xS.x/

�0
D

1
p
1 � x

�
.1 � x/S 0.x/ �

1

2
S.x/

�
� 0

因此
p
1 � xS.x/在 .�1; 1/上为常值函数，再利用 S.0/ D 1，就得到

S.x/ D
1

p
1 � x

; �1 < x < 1 (14.2)

从Abel第二定理知道 S.x/于 Œ�1; 1/上连续，而上式右边的表达式也是如此，因此 .14:2/对 x D �1也成立

例14.22级数
� 1X
nD1

xn
�3
中 x20的系数为 .

解首先
1X
nD1

xn D

1X
nD0

xn � 1 D
1

1 � x
� 1 D

x

1 � x
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故 � 1X
nD1

xn
�3

D

� x

1 � x

�3
D x3.1 � x/�3

我们知道

.1C x/˛ D 1C

1X
nD1

˛.˛ � 1/ � � � .˛ � nC 1/

nŠ
xn; x 2 .�1; 1/

故 .1 � x/�3中 x17的系数为

.�1/17
.�3/.�3 � 1/ � � � .�3 � 17C 1/

17Š
D 171

于是我们就得到

� 1X
nD1

xn
�3
中 x20的系数为 171

例14.23 (18数学 3)已知 cos 2x �
1

.1C x/2
D

1X
nD0

anx
n,求 fang

解 (by向禹)首先
�
1

2
sin 2x C

1

1C x

�0

D cos 2x �
1

.1C x/2
. 而

sin 2x D

1X
nD0

.�1/n

.2nC 1/Š
.2x/2nC1 ;

1

1C x
D

1X
nD0

.�1/nxn

求导得

cos 2x �
1

.1C x/2
D

1X
nD0

.�1/n

.2n/Š
4nx2n C

1X
nD0

.�1/nC1.nC 1/xn

比较系数可得

an D

8̂<̂
:
2k C 2; n D 2k C 1

.�4/k

.2k/Š
� .2k C 1/; n D 2k

.k 2 N/

例14.24求幂级数
1X
nD0

x4n

.4n/Š
的和函数

解因为

y D

1X
nD0

x4n

.4n/Š
D 1C

x4

4Š
C
x8

8Š
C
x12

12Š
C � � �

y0
D

1X
nD1

x4n�1

.4n � 1/Š
D
x3

3Š
C
x7

7Š
C
x11

11Š
C � � �

y00
D

1X
nD1

x4n�2

.4n � 2/Š
D
x2

2Š
C
x6

6Š
C
x10

10Š
C � � �

y000
D

1X
nD1

x4n�3

.4n � 3/Š
D
x

1Š
C
x5

5Š
C
x9

9Š
C � � �

以上四式相加得:

y C y0
C y00

C y000
D

1X
nD0

xn

nŠ
D ex

解此微分方程可求得通解

y D C1 sin x C C2 cos x C C3e
�x

C
ex

4
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故

y0
D C1 cos x � C2 sin x � C3e

�x
C
ex

4

y00
D �C1 sin x C C2 sin x C C3e

�x
C
ex

4

易得 y.0/ D 1; y0.0/ D 0; y00.0/ D 0带入以上式子解得

C1 D 0; C2 D
1

2
; C3 D

1

4

所求幂级数的和函数为

y D
1

2
cos x C

ex C e�x

4

� 练习 14.2已知 a1 D 3, a2 D 5,当 n ⩾ 3时 an D an�2 C an�1.

试求级数

1X
nD1

anx
n 的收敛半径与和函数

解记 S.x/ D

1X
nD1

anx
n,则 lim

n!1

nX
iD1

ai D lim
n!1

S.1/,考虑比值审敛法

lim
n!1

ˇ̌̌̌
anC1x

nC1

anxn

ˇ̌̌̌
D lim
n!1

anC1

an
jxj < 1

法 1(夹逼准则)令 bn D
anC1

an
,则

bn D 1C
1

bn�1

() bnbn�1 D bn�1 C 1

设 fbng极限存在并记 lim
n!1

bn D A,则

A D 1C
1

A
H) A D

p
5C 1

2
或 A D

1 �
p
5

2
(舍去)

现证明 lim
n!1

bn D

p
5C 1

2

0 <

ˇ̌̌̌
ˇbn �

p
5C 1

2

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ1C

1

bn�1

�

p
5C 1

2

ˇ̌̌̌
ˇ D

1

2bn

ˇ̌̌
2bn�1 �

p
5
ˇ̌̌

<
1

2

ˇ̌̌
2bn�1 �

p
5
ˇ̌̌
<
1

22

ˇ̌̌
2bn�2 �

p
5
ˇ̌̌

< � � � <
1

2n�1

ˇ̌̌
2b1 �

p
5
ˇ̌̌

! 0 .n ! 1/

这就证明了 lim
n!1

bn D

p
5C 1

2
,于是可得 S.x/的收敛半径为 R D

p
5 � 1

2

法 2(压缩映像原理)令 bn D
anC1

an
,则

bn D 1C
1

bn�1

() bnbn�1 D bn�1 C 1

jbnC1 � bnj D

ˇ̌̌̌�
1C

1

bn

�
�

�
1C

1

bn�1

�ˇ̌̌̌
D

jbn � bn�1j

bnbn�1

D
jbn � bn�1j

bn�1 C 1
<
1

2
jbn � bn�1j

因此,由压缩映像原理知 fbng极限存在并记 lim
n!1

bn D A,则

A D 1C
1

A
H) A D

p
5C 1

2
或 A D

1 �
p
5

2
(舍去)

于是可得 S.x/的收敛半径为 R D

p
5 � 1

2
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法 3(级数收敛的必要条件)为证明数列
�
an

anC1

�
收敛,考察

ˇ̌̌̌
anC1

anC2

�
an

anC1

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
ˇa2nC1 � anC2an

anC1anC2

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇa2nC1 � .anC1 C an/an

anC1anC2

ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
a2n � anC1.anC1 � an/

anC1anC2

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
a2n � anC1an�1

anC1anC2

ˇ̌̌̌
D � � � D

ˇ̌̌̌
a22 � a3a1

anC1anC2

ˇ̌̌̌
D

由数列定义知,当 n ⩾ 1时, an ⩾ n � 1,所以级数
1X
nD1

1

anC1anC2

是收敛的,

从而级数
a1

a2
C

1X
nD1

�
anC1

anC2

�
an

anC1

�
绝对收敛,而后者的前 n项和恰好为

an

anC1

.

故无穷级数收敛定义知数列

�
an

anC1

�
收敛,设其收敛于数 R,

则将关系式 an D an�2 C an�1 两边同除以 an得

1 D
an�2

an
C
an�1

an
D
an�2

an�1

an�1

an
C
an�1

an

两边取极限 .n ! 1/,有 1 D R2 CR. 解此方程 R D

p
5 � 1

2
(负根舍去).

于是可得 S.x/的收敛半径为 R D

p
5 � 1

2
法 4(特征根) an D an�2 C an�1特征方程为

�2 � � � 1 D 0

有特征根 �1 D
1 �

p
5

2
; �2 D

1C
p
5

2
所求通解为

an D C1

 
1 �

p
5

2

!n
C C2

 
1C

p
5

2

!n
其中 C1，C2为任意常数,由已知 a1 D 3, a2 D 5得

an D
5 � 2

p
5

5

 
1 �

p
5

2

!n
C
5C 2

p
5

5

 
1C

p
5

2

!n
故

lim
n!1

an

anC1

D

p
5 � 1

2

于是可得 S.x/的收敛半径为 R D

p
5 � 1

2

an D an�2 C an�1 H)

1X
nD3

anx
n

D

1X
nD3

an�2x
n

C

1X
nD3

an�1x
n

从而 �
S.x/ � a1x � a2x

2
�

D
�
x2S.x/

�
C
�
x.S.x/ � a1x/

�
H) .1 � x � x2/S.x/ D a1x C .a2 � a1/x

2

解得和函数

S.x/ D
a1x C .a2 � a1/x

2

1 � x � x2
D

3x C 2x2

1 � x � x2
; jxj <

p
5 � 1

2

例14.25已知 un 满足 u0
n.x/ D un.x/C xn�1ex (n为正整数)，且 un.1/ D

e

n
，
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求函数项级数

1X
nD1

un.x/之和.

解先解一阶常系数微分方程，求出 un.x/的表达式，然后再求
1X
nD1

un.x/的和.

由已知条件可知 u0
n.x/ D un.x/C xn�1ex 是关于 un.x/的一个一阶常系数线性微分方程，故其通

解为

un.x/ D e
R

dx
�Z

xn�1exe�
R

dx dx C C

�
D ex

�
xn

n
C C

�
由条件 un.1/ D

e

n
,得 c D 0,故 un.x/ D

xnex

n
,从而

1X
nD1

un.x/ D

1X
nD1

xnex

n
D ex

1X
nD1

xn

n

s.x/ D

1X
nD1

xn

n
，其收敛域为 Œ−1; 1/，当 x 2 .−1; 1/时，有

s0.x/ D

1X
nD1

xn�1
D

1

1 � x

故

s.x/ D

Z x

0

s0.x/dx D

Z x

0

1

1 � x
dx D � ln.1 � x/

当 x D −1时，
1X
nD1

un.x/ D �e�1 ln 2

于是，当 −1 ⩽ x < 1时，有
1X
nD1

un.x/ D �ex ln.1 � x/

� 练习 14.3设
1X
nD1

1

an
为发散的正项级数, x > 0,求

1X
nD1

a1a2 � � � an

.a2 C x/ � � � .anC1 C x/
的和函数.

解首先,
1X
nD1

a1a2 � � � an

.a2 C x/ � � � .anC1 C x/

D
a1

a2 C x
C
1

x

1X
nD2

�
a1a2 � � � an

.a2 C x/ � � � .an C x/
�

a1a2 � � � anC1

.a2 C x/ � � � .anC1 C x/

�
D

a1

a2 C x
C
1

x

�
a1a2

a2 C x
� lim
n!1

a1a2 � � � anC1

.a2 C x/ � � � .anC1 C x/

�
:

当 n足够大时,
1C

x

anC1

� ex=anC1 :

因此

�
1C

x

a2

�
� � �

�
1C

x

anC1

�
与 exp

(
x

1X
nD1

1

an

)
具有相同的收敛性,均发散,故

lim
n!1

a1a2 � � � anC1

.a2 C x/ � � � .anC1 C x/
D lim
n!1

a1�
1C

x
a2

�
� � �

�
1C

x
anC1

� D 0:

从而
1X
nD1

a1a2 � � � an

.a2 C x/ � � � .anC1 C x/
D

a1

a2 C x
C

a1a2

x .a2 C x/
D
a1

x
:
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例14.26求极限 lim
t!1�

.1 � t/

1X
nD1

tn

1C tn
傲娇小魔王

解

lim
t!1�

.1 � t/

1X
nD1

tn

1C tn
D lim
t!1�

.1 � t /

1X
nD1

1X
kD0

tn.�1/ktnk

D lim
t!1�

1X
kD0

.�1/ktkC1.1 � t/

1 � tkC1

D lim
t!1�

1X
kD0

.�1/ktkC1

1C t C t2 C � � � C tk

D lim
t!1�

1X
kD0

.�1/ktkC1

1C k

D lim
t!1�

ln.1C t / D ln 2

例14.27若函数 f .x/在 Œ0;C1/上正值单调减少,且 lim
x!C1

f .x/ D 0,

则

Z C1

0

f .x/dx与极限 lim
h!0C

h

1X
nD0

f .nh/同时收敛,且

Z C1

0

f .x/dx D lim
h!0C

h

1X
nD0

f .nh/:

解由 f .x/在 Œ0;C1/上正值单调减少,有Z C1

0

f .x/dx D

1X
nD0

Z .nC1/h

nh

f .x/ dx ⩽ h

1X
nD0

f .nh/

和 Z C1

0

f .x/dx D

1X
nD0

Z .nC1/h

nh

f .x/dx ⩾ h

1X
nD0

f ..nC 1/h/

D h

1X
nD1

f .nh/ D h

1X
nD0

f .nh/ � hf .0/:

于是,

h

1X
nD0

f .nh/ � hf .0/ ⩽
Z C1

0

f .x/ dx ⩽ h

1X
nD0

f .nh/

显然,
Z C1

0

f .x/ dx 与极限 lim
h!0C

h

1X
nD0

f .nh/同时收敛,且ˇ̌̌̌
ˇ
Z C1

0

f .x/ dx � h

1X
nD0

f .nh/

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽ hf .0/

上式中,令 h ! 0C 就得到所要证明的等式

� 练习 14.4证明
1X
nD1

.n � 1/Š

n.x C 1/.x C 2/ � � � .x C n/
D

1X
kD1

1

.x C k/2

证明 我们知道 Gamma函数有
�.x C 1/ D x�.x/

H) �.x C nC 1/ D .x C n/.x C n � 1/ � � � .x C 1/�.x C 1/
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这样
.n � 1/Š

n.x C 1/.x C 2/ � � � .x C n/
D

�.x C 1/�.n/

n�.x C nC 1/
D
B.x C 1; n/

n

于是

1X
nD1

B.x C 1; n/

n
D

1X
kD1

1

n

Z 1

0
tn�1.1 � t/x dt D

Z 1

0

 
1X
nD1

tn�1

n

!
.1 � t/x dt

D

Z 1

0

�
�

ln.1 � t/

t

�
.1 � t/x dt zD1�t

HHHHHH

Z 1

0

�
�

ln z
1 � z

�
zxdz

D

Z 1

0
.�1/

1X
kD1

zxCk�1 ln zdz D

1X
kD1

.�1/

Z 1

0
zxCk�1 ln zdz

zDe�u

HHHHHH

1X
kD1

Z 1

0
ue�u.xCk/ du

yDu.xCk/
HHHHHHHHH

1X
kD1

Z 1

0

1

.x C k/2
ye�y dy D

1X
kD1

1

.x C k/2

定理 14.7. Tauber

~

设幂级数
C1X
nD0

anx
n 的收敛半径为 1,且 lim

x!1�

C1X
nD0

anx
n

D A 2 R.

如果 an D o

�
1

n

�
.n ! 1/,那么

C1X
nD0

an D

C1X
nD0

an � 1n D A.

证明 由假设 lim
n!1

nan D 0. 令 ın D sup
k⩾n

fjkanjg,则 lim
n!1

ın D 0.

S.x/ D

C1X
nD0

anx
n .0 ⩽ x ⩽ 1/

NX
nD0

an � A D

NX
nD0

an � S.x/C S.x/ � A

D

NX
nD0

an.1 � xn/ �

C1X
nDNC1

anx
n

C S.x/ � A

D I1.x/C I2.x/C I3.x/

当 x 2 Œ0; 1/,

jI1.x/j ⩽ .1 � x/

C1X
nD0

janj.1C x C � � � C xn�1/

I2.x/ ⩽
C1X

nDNC1

jnanj
1

n
xn ⩽ ın

N

C1X
nDNC1

xn ⩽ ın

N.1 � x/

jI3.x/j D jS.x/ � Aj. 8 " > 0,存在 N ,使得
p
ıN ⩽ "

3.1C ı1/
. 取 xN D 1 �

p
ıN

N

I1.xN / ⩽ .1 � xN /Nı1 D ı1
p
ıN ⩽ "

3

I2.xN / ⩽ .1 � xN /Nı1 D
ıN

N.1 � xN /
⩽ "

3
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lim
N!1

xN D lim
N!1

 
1 �

p
ıN

N

!
D 1

从而存在 N0,当 N > N0, jI3.xN /j D jS.xN / � Aj ⩽ "

3
.

ˇ̌̌̌
ˇ̌ NX
nD0

an � A

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D

ˇ̌
I1.x/C I2.x/C I3.x/

ˇ̌
⩽ "

因此

C1X
nD0

an D A

14.2.1 函数展开成幂级数

例14.28 (Ramanujan)解方程组 8̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

x1 C x2 D 8;

x1y1 C x2y2 D �11;

x1y
2
1 C x2y

2
2 D 17;

x1y
3
2 C x2y

3
2 D �29:

解设

f .t/ D
x1

1 � ty1
C

x2

1 � ty2

其中 t 为参数,那么

f .t/ D

1X
nD0

.x1y
n
1 C x2y

n
2 /t

n
D 8 � 11t C 17t2 � 29t3 C � � �

另一方面, f .t/可以表示为
A0 C A1t

1C B1t C B2t2
的形式. 由

A0 C A1t

1C B1t C B2t2
D 8 � 11t C 17t2 � 29t3 C � � �

可知, A0 D 8;A1 D 8B1 � 11;�11B1 C 8B2 D �17; 17B1 � 11B2 D 29,解得

A0 D 8; A1 D 13; B1 D 3; B2 D 2;

因而

f .t/ D
8C 13t

1C 3t C 2t2
D

5

1C t
C

3

1C 2t
;

故原方程的解为

.x1; x2; y1; y2/ D .5; 3;�1;�2/ 或 .x1; x2; y1; y2/ D .3; 5;�2;�1/:

定义 14.3.二重对数函数

|

Li2.x/ D

1X
kD1

xk

k2
D �

Z x

0

ln.1 � x/

x
dx

例14.29证明 Euler公式

Li2.x/C Li2.1 � x/ D
�2

6
� ln x ln.1 � x/; x 2 Œ0; 1�

证明

Li2.x/C Li2.1 � x/ D Li2.0/C Li2.1/C

Z x

0

�
Li2.t/C Li2.1 � t/

�0 dt
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D
�2

6
C

Z x

0

� 1X
nD1

tn�1

n
�

1X
nD1

.1 � t /n�1

n

�
dt

D
�2

6
C

Z x

0

�
�

ln.1 � t/

t
C

ln t
1 � t

�
dt

D
�2

6
�

�
ln t ln.1 � t/

�ˇ̌̌x
0

D
�2

6
� ln x ln.1 � x/

例14.30求证
1X
nD1

1

n22n
D Li2.12 / D

�2

12
�
1

2
ln2 2

解
1X
nD1

1

n22n
D �

Z 1
2

0

ln.1 � x/

x
dx

D

h
ln x ln.1 � x/

i 1
2

0
�

Z 1
2

0

ln x
1 � x

dx

D � ln2 2 �

Z 1
2

0

ln x
1 � x

dx D � ln2 2 �

Z 1

1
2

ln.1 � x/

x
dx

D �
1

2
ln2 2 �

1

2

Z 1

0

ln.1 � x/

x
dx

D �
1

2
ln2 2C

1

2

1X
nD1

1

n2
D
�2

12
�
1

2
ln2 2

� 练习 14.5计算积分: Z 1

0

1

2 � x
ln 1
x

dx

解此题需用到

1C
1

22
C

1

32
C ::: D

�2

6

Z 1

0

1

2 � x
ln 1
x

dx D �

Z 1

0

ln x
2 � x

dx

2�xDt
HHHHHH

Z 1

2

1

t
ln.2 � t /dt

D �

Z 2

1

ln 2
t

dt �

Z 2

1

ln.1 �
t
2
/

t
dt

D �.ln 2/2 C

Z 2

1

2

1X
nD1

.�1/n.� t
2
/n

n
�
1

t
dt

D �.ln 2/2 C

Z 2

1

1

t

1X
nD1

tn

2t � n
dt

D �.ln 2/2 C

1X
nD1

tn

2nn2

ˇ̌̌̌2
1

D �.ln 2/2 C

1X
nD1

1

n2
�

1X
nD1

1

2nn2

D �.ln 2/2 C
�2

6
�

1X
nD1

1

2nn2

D �.ln 2/2 C
�2

6
�

�
�2

12
�
.ln 2/2

2

�
D
�2

12
�
.ln 2/2

2
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� 练习 14.6计算积分: Z 1

0

ln2.1 � x/ ln x
x

dx

解 Z 1

0

ln2.1 � x/ ln x
x

dx D

Z 1

0

ln.1 � x/ ln xdLi2.x/

D

Z 1

0

Li2.x/
ln.1 � x/

x
dx �

Z 1

0

Li2.x/
ln x
1 � x

dx

D �
1

2
Li22.1/ �

Z 1

0

ln x
1 � x

1X
nD1

xn

n2
dx

D �
1

2
Li22.1/C

1X
nD1

1

n2

1X
kDnC1

1

k2

D �
�4

72
C
�4

120
D �

�4

180

14.2.1.1 欧拉数与伯努利数

定义 14.4.欧拉数 En

|

定义:由级数
2et

e2t C 1
D
X
n�0

En
tn

nŠ
所确定的系数 En称为欧拉数.

表 14.1: 常用的几个欧拉数

n 0 1 2 4 6 8 10 � � �

En 1 0 �1 5 �61 1385 �50521 � � �

例14.31计算 sec x的Maclaurin展开式

解由于 sec x是偶函数，可以假定有

sec x D c0 C c2x
2

C c4x
4

C � � � C c2nx
2n

C o.x2nC1/ .x ! 0/

现在令

c2n D .�1/n
E2n

.2n/Š
; n 2 NC ;

写出

sec x D E0 �
E2

2Š
x2 C

E4

4Š
x4 C � � � C .�1/n

E2n

.2n/Š
x2n C o.x2nC1/ .x ! 0/ (14.3)

并将公式 .14:3/和 cos x的Maclaurin展开式一起代入恒等式 cos x sec x D 1中，就可以得到确定

数列 fE2ng的递推公式

E0 D 1 ; E2 CE0 D 1 ; E4 C
4Š

2Š2Š
E2 CE0 D 0 ;

:::

E2n C

�
2n

2

�
E2n�2 C

�
2n

4

�
E2n�4 C � � � CE0 D 0

从而可以得出

E2 D �1 ; E4 D 5 ; E6 D �61 ; E8 D 1385 ; E10 D �50521 ; � � �
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例如，这样就可以写出直到前 6项系数的公式

sec x D 1C
1

2
x2 C

5

24
x4 C

61

720
x6 C

277

8064
x8 C

50521

362880
x10 C o.x11/

称 E2n 为 Euler数。当 n为偶数时，E2n 为正奇数，且除 E0 外，其个位数字都是；当为奇数时，

n为负奇数，其个位数都是 1.

定义 14.5.伯努利数 Bn

|

定义: 由级数
t

et � 1
D

C1X
nD0

Bn
tn

nŠ
所确定的系数 Bn 称为伯努利数，即 Bernoulli 数

或 Bernoulli Numbers

表 14.2: 常用的几个伯努利数

n 0 1 2 4 6 8 10 12 14 � � �

Bn 1 �
1

2

1

6
�
1

30

1

42
�
1

30

5

66
�
691

2730

7

6
� � �

例14.32计算 x cot x的Maclaurin展开式。在 x D 0处的函数值补充定义为 1

解考虑 Euler公式 eix D cos x C i sin x

x cot x D x �
cos x
sin x

D ix �
eix C e�ix

eix � e�ix
D ix C

2ix

e2ix � 1

D ix C B0 C
B1

1Š
2ix C

B2

2Š
.2ix/2 C � � � C

B2n

.2n/Š
.2ix/2n C o.x2n/

D Re
�
ix C B0 C

B1

1Š
2ix C

B2

2Š
.2ix/2 C � � � C

B2n

.2n/Š
.2ix/2n C o.x2n/

�
D 1 �

NB12
2

2Š
x2 �

NB22
4

4Š
x4 C � � � �

NBn2
2n

.2n/Š
x2n C o.x2nC1/ .x ! 0/

写出其前 5项的系数，即有

z cot x D 1 �
1

3
x2 �

1

45
x4 �

2

945
x6 �

1

4725
x8 C o.x9/ .x ! 0/

例14.33计算 tan x的Maclaurin展开式。

解利用恒等式 tan x D cot x � 2 cot 2x ，当 x ! 0时将右边取其极限 0.这样有

tan x D
x cot x � 2x cot 2x

x

D
NB1.2

2 � 1/22

2Š
x �

NB2.2
4 � 1/24

4Š
x3 C � � � �

NBn.2
2n�1/22n

.2n/Š
x2n�1

C o.x2n/ .x ! 0/

写出前 5项的系数，即有

tan x D x C
1

3
x3 C

2

15
x5 C

17

315
x7 C

62

2835
x9 C o.x10/ .x ! 0/

例14.34设 P0 D 1,且 Pn C
Pn�1

1Š
C
Pn�2

2Š
C � � � C

P0

nŠ
D 1. 求 lim

n!1
Pn

解 (by向禹)注意到
1X
nD0

Pnx
n

1X
nD0

xn

nŠ
D

1X
nD0

�
Pn C

Pn�1

1Š
C
Pn�2

2Š
C � � � C

P0

nŠ

�
xn

D

1X
nD0

xn D
1

1 � x
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于是有
1X
nD0

Pnx
n

D
e�x

1 � x
D

1

1 � x

1X
nD0

.�1/n

nŠ
xn D

1X
nD0

 
nX
kD0

.�1/k

kŠ

!
xn

因此

Pn D

nX
kD0

.�1/k

kŠ
! e�1

例14.35证明:
C1X
nD1

1

n2
D
�2

6

证明 函数B.x/ D
x

ex � 1
为伯努力数Bk的生成函数，有B是亚纯，且只在 2�in有极点，利用Mittag-Leffler

定理可以展开为

x

ex � 1
D
X
n2Z

2�in

x � 2�in
D
X
n2Z

�

 
1

1 �
x

2�in

!
:

而注意到后者又可以展开为几何级数相加：

x

ex � 1
D �

X
n2Z

X
k�0

� x

2�in

�k
D
X
k�0

.�1/nC1 2�.2n/

.2�/2n
x2n

是由于在重排级数的同时，奇数项消去了而偶数项留下了，所以我们就得到如下式子：

B2n D .�1/nC1 2�.2n/

.2�/2n

也就是要求计算

B2 D lim
x!0

1

x2

n x

ex � 1
� 1C

x

2

o
D

1

12

那么 �.2/ D �2=6就能得到了。

推论 14.1. �.2k/

~

C1X
nD1

1

n2k
D .�1/kC1 .2�/

2kB2k

2.2k/Š
; .k � 1/

证明 ([18])
x

ex � 1
D

1X
nD0

Bn

nŠ
xn H) x coth x D

1X
nD0

22nB2n

.2n/Š
x2n (14.4)

我们有

ln
� sinh x

x

�
D

1X
nD1

ln
 
x2

n2x2
C 1

!
;

上时两边求导,得

x coth x D 1C 2x2
1X
nD1

1

x2 C n2x2

D 1C 2x2
1X
nD1

1X
mD0

.�1/m

.n�/2

� x
n�

�2m
D 1C 2x2

1X
mD0

1X
nD1

.�1/mx2m

.n�/2mC2

D 1C

1X
mD0

2.�1/m�.2mC 2/

�2mC2
x2mC2
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将上式与 (14.4)对比,可得

�.2k/ D

1X
nD1

1

n2k
D .�1/k�1 .2�/

2kB2k

2.2k/Š
; 8k ⩾ 1

� 练习 14.7求极限
lim
x!1

�
�.x/ �

1

xx � 1

�
解 Built around x D 1, we have

�.x/ D
1

x � 1
C  � 1.x � 1/CO

�
.x � 1/2

�
where appears the Stieltjes constant. On the other hand, starting from

xx D 1C .x � 1/C .x � 1/2 C
1

2
.x � 1/3 CO

�
.x � 1/4

�
1

xx � 1
D

1

x � 1
� 1C

x � 1

2
CO

�
.x � 1/2

�
So,

�.x/ �
1

xx � 1
D .1C / �

�
1 C

1

2

�
.x � 1/CO

�
.x � 1/2

�
and then the result.
Edit
Making the problem more general, it is quite simple to show that

�.x/ �
1

xx
n

� 1
D .nC / �

�
1 C

n2

2

�
.x � 1/CO

�
.x � 1/2

�
定理 14.8. Faulhaber’s formula

~

1k C 2k C � � � C nk D
1

k C 1

kC1X
lD1

C lkC1BkC1�l .nC 1/l

证明 [18]设 t 为实数,考虑函数
xetx

ex � 1
关于 x 的幂级数展开

xetx

ex � 1
D

1X
nD0

Bn.t/

nŠ
xn;

其系数 Bn.t/称为第 n个 Bernoulli多项式. 为了看出 Bn.t/的确是关于 t 的多项式,我们要利用幂级数的乘
积公式. 从等式

1X
nD0

Bn.t/

nŠ
xn D

x

ex � 1
etx D

� 1X
nD0

Bn

nŠ
xn
�� 1X

nD0

tn

nŠ
xn
�

中比较两端 xn 的系数,得

Bn.t/ D

nX
kD1

C kn Bn�k t
k ; n ⩾ 0: (14.5)

因此 Bn.t/是关于 t 的 n次多项式,且 Bn.0/ D Bn. 另一方面,由定义

xetx

ex � 1
D

1X
nD0

Bn.t/

nŠ
xn

xe.tC1/x

ex � 1
D

1X
nD0

Bn.t C 1/

nŠ
xn

两式相减,得
1X
nD0

Bn.t C 1/ � Bn.t/

nŠ
xn D xetx D

1X
nD0

tn

nŠ
xnC1;
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比较等式两边 xkC1 的系数,得

BkC1.t C 1/ � BkC1.t/ D .k C 1/tk ; 8k ⩾ 1; (14.6)

在上式中分别取 t D 1; 2; � � � ; n,再把这些等式相加,得

1k C 2k C � � � C nk D
BkC1.nC 1/ � BkC1.1/

k C 1
:

在 (14.6)中取 t D 0知 BkC1.1/ D BkC1.0/ D BkC1,再利用 (14.5),上式可改写为

1k C 2k C � � � C nk D
1

k C 1

kC1X
lD1

C lkC1BkC1�l .nC 1/l

特别地,当 k D 2时可得

12 C 22 C � � � C n2 D
1

3

�
1

2
.nC 1/ �

3

2
.nC 1/2 C .nC 1/3

�
D
1

6
n.nC 1/.2nC 1/

当 k D 3时可得

13 C 23 C � � � C n3 D
1

4

�
.nC 1/2 � 2.nC 1/3 C .nC 1/4

�
D
1

4
n2.nC 1/2:

14.2.2 欧拉公式

定理 14.9.欧拉 (Euler)公式

~

eix
D cos x C i sin x ()

8̂<̂
:

cos x D
exi C e�xi

2

sin x D
exi � e�xi

2i

例14.36利用欧拉公式将函数 ex cos x展开成 x的幂级数

解由欧拉公式 eix
D cos x C i sin x知: cos x D Re.eix/

故

ex cos x D ex � Re.eix/ D Re.ex � eix/ D Re
�
e.1Ci/x�

因为

e.1Ci/x
D

1X
nD0

1

nŠ
.1C i/nxn D

1X
nD0

hp
2
�
cos �

4
C i sin �

4

�in xn
nŠ

D

1X
nD0

�
cos n�

4
C i sin n�

4

�
2

n
2 �
xn

nŠ
; x 2 .�1;C1/

所以

ex cos x D Re
�
e.1Ci/x�

D

1X
nD0

cos n�
4

� 2
n
2 �
xn

nŠ
; x 2 .�1;C1/

例14.37求定积分 Z �

0

ecos � cos.sin �/d� D �
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解考虑欧拉公式 ei� D cos � C i sin � ,故

ee
i�

D

1X
kD0

eik�

kŠ
D

1X
kD0

cos.k�/
kŠ

C i

1X
kD0

sin.k�/
kŠ

故 Z �

0

ecos � cos.sin �/d� D Re
�Z �

0

ee
i� d�

�
D

Z �

0

1X
kD0

cos.k�/
kŠ

d�

D

Z �

0

d� C

Z �

0

1X
kD1

cos.k�/
kŠ

d�

D � C

1X
kD1

1

kŠ

�
1

k
sin.k�/

��
0

D �

例14.38求证:
1X
nD1

sinnx
n

D
� � x

2
; 8x 2 .0; 2�/

证明 [4]只需要考虑 x 2 .0; 2�/的情况,考虑

1X
nD1

tneinx

n
; t 2 Œ0; 1�:

利用 Dirichlet判别法,不难看到,对于任何 x 2 .0; 2�/上式作为 t 的幂级数,在 Œ0; 1�上都是收敛的. 于是

1X
nD1

sinnx
n

D Im
1X
nD1

einx

n
D Im

Z 1

0

1X
nD1

tn�1einx dt D Im
Z 1

0

eix

1 � teix dt

D

Z 1

0

sin x
.t � cos x/2 C sin2 x

dt D

Z 1�cos x
sin x

� cotx

1

t2 C 1
dt

D arctan 1 � cos x
sin x � arctan.� cot x/

D arctan tan x
2

� arctan tan
�
x �

�

2

�
D
� � x

2
; 8x 2 .0; 2�/

例14.39证明: � ln sin x D ln 2C

1X
nD1

cos 2nx
n

; x 2 .0; 2�/.

证明

1X
nD1

cos.2nx/
n

D

1X
nD1

e2inx C e�2inx

2n

D
1

2

"
1X
nD1

.e2ix/n

n
C

1X
nD1

.e�2ix/n

n

#

D
1

2

�
� ln.1 � e2ix/ � ln.1 � e�2ix/

�
D �

1

2
ln
�
.1 � e2ix/.1 � e2ix/

�
D �

1

2
ln.2 � 2 cos 2x/ D �

1

2
ln.2 � 2.1 � 2 sin2 x//

D �
1

2
ln.4 sin2 x/

D � ln 2 � ln sin x

� 练习 14.8计算
Z �

2

0

x ln sin x dx
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解 Z �
2

0

x ln sin x dx D �

Z �
2

0

x

 
ln 2C

1X
nD1

cos 2nx
n

!
dx

D �
1

�2

��
2

�2
ln 2 �

1X
nD1

1

n

Z �
2

0

x cos 2nx dx

D �
ln 2
8
�2 �

1X
nD1

1

n
�
.�1/n � 1

4n2

D �
ln 2
8
�2 �

1

4

1X
nD1

.�1/n

n3
C
1

4

1X
nD1

1

n3

D �
ln 2
8
�2 �

1

4

�
�
3

4
�.3/

�
C
1

4
�.3/

D �
ln 2
8
�2 C

7

16
�.3/

� 练习 14.9计算积分:
Z �

0

r
tan �

2
ln2 .sin �/ d� .

解 Z �

0

r
tan �

2
ln2 .sin �/ d�

tDtan �
2

HHHHHH

Z 1

0

2
p
t

1C t2
ln2

�
2t

1C t2

�
dt

D

Z 1

0

2
p
1=t

1C t2
ln2

�
2

t C 1=t

�
dt

D

Z 1

0

p
1=t C

p
1=t3

t C 1=t
ln2

�
2

t C 1=t

�
dt

D

Z 1

�1

2

x2 C 2
ln2

�
2

x2 C 2

�
dx

xD
p
2 tanu

HHHHHHHHH 2
p
2

Z �
2

0

ln2
�
cos2 u

�
du

D 8
p
2

Z �
2

0

ln2 sinudu D 8
p
2

Z �
2

0

 
� ln 2 �

1X
kD1

cos .2kx/
k

!2
du

D 8
p
2

 Z �
2

0

ln2 2duC

1X
nD1

1

k

Z �
2

0

1C cos 4kx
2

dx

!

D 4
p
2� ln2 2C 2

p
2�� .2/ D

p
2

3
�3 C 4

p
2 ln2 2:

� 练习 14.10证明:
Z �

2

0

x ln sin x ln cos xdx D
.� ln 2/2

8
�
�4

192

解首先，我们设 A D

Z �
2

0

x ln sin x ln cos xdx,很显然，

A D
�

4

Z �
2

0

ln sin x ln cos xdx

所以，只需要求 B D

Z �
2

0

ln sin x ln cos xdx 由傅里叶级数不难得到

ln .2 cos x
2
/ D

1X
nD1

.�1/n�1 cosnx
n

; �� < x < �
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由 2x替换 x,得到

ln .2 cos x/ D

1X
nD1

.�1/n�1 cos 2nx
n

; �
�

2
< x <

�

2

而另一方面Z �
2

0

cos 2nx ln sin xdx D

Z �
2

0

ln sin xd sin 2nx
2n

D
1

2n
sin 2nx � ln sin xj

�
2

0 �
1

2n

Z �
2

0

cos x � sin 2nx
sin x

dx

D �
1

4n

Z �
2

0

sin .2nC 1/x C sin .2n � 1/x

sin x
dx

D �
�

4n

所以 Z �
2

0

ln 2 cos x � ln sin xdx D

1X
nD1

.�1/n
�

4n2
D B C ln 2 �

Z �
2

0

ln sin xdx

马上看到

B D
�

2
ln2 2 �

1

48
�3 A D

.� ln 2/2

8
�
�4

192

14.2.3 级数的乘法

定理 14.10.柯西乘积

~

设
1X
nD0

anx
n ,

1X
nD0

bnx
n的收敛半径各为 Ra , Rb 则对 jxj < R D minfRa; Rbg有 

1X
nD0

anx
n

!
�

 
1X
nD0

bnx
n

!
D

1X
nD0

� nX
kD0

akbn�k

�
xn

例14.40证明: f .x/ D �
ln.1 � x/

1 � x
的幂级数展开式为

f .x/ D �
ln.1 � x/

1 � x
D

1X
nD1

�
1C

1

2
C
1

3
C � � � C

1

n

�
xn; x 2 .�1; 1/

证明 已知 ln.1� x/ D �

1X
nD0

xnC1

nC 1
在 Œ�1; 1/上收敛,在 .�1; 1/的任何区域内闭区间上绝对收敛,因此应用

级数乘法.

�
ln.1 � x/

1 � x
D �

1X
nD0

xn
�

�

1X
nD0

xnC1

nC 1

�
D x

1X
nD0

xn
� 1X
nD0

xn

nC 1

�
柯西乘积

HHHHHHH x

1X
nD0

nX
kD0

1k �
1

nC 1 � k
xn

D x

1X
nD0

�
1C

1

2
C
1

3
C � � � C

1

nC 1

�
xn

D

1X
nD1

�
1C

1

2
C
1

3
C � � � C

1

n

�
xn

例14.41求 ln2.1C x/在 x D 0点的幂级数展开式

证明 ln.1C x/ D

1X
nD0

.�1/m
xnC1

nC 1
; .jxj < 1/是绝对收敛的级数.
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由于两个绝对收敛的级数可以任意相乘,记 an D
.�1/n

nC 1
,则有

ln2.1C x/ D x2

 
1X
nD0

anx
n

!2
D x2

1X
nD0

Cnx
n

其中

Cn D

nX
kD0

akan�k D .�1/n
nX
kD0

1

.k C 1/.n � k C 1/

D
.�1/n

nC 2

nX
kD0

.k C 1/C .n � k C 1/

.k C 1/.n � k C 1/

D
.�1/n

nC 2

nX
kD0

�
1

k C 1
C

1

n � k C 1

�
D
2.�1/n

nC 2

nX
kD0

1

k C 1

于是有

ln2.1C x/ D x2
1X
nD0

8<:2.�1/nnC 2

nX
kD0

1

k C 1

9=; xn
D 2

1X
nD1

.�1/n�1

nC 1

�
1C

1

2
C � � � C

1

n

�
xnC1 ; x 2 .�1; 1/

例14.42计算
1X
nD1

.�1/n�1 2

nC 1

�
1C

1

2
C � � � C

1

n

�
D ln2 2

解注意到Hn D HnC1 �
1

nC 1
1X
nD1

.�1/n�1 2

nC 1

�
HnC1 �

1

nC 1

�
D

1X
nD1

2.�1/n�1

nC 1
HnC1 �

1X
nD1

2.�1/n�1

.nC 1/2

HnC1 D

Z 1

0

.1C x C � � � C xn/dx D

Z 1

0

1 � xnC1

1 � x
dx

tD1�x
HHHHHH

Z 1

0

1 � .1 � t/nC1

t
dt

D Œ1 � .1 � t /nC1� ln t
ˇ̌̌̌1
0

�

Z 1

0

.nC 1/.1 � t /n ln tdt

D �.nC 1/

Z 1

0

.1 � t /n ln tdt

1X
nD1

2.�1/n�1

nC 1
HnC1 D

1X
nD1

2

Z 1

0

.t � 1/n ln tdt

D 2

Z 1

0

t � 1

2 � t
ln tdt D �2

Z 1

0

ln tdt C 2

Z 1

0

1

2 � t
ln tdt

xD1�t
HHHHHH 2C 2

Z 1

0

ln.1 � x/

1C x

xD 1�z
1Cz

HHHHHH 2C 2

Z 1

0

1

1C z
� ln

�
2z

1C z

�
dz

D 2C ln2 2 � 2

Z 1

0

ln.1C z/

z
dz
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D 2C ln2 2C 2

1X
kD1

.�1/k

k2

于是

I D 2C ln2 2C 2

1X
kD1

.�1/k

k2
� 2

1X
nD1

.�1/n�1

.nC 1/2
D ln2 2

例14.43设 a0 D 1; a1 D
2

3
.

.nC 1/anC1 � .n � 1/an�1 D
2

3
an

证明: lim
n!1

n
2
3 an D

2
1
3

�.1
3
/

解 (by ytdwdw)设 S.x/ D

1X
nD1

nanx
n�1 可得收敛域内 Œ.1 � x2/S.x/�0 D

2

3
S.x/. 解得

S.x/ D
2

3
.1C x/�

2
3 .1 � x/�

4
3 :

利用 Cauchy乘积并比较系数得到,当 n ⩾ 1时,

an D
2

3n�.2
3
/�.4

3
/

X
kCj Dn�1

k;j⩾0

.�1/k
�.k C

2
3
/�.j C

4
3
/

kŠj Š

D
2

�.2
3
/�.1

3
/

X
kCj Dn�1

k;j⩾0

.�1/knC kn�1

Z 1

0

tk� 1
3 .1 � t/jC 1

3 dt

D
2

�.2
3
/�.1

3
/

Z 1

0

.1 � 2t/n�1
3
p
1 � t
3
p
t

dt D
1

�.2
3
/�.1

3
/

Z 1

�1

3
p
1C s

3
p
1 � s

sn�1 ds

D
1

�.2
3
/�.1

3
/

Z 1

0

3
p
2

3
p
1 � s

sn�1 ds C
1

�.2
3
/�.1

3
/

Z 1

0

3
p
1C s �

3
p
2

3
p
1 � s

sn�1 ds

C
1

�.2
3
/�.1

3
/

Z 0

�1

3
p
1C s

3
p
1 � s

sn�1 ds

D Fn CGn CHn

接下来说明 nGn; nHn 有界, n
2
3 an !

2
1
3

�.1
3
/

14.2.4 利用幂级数求级数的和

例14.44证明:
C1X
nD1

1

n2
D
�2

6

证明

�2

6
D
4

3

.arcsin 1/2
2

D
4

3

Z 1

0

arcsin x
p
1 � x2

dx

D
4

3

Z 1

0

x C
P1
nD1

.2n�1/ŠŠ
.2n/ŠŠ

x2nC1

2nC1
p
1 � x2

dx

D
4

3

Z 1

0

x
p
1 � x2

dx C
4

3

1X
nD1

.2n � 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ.2nC 1/

Z 1

0
x2n

x
p
1 � x2

dx

D
4

3
C
4

3

1X
nD1

.2n � 1/ŠŠ

.2n/ŠŠ.2nC 1/

�
.2n/ŠŠ

.2nC 1/ŠŠ

�



14.2 幂级数 –528/572–

D
4

3

1X
nD0

1

.2nC 1/2
D
4

3

 
1X
nD1

1

n2
�
1

4

1X
nD1

1

n2

!

D

1X
nD1

1

n2

� 练习 14.11求

1C
�4

5Š
C
�8

9Š
C
�12

13Š
C � � �

1

3Š
C
�4

7Š
C
�8

11Š
C
�12

15Š
C � � �

解考虑 sin x的幂级数展开

sin x D x �
1

3Š
x3 C

1

5Š
x5 � � � � C

1

.2n � 1/Š
x2n�1

C � � �

记

p D 1C
�4

5Š
C
�8

9Š
C
�12

13Š
C � � �

q D
1

3Š
C
�4

7Š
C
�8

11Š
C
�12

15Š
C � � �

则

�p � �3q D � �
1

3Š
�3 C

1

5Š
�5 � � � � C

1

.2n � 1/Š
�2n�1

C � � � D sin� D 0

所以
p

q
D �2

例14.45计算积分 Z C1

0

 
1X
nD1

.�1/n�1 x
2n�1

.2n/ŠŠ

! 
1X
nD0

x2n

..2n/ŠŠ/2

!
dx

解因为  
1X
nD1

.�1/n�1 x
2n�1

.2n/ŠŠ

!
dx D

1

2

1X
nD0

1

nŠ

�
�
x2

2

�n
dx2 D

1

2
e� x2

2 dx2

所以原积分

I D
1

2

Z C1

0

e� x2

2

1X
nD0

.x2/n

.22/n.nŠ/2
dx2

D

Z C1

0

e�t

1X
nD0

tn

2n.nŠ/2
dt

D

1X
nD0

�.nC 1/

2n.nŠ/2
D

1X
nD0

tn

2nnŠ

D e
1
2

例14.46计算积分
Z C1

0

 
1X
nD1

.�1/n�1 x2n�1

.2n � 2/ŠŠ

! 
1X
nD0

x2n�
.2n/ŠŠ

�2
!

dx

证明
1X
nD1

.�1/n�1 x2n�1

.2n � 2/ŠŠ
D x

1X
nD1

.�x2

2 /
n�1

.n � 1/Š
D xe� x2

2



14.2 幂级数 –529/572–

I D

Z C1

0

 
1X
nD1

.�1/n�1 x2n�1

.2n � 2/ŠŠ

! 
1X
nD0

x2n�
.2n/ŠŠ

�2
!

dx

D

Z C1

0
xe� x2

2

 
1X
nD0

x2n�
.2n/ŠŠ

�2
!

dx D

1X
nD0

1�
.2n/ŠŠ

�2 Z C1

0
x2nC1e� x2

2 dx

tD x2

2
HHHHHH

1X
nD0

1�
.2n/ŠŠ

�2 � 2n
Z C1

0
tne�t dt D

1X
nD0

1�
.2n/ŠŠ

�2 � 2n�.nC 1/

D

1X
nD0

1

.2n/ŠŠ
D

1X
nD0

.12 /
n

.n/Š
D

p
e

� 练习 14.12设 eex

D

1X
nD0

anx
n,确定系数 a0, a1, a2和 a3,并证明当 n � 2时,有

an >
e

. lnn/n
;

其中  是大于 e的一个常数.

解前面四个系数的确定是容易的

a1 D e; a2 D e; a3 D
5

6
e

下面给出后面的证明,利用幂级数展开式如下

eex

D

1X
kD0

ekx

kŠ
D

1X
kD0

1

kŠ

� 1X
nD0

.kx/n

nŠ

�
D

1X
nD0

xn

nŠ

� 1X
kD0

kn

kŠ

�
;

因此有

an D
1

nŠ

1X
kD0

kn

kŠ
>

kn

nŠ kŠ
;

这样对每一个 k � 0成立. 以下取 k 使得本题的不等式成立即可. 由于本题的  可以放大, 因此
只要在等价的意义下成立即可. 这时又可以将阶乘理解为 � 函数,因此 k 用非整数代入是可以的.
以下证明,取 k D

n

lnn
代入已经可以得到所要的不等式. 这时就有

kn

nŠ kŠ
D

� n

lnn

�n
nŠ
� n

lnn

�
Š

�

� n

lnn

�n
p
2�n

�n
e

�n
�

r
2�n

lnn

� n

e lnn

� n
ln n

D
.e lnn/ n

ln n

p
lnn

2�n.lnn/n
:

由于最后一式中的分子为无穷大量, 大于 e 没有问题. 又由于 a > 1 时,
2�n

an
D o.1/, 因此任取

 > e,存在 N ,使得当 n > N 时成立 an >
e

. lnn/n
. 最后再放大  使得不等式对一切 n � 2成立

即可.

� 练习 14.13设 a > 1,求
1X
nD0

2n

a2
n

C 1
的和.

解事实上
1X
nD0

2n

a2
n

C 1
D

1

aC 1
C

1X
nD1

2n

a2
n

C 1
D

1

aC 1
�

1

a � 1
C

1

aC 1
C

1X
nD1

2n

a2
n

C 1

D
1

aC 1
�

2

a2 � 1
C

1X
nD1

2n

a2
n

C 1
D

1

aC 1
�

22

a2
2

� 1
C

1X
nD2

2n

a2
n

C 1

D
1

aC 1
� lim
n!1

2nC1

a2
nC1

� 1
D

1

aC 1
:

� 练习 14.14设 x > 1,求
x

x C 1
C

x2

.x C 1/ .x2 C 1/
C

x4

.x C 1/ .x2 C 1/ .x4 C 1/
C � � � 的和



14.2 幂级数 –530/572–

解

I D

�
1 �

1

x C 1

�
C

x2

.x C 1/ .x2 C 1/
C

x4

.x C 1/ .x2 C 1/ .x4 C 1/
C � � �

D 1C

�
�

1

x C 1
C

x2

.x C 1/ .x2 C 1/

�
C

x4

.x C 1/ .x2 C 1/ .x4 C 1/
C � � �

D 1 �
1

.x C 1/ .x2 C 1/
C

x4

.x C 1/ .x2 C 1/ .x4 C 1/
C � � �

D 1 �
1

.x C 1/ .x2 C 1/ .x4 C 1/
C � � �

D � � � D 1 � lim
n!1

1

.x C 1/ .x2 C 1/ � � �
�
x2

n�1
C 1

� D 1:

� 练习 14.15求 1 �
23

1Š
C
33

2Š
�
43

3Š
C � � � 的和.

解事实上,

bk D

1X
nD0

.�1/n
nk

nŠ
D

1X
nD1

.�1/n
nk�1

.n � 1/Š
D

1X
nD0

.�1/nC1 .nC 1/k�1

nŠ

D �bk�1 � C 1k�1bk�2 � � � � � C k�2
k�1 b1 � b0;

其中 b0 D 1=e.因此 b1 D �1=e; b2 D 0; b3 D 1=e:因此

1 �
23

1Š
C
33

2Š
�
43

3Š
C � � � D

1X
nD0

.�1/n
.nC 1/3

nŠ

D b3 C 3b2 C 3b1 C b0 D �
1

e
:

� 练习 14.16求 1C
1

3
�
1

5
�
1

7
C
1

9
C

1

11
� � � � 的和.

解
1X
nD1

�
1

8n � 7
C

1

8n � 5
�

1

8n � 3
�

1

8n � 1

�

D

1X
nD1

Z 1

0

�
x8n�8

C x8n�6
� x8n�4

� x8n�2
�

D

Z 1

0

1X
nD1

�
x8n�8

C x8n�6
� x8n�4

� x8n�2
�

dx D

Z 1

0

1C x2 � x4 � x6

1 � x8
dx

D

arctan
�
1C

p
2x
�

� arctan
�
1 �

p
2x
�

p
2

ˇ̌̌̌
ˇ̌
1

0

D
�

2
p
2
:

� 练习 14.17求 1 �
1

7
C
1

9
�
1

15
C � � � 的和.

解
1X
nD1

�
1

8n � 7
�

1

8n � 1

�
D

1X
nD1

Z 1

0

�
x8n�8

� x8n�2
�

D

Z 1

0

1X
nD1

�
x8n�8

� x8n�2
�

dx D

Z 1

0

1 � x6

1 � x8
dx

D

2 arctan x C
p
2 arctan

�
1C

p
2x
�

� arctan
�
1 �

p
2x
�

4

ˇ̌̌̌
ˇ̌
1

0



14.2 幂级数 –531/572–

D

p
2C 1

8
�:

� 练习 14.18求 1 �
1

4
C
1

7
�
1

10
C � � � 的和.

解
1X
nD1

�
1

6n � 5
�

1

6n � 2

�
D

1X
nD1

Z 1

0

�
x6n�6

� x6n�3
�

D

Z 1

0

1X
nD1

�
x6n�6

� x6n�3
�

dx

D

Z 1

0

1 � x3

1 � x6
dx D

Z 1

0

1

1C x3
dx

D

 
�
1

6
ln
�
x2 � x C 1

�
C
1

3
ln .x C 1/C

arctan 2x�1p
3

p
3

!ˇ̌̌̌
ˇ
1

0

D

p
3� C 3 ln 2

9
:

� 练习 14.19求
1X
nD0

�
1

4nC 1
C

1

4nC 3
�

1

2nC 2

�
的和.

解
1X
nD0

�
1

4nC 1
C

1

4nC 3
�

1

2nC 2

�
D

1X
nD0

Z 1

0

�
x4n C x4nC2

� x2nC1
�

D

Z 1

0

1X
nD0

�
x4n C x4nC2

� x2nC1
�

dx

D

Z 1

0

�
1C x2

1 � x4
�

x

1 � x2

�
dx

D

Z 1

0

1

1C x
dx D ln 2:

� 练习 14.20求 1 �
1

4
C
1

6
�
1

9
C

1

11
�
1

14
C � � � 的和.

解
1X
nD1

�
1

5n � 4
�

1

5n � 1

�
D

1X
nD1

Z 1

0

�
x5n�5

� x5n�2
�

dx

D

Z 1

0

1X
nD1

�
x5n�5

� x5n�2
�

dx D

Z 1

0

1 � x3

1 � x5
dx

D

Z 1

0

0@
�
5 �

p
5
�
=10

x2 C

p
5C1
2
x C 1

C

�
5C

p
5
�
=10

x2 C
�

p
5C1
2

x C 1

1Adx

D

p
25C 10

p
5

25
�:

例14.47 (CMC,2019)求级数
1X
nD1

1

3
�
2

5
�
3

7
� � �

n

2nC 1
�

1

nC 1
之和.



14.2 幂级数 –532/572–

解级数通项 an D
1

3
�
2

5
�
3

7
� � �

n

2nC 1
�

1

nC 1
D

2.2n/ŠŠ

.2nC 1/ŠŠ.nC 1/

�
1

p
2

�2nC2

,令

f .x/ D

1X
nD0

2.2n/ŠŠ

.2nC 1/ŠŠ.nC 1/
x2nC2;

则收敛区间为 .�1; 1/,
1X
nD1

an D 2

�
f
� 1

p
2

�
1

2

��
, f 0.x/ D 2

1X
nD0

.2n/ŠŠ

.2nC 1/ŠŠ
x2nC1

D 2g.x/, 其中

g.x/ D

1X
nD0

.2n/ŠŠ

.2nC 1/ŠŠ
x2nC1. 因为

g0.x/ D 1C

1X
nD1

.2n/ŠŠ

.2n � 1/ŠŠ
x2n D 1C x

1X
nD1

.2n � 2/ŠŠ

.2n � 1/ŠŠ
2nx2n�1

D 1C x
d

dx

 
1X
nD1

.2n � 2/ŠŠ

.2n � 1/ŠŠ
x2n

!
D 1C x

d
dx
�
xg.x/

�
;

所以 g.x/满足 g.0/ D 0, g0.x/ �
x

1 � x
g.x/ D

1

1 � x2
. 解这个一阶线性方程,得

g.x/ D e
R

x

1�x2 dx
�Z

1

1 � x2
e

�
R

x

1�x2 dx dx C C

�
D

arcsin x
p
1 � x2

C
C

p
1 � x2

;

由 g.0/ D 0得 C D 0,故 g.x/ D
arcsin x
p
1 � x2

,所以 f .x/ D .arcsin x/2, f
� 1

p
2

�
D
�2

16
;且

1X
nD1

an D 2

�
�2

16
�
1

2

�
D
�2 � 8

8
:

例14.48求级数
1X
mD1

1X
nD1

1

mn.mC 2C 2/
之和.

解 (by冬眠的小老鼠)令 f .x/ D

1X
mD1

1X
nD1

xmCnC2

mn.mC 2C 2/
. 则

f 0.x/ D x

1X
mD1

xm

m

1X
nD1

xn

n
D x ln2.1 � x/

故
1X
mD1

1X
nD1

1

mn.mC 2C 2/
D f .1/ D

Z 1

0

x ln2.1 � x/ dx D
7

4

例14.49求级数
1X
nD0

1

.3nC 1/.3nC 2/.3nC 3/
的和

证明易得
1

.3nC 1/.3nC 2/.3nC 3/
D

1

2.3nC 1/
�

1

3nC 2
C

1

6.nC 1/

故

1X
nD0

1

.3nC 1/.3nC 2/.3nC 3/
D

1X
nD0

�
1

2.3nC 1/
�

1

3nC 2
C

1

6.nC 1/

�

D

1X
nD0

Z 1

0

 
x3n

2
� x3nC1

C
xn

6

!
dx

D

Z 1

0

1X
nD0

 
x3n

2
� x3nC1

C
xn

6

!
dx

D

Z 1

0

�
1

2.1 � x3/
�

x

1 � x3
C

1

6.1 � x/

�
dx



14.2 幂级数 –533/572–

D
1

6

Z 1

0

4 � x

x2 C x C 1
dx D

1

12

�p
3� � 3 ln 3

�
� 练习 14.21级数求和:

1X
nD1

Hn

n3

证明 显然有

�n

Z 1

0
.1 � x/n�1 ln xdx D �

nX
kD1

C kn
.�1/k

k
D Hn

考虑积分 Z 1

0

1 � .1 � x/n

x
dx D

Z 1

0

nX
kD1

C kn .�1/
kC1xk�1dx D

nX
kD1

C kn .�1/
kC1

k

另外一方面 Z 1

0

1 � .1 � x/n

x
dx D

Z 1

0

1 � un

1 � u
du D Hn

所以
1X
nD1

Hn

n3
D �

1X
nD1

1

n2

Z 1

0
.1 � x/n�1 ln xdx D �

Z 1

0

1X
nD1

.1 � x/n�1

n2
ln xdx

由于
1X
nD1

.1 � x/n

n2
D

Li2.1 � x/

1 � x

故
1X
nD1

Hn

n3
D �

Z 1

0

Li2.1 � x/ ln x
1 � x

dx D
1

2
.Li2.1 � x//2

ˇ̌̌1
0

D
1

2

 
�2

6

!2

� 练习 14.22求和:
1X
nD1

Hn �H2n

n .2nC 1/
.

解首先不难得到
1X
nD1

Hn �H2n

n .2nC 1/
D2

1X
nD1

.Hn �H2n/

�
1

2n
�

1

2nC 1

�

D2

1X
nD1

�
1

2n
�

1

2nC 1

�Z 1

0

x2n � xn

1 � x
dx

D

Z 1

0

p
x ln 1C

p
x

1�
p
x

� ln 1Cx
1�x

� ln .1C x/

1 � x
dx

C

Z 1

0

�
1

p
x

ln 1C
p
x

1 �
p
x

�
1

x
ln 1C x

1 � x

�
dx;

其中 Z 1

0

1
p
x

ln 1C
p
x

1 �
p
x

dx D 2

Z 1

0

ln 1C t

1 � t
dt D 4 ln 2:

Z 1

0

1

x
ln 1C x

1 � x
dx D Li2 .1/ � Li2 .�1/ D

�2

4
:

Z 1

0

�p
x � 1

�
1 � x

ln 1C
p
x

1 �
p
x

dx D �2

Z 1

0

t

1C t
ln 1C t

1 � t
dt

D 2

Z 1

0

� ln .1C t /

1C t
�

ln .1 � t /

1C t

�
dt � 2

Z 1

0

ln 1C t

1 � t
dt

D ln2 2C 2Li2
�
1

2

�
� 4 ln 2 D

�2

6
� 4 ln 2:



14.2 幂级数 –534/572–

又 Z 1

0

ln 1C
p
x

1�
p
x

� ln 1Cx
1�x

� ln .1C x/

1 � x
dx D 2

Z 1

0

1

1 � x
ln 1C

p
x

1 �
p
x

dx

D2

Z 1

0

ln
�
1C

p
x
�

� ln 2
1 � x

dx � 2

Z 1

0

ln .1C x/ � ln 2
1 � x

dx;

其中 Z 1

0

ln
�
1C

p
x
�

� ln 2
1 � x

dx D 2

Z 1

0

t

1 � t2
ln 1C t

2
dt

D

Z 1

0

1

1 � t
ln 1C t

2
dt �

Z 1

0

1

1C t
ln 1C t

2
dt

D �Li2
�
1

2

�
C
1

2
ln2 2 D ln2 2 �

�2

12
:Z 1

0

ln .1C x/ � ln 2
1 � x

dx D �Li2
�
1

2

�
D

ln2 2
2

�
�2

12
:

最后得到
1X
nD1

Hn �H2n

n .2nC 1/
D 4 ln 2 �

�2

4
C
�2

6
� 4 ln 2C 2

�
ln2 2 �

�2

12

�
� 2

 
ln2 2
2

�
�2

12

!

D ln2 2 �
�2

6
:

� 练习 14.23证明：
1X
nD2

.�1/n lnn
n

D  ln 2 �
ln2 2
2
;

其中  是 Euler常数.

证明法 1. 因为

�0.x/ D �

1X
nD1

logn
nx

所以

f .x/ D

1X
nD1

.�1/n logn
nx

D
log 2
2x�1

�.x/C

�
1 �

1

2x�1

�
�0.x/ (14.7)

�.x/ D
1

x � 1
C  CO.x � 1/

带入 (14.7),令 x ! 1C 可求得

f .1/ D  log 2 �
1

2
log2 2

法 2. 考虑部分和

nX
kD1

.�1/k
ln k
k

D 2

Œn
2 �X

kD1

ln 2k
2k

�

nX
kD1

ln k
k

D ln 2
Œn

2 �X
kD1

1

k
�

nX
Œn

2 �C1

ln k
k



14.2 幂级数 –535/572–

设 f .x/ D
ln x
x

,可知当 x > e时为单调递减且趋于 0函数，有估计

nX
Œn

2 �C1

Z kC1

k
f .x/dx �

nX
Œn

2 �C1

f .k/ �

nX
Œn

2 �C1

Z k

k�1
f .x/dx

计算得
nX

Œn
2 �C1

f .k/ �
ln 2
2

ln.n
2

2
/ D o.1/

所以原式

lim
n!1

nX
kD1

.�1/k ln k
k

D ln 2 lim
n!1

0@Œn=2�X
kD1

1

k
� ln.n=2/ �

ln 2
2

1A
D ln 2. �

1

2
ln 2/

� 练习 14.24求极限 (西西 2017年新年祝福)

lim
x!C1

p
xe�x

 
C1X
kD1

xk

kŠ
p
k

!

解法 1(西西)注意
p
x �

p
k D

x � k
p
x C

p
k

则有 ˇ̌̌̌
ˇ exp
x

�

C1X
kD1

xk

kŠ
p
k

ˇ̌̌̌
ˇ �

1
p
x

C

ˇ̌̌̌
ˇ
C1X
kD1

xk

kŠ

p
x �

p
k

p
kx

ˇ̌̌̌
ˇ �

1
p
x

C

C1X
kD1

xk

kŠ

jx � kj
p
kx

由柯西不等式
C1X
kD1

xk

kŠ

jx � kj
p
k

�

 
C1X
kD1

xk

kŠ

1

k

! 1
2
 

C1X
kD1

xk

kŠ
.x � k/2

! 1
2

且
C1X
kD1

xk

kŠ

1

k
� 2

C1X
kD1

xk

kŠ

1

k C 1
D
2

x

C1X
kD1

xkC1

.k C 1/Š
�
2

x
ex

且
C1X
kD0

xk

kŠ
.x � k/2 �

C1X
kD0

xk

kŠ
.x � k/2 D xex

所以 ˇ̌̌̌
ˇ exp
x

�

C1X
kD1

xk

kŠ
p
k

ˇ̌̌̌
ˇ �

1
p
x

C
p
2
ex

x

所以

lim
x!C1

p
xe�x

 
C1X
kD1

xk

kŠ
p
k

!
D 1



14.2 幂级数 –536/572–

法 2(那日蓝天)引理: 设
C1X
kD1

'.k/和
C1X
kD1

 .k/收敛,且 lim
k!C1

'.k/

 .k/
D 1则

lim
k!C1

C1P
kD1

'.k/xk

C1P
kD1

 .k/xk

D 1

因为

lim
n!1

nŠ
p
n

�
�
nC

3
2

� Stiring
HHHHHH lim

n!1

p
nnnC 1

2 e�n�
nC

1
2

�nC1
e�n� 1

2

D 1

所以

lim
x!C1

p
xe�x

 
C1X
kD1

xk

kŠ
p
k

!
D lim
x!C1

e�xf .x/

其中

f .x/ D

1X
nD1

xnC 1
2

�
�
nC

3
2

�
f .x/满足方程

f 0.x/ D f .x/C
2
p
x

p
�

.f .0/ D 0/

解之得

f .x/ D
2

p
�
ex
Z x

0

p
xe�x dx

从而

lim
x!C1

p
xe�x

 
C1X
kD1

xk

kŠ
p
k

!
D

2
p
�
ex
Z C1

0

x
1
2 e�x dx D 1

法 3. 注意到
1

p
k

D
2

p
�

Z 1

0

e�kq2

dq;

因此

p
xe�x

1X
kD1

xk

kŠ
p
k

D
2
p
xe�x

p
�

1X
kD1

xk

kŠ

Z 1

0

e�kq2

dq

D
2
p
xe�x

p
�

Z 1

0

�
exe

�q2

� 1

�
dq:

因此所求极限等价于

lim
x!1

2
p
xe�x

p
�

Z 1

0

�
exe

�q2

� 1

�
dq D 1:

下面证明此式. (逆逆)首先有 t � x � 0时, xe�t2
� xe�x2

� 1; 0 � y � 1时, ey � 1 � .e � 1/y �

2y.
(1)因此

p
x

ex

Z 1

x

�
exe

�t2

� 1

�
dt �

p
x

ex

Z 1

x

2xe�t2 dt D
2x

p
x

ex

Z 1

x

e�t2 dt ! 0; x ! 1

(2)对任意 " > 0,我们有
p
x

ex

Z x

"

�
exe

�t2

� 1

�
dt �

p
x

ex
� x � exe

�"2

D x3=2=e
x
�
1�e�"2

�
! 0; x ! 1

只需计算

lim
x!1

p
x

ex

Z "

0

�
exe

�t2

� 1

�
dt D lim

x!1

p
x

ex

Z "

0

exe
�t2

dt:



14.2 幂级数 –537/572–

令

y D 1 � e�t2 ; t D
p

� ln .1 � y/; dt D
1

2
p

� ln .1 � y/
�

dy
1 � y

;

我们有
p
x

ex

Z "

0

exe
�t2

dt D

p
x

ex

Z 1�e�"2

0

ex.1�y/

2
p

� ln .1 � y/ .1 � y/
dy

D
p
x

Z ı."/

0

e�xy

2
p

� ln .1 � y/ .1 � y/
dy; 其中ı ."/ D 1 � e�"2

对 8˛ > 0,取 "足够小,当 0 � y � ı."/时,我们有 �.1C ˛/y � ln.1 � y/ � �y.于是
p
x

p
1C ˛

Z ı."/

0

e�xy

2
p
y

dy �

p
x

ex

Z "

0

exe
�t2

dt �

p
x

1 � ı ."/

Z ı."/

0

e�xy

2
p
y

dy:

而

lim
x!1

p
x

Z ı."/

0

e�xy

2
p
y

dy D lim
x!1

p
x

Z p
ı."/

0

e�xy2 dy

D lim
x!1

Z p
ı."/x

0

e�y2 dy D

Z 1

0

e�y2 dy D

p
�

2
:

因此

1
p
1C ˛

� lim
x!1

2
p
xe�x

p
�

Z 1

0

�
exe

�q2

� 1

�
dq

� lim
x!1

2
p
xe�x

p
�

Z 1

0

�
exe

�q2

� 1

�
dq �

1

1 � ı ."/
D e"

2

依次令 " ! 0, ˛ ! 0便可得到结论.

例14.50设 a0和 a1 是实数，且满足 anC1 D an C
2

nC 1
an�1,

证明: 序列
nan
n2

o
收敛，并求极限。

证明 设

S.x/ D a0 C a1x C � � � C anx
n

C � � �

则

S.x/ D a0 C a1x C

1X
nD2

anx
n

D a0 C a1x C

1X
nD1

anC1x
nC1

D a0 C a1x C

1X
nD1

�
anx

nC1
C

2

nC 1
an�1x

nC1

�
D a0 C a1x C x.S.x/ � a0/C 2

Z x

0
tS.t/dt

两边对 x 求导，得到微分方程

.x � 1/S 0.x/C .2x C 1/S.x/C a1 � a0 D 0

注意到初值 S0 D a0,解这个 ODE,得到

S.x/ D
1

4
�

"
.2x2 � 6x C 5/.a0 � a1/C .5a1 � 9a0/e

�2x

.x � 1/3

#



14.3 函数项级数的进一步讨论 –538/572–

我们有展开式

1

.1 � x/3
D

1X
kD0

.k C 2/.k C 1/

2
xk ; e�2x

D

1X
kD0

.�2/k

kŠ
xk

则

.2x2 � 6x C 5/ �
1

.1 � x/3
D 5C 9x C

1X
nD2

1

2
.nC 5/.nC 2/xn

e�2x
�

1

.1 � x/3
D

1X
nD0

cnx
n

其中

cn D

nX
kD0

.�2/k.n � k C 2/.n � k C 1/

2 � kŠ

于是

S.x/ D
1

4
.a1 � a0/

 
5C 9x C

1X
nD2

1

2
.nC 5/.nC 2/xn

!
C

�
9

4
a0 �

5

4
a1

� 1X
nD0

cnx
n

!
对比 xn 项的系数，得到

an D
1

8
.nC 5/.nC 2/.a1 � a0/C

�
9

4
a0 �

5

4
a1

�0@ nX
kD0

.�2/k.n � k C 2/.n � k C 1/

2 � kŠ

1A
下面来计算

lim
n!1

an

n2

显然有

lim
n!1

1
8 .nC 5/.nC 2/.a1 � a0/

n2
D
1

8
.a1 � a0/

又注意到

1

n2

nX
kD0

.�2/k

2 � kŠ
.n � k C 2/.n � k C 1 D

1

n2

nX
kD0

.�2/k

2 � kŠ
Œn2 C 3n � 2knC .k � 2/.k � 1/�

D

nX
kD0

.�2/k

2 � kŠ
C o.1/ !

e�2

2
.n ! 1/

所以

lim
n!1

an

n2
D

�
9

8
e�2

�
1

8

�
a0 C

�
1

8
�
5

8
e�2

�
a1

14.3 函数项级数的进一步讨论

14.3.1 几个常数的近似计算

14.3.1.1 � 的近似计算

例14.51 (Machin,1706)证明:
�

4
D 4 arctan 1

5
� arctan 1

239

解利用等式

tan.uC v/ D
tanuC tan v
1 � tanu tan v

当 u D arctan.1=5/时,有

tan.2u/ D
2=5

1 � .1=5/2
D

5

12
; tan.4u/ D

10=12

1 � .5=12/2
D
120

119
:



14.3 函数项级数的进一步讨论 –539/572–

因此

tan.4u � �=4/ D
120=119 � 1

1C 120=119
D 1=239

这就得到下面等式
�

4
D 4 arctan 1

5
� arctan 1

239

注: 1706年, Machin用这个公式将 � 计算到了小数点后 100位

例14.52 (Ramanujan,1914)证明:

2
p
2

9801

1X
kD0

.4k/Š.1103C 26390k/

.kŠ/43964k
D
1

�
:

解 Just to make this more intriguing, define the fundamental unit U29 D
5C

p
29

2
and fundamental

solutions to Pell equations,�
U29

�3
D 70C 13

p
29; thus 702 � 29 � 132 D �1

�
U29

�6
D 9801C 1820

p
29; thus 98012 � 29 � 18202 D 1

26
��
U29

�6
C
�
U29

��6�2
D 3964

then we can see those integers all over the formula as,

2
p
2

9801

1X
kD0

.4k/Š

kŠ4
29 � 70 � 13 k C 1103

.3964/
k

D
1

�

例14.53 (Bailey-Borwein-Plouffe, BBP formula)证明:

� D
X
k⩾0

�
1

16k

� 4

8k C 1
�

2

8k C 4
�

1

8k C 5
�

1

8k C 6

��

证明

X
k⩾0

�
1

16k

� 4

8k C 1
�

2

8k C 4
�

1

8k C 5
�

1

8k C 6

��

D

Z 1

0

X
k⩾0

4x8 � 2x8kC3 � x8kC4 � x8kC5

16k
dx

D 16

Z 1

0

1 � x

4 � 4x C 2x3 � x4
dx

x 7!1�x
HHHHHHH 16

Z 1

0

x

.1C x2/.1C 2x � x2/
dx

D 4

Z 1

0

1C x

1C x2
dx � 4

Z 1

0

x

2 � x2
dx

D .� C ln 4/ � ln 4 D �
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例14.54 (Brounckner)证明:

� D
4

1C
12

2C
32

2C
52

2C
72

: : :
.

证明 1我们令 In D

Z 1

0

x2n

1C x2
dx. 则 I0 D

�

4
, I1 D 1 �

�

4
且

In C InC1 D

Z 1

0
x2n dx D

1

2nC 1
;

由此可知
In C InC1

InC1 C InC2
D
2nC 3

2nC 1

令 rn D
InC1

In
,可得

1C 1=rn

rnC1 C 1
D
2nC 3

2nC 1
; rn D

2nC 1

2C .2nC 3/rnC1

因此

r0 D
1

2C 3r1
D

1

2C
32

2C 5r2

D
1

2C
32

2C
52

2C 7r3

D � � �

且注意到 r0 D
�

4
� 1以及 In D O

�
.2nC 1/�1

�
得证.

14.3.1.2 欧拉常数

例14.55证明Hn D �n

Z 1

0

.1 � x/n�1 ln x dx

解

Hn D

Z 1

0

.1C x C � � � C xn�1/dx
等比数列求和

HHHHHHHHH

Z 1

0

1 � xn

1 � x
dx

tD1�x
HHHHHH

Z 1

0

1 � .1 � t /n

t
dt

分部积分
HHHHHH Œ1 � .1 � t /n� ln t

ˇ̌̌̌1
0

�

Z 1

0

n.1 � t /n�1 ln t dt

D �n

Z 1

0

.1 � t/n�1 ln t dt

例14.56设

H.n/ D 1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

n

记 '.n/为满足H.k/ ⩾ n的最小自然数,证明 lim
n!C1

'.nC 1/

'.n/
D e

1群文件《MSE2017》P165
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解由 '.n/的定义知

n ⩽ H.'.n// ⩽ nC
1

'.n/
及 lim

n!C1

1

'.n/
D 0

另外,由欧拉常数的定义

lim
n!C1

�
H.n/ � lnn

�
D  H) lim

n!C1

�
n � ln'.n/

�
D 

故

lim
n!C1

ln '.nC 1/

'.n/
D 1 H) lim

n!C1

'.nC 1/

'.n/
D e

例14.57求极限: I D lim
n!1

�
1

Œn��
C

1

Œn� C 1�
C � � � C

1

4n

�
解考虑欧拉常数的定义

1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

n
D lnnC  C "n

故有

1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

Œn� � 1�
D lnŒn� � 1�C  C "Œn���1 (14.8)

1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

4n
D ln.4n/C  C "4n (14.9)

由 (14.9)�(14.8)得
1

Œn��
C

1

Œn� C 1�
C � � � C

1

4n
D ln 4n

Œn� � 1�
C "4n � "Œn���1

因此 lim
n!1

�
1

Œn��
C

1

Œn� C 1�
C � � � C

1

4n

�
D ln 4

�

例14.58设 lim
n!C1

.Hn � lnn/ D  ,求极限: lim
n!C1

1

n

 
n

1
2

C
2
3

C � � �
n
nC1

!n
解注意到

lim
n!C1

1

n

 
n

1
2

C
2
3

C � � �
n
nC1

!n
D lim
n!C1

e
ln 1

n

�
n

1
2

C 2
3

C��� n
nC1

�n

而

ln 1
n

�
n

1
2

C
2
3

C � � �
n
nC1

�n
D � lnn � n ln

� 1
2

C
2
3

C � � �
n
nC1

n

�

D � lnn � n ln

0BB@n �

nP
iD1

1
iC1

n

1CCA D � lnn � n ln

0BB@1 �

nP
iD1

1
iC1

n

1CCA

D � lnn � n

0BB@�

nP
iD1

1
iC1

n
�

� nP
iD1

1
iC1

�2
2n2

� o

0BB@
� nP
iD1

1
iC1

�2
2n2

1CCA
1CCA

D � lnnC

nX
iD1

1

i C 1
C

� nP
iD1

1
iC1

�2
2n

C o

0BB@
� nP
iD1

1
iC1

�2
2n

1CCA

D

nX
iD1

1

i
� lnn � 1C

1

nC 1
C

� nP
iD1

1
iC1

�2
2n

C o

0BB@
� nP
iD1

1
iC1

�2
2n

1CCA
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所以

lim
n!C1

ln 1
n

�
n

1
2

C
2
3

C � � �
n
nC1

�n

D lim
n!C1

0BB@ nX
iD1

1

i
� lnn � 1C

1

nC 1
C

� nP
iD1

1
iC1

�2
2n

C o

0BB@
� nP
iD1

1
iC1

�2
2n

1CCA
1CCA

D lim
n!C1

 
nX
iD1

1

i
� lnn

!
� 1C lim

n!C1

0BB@ 1

nC 1
C

� nP
iD1

1
iC1

�2
2n

C o

0BB@
� nP
iD1

1
iC1

�2
2n

1CCA
1CCA

D � 1

因此

lim
n!C1

1

n

 
n

1
2

C
2
3

C � � �
n
nC1

!n
D e�1

例14.59设Hn D 1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

n
,我们知道

lim
n!1

.Hn � lnn/ D 

其中  是欧拉常数,若现在我们知道

lim
n!1

n
�
A � n.Hn � lnn � /

�
D B

其中 A ; B 是两个常数,求
A

B

解设

f .n/ D Hn D lnnC  C
c

n
C
d

n
C
k

n3
C o

�
1

n4

�
则有

f .nC 1/ � f .n/ D ln
�
nC 1

n

�
� c

�
1

n
�

1

nC 1

�
� d

�
1

n2
�

1

.nC 1/2

�
� k

�
1

n3
�

1

.nC 1/3

�
C o

�
1

n4

�
且 f .nC 1/ � f .n/ D

1

nC 1
,取 x D

1

n
,那么简单计算有

x

1C x
D ln.1C x/ � cx2 �

1

1C x
� dx3 �

x C 2

.x C 1/2
� kx4 �

x2 C 3x C 3

.x C 1/3
C o

�
1

n4

�
利用泰勒公式有

x.1 � x C x2/C o.x4/ D

�
x �

1

2
x2 C

1

3
x3
�

� cx2.1 � x/ � dx3 � 2C o.x4/

比较系数得

c D
1

2
; d D �

1

12

例14.60求极限

lim
n!1

"
�
1

2m
C ln

� e
m

�
C

mX
nD2

�
1

n
�
�.1 � n/

mn

�#

解 利用公式

1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

n
D lnnC  C

1

2n
�

pX
kD1

B2k

2kp2k
CR.m; p/
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其中 �
B2k

2k
被 �.1 � 2k/所代替，又对于所有正整数 m，有 �.�m/ D 0所以

lim
n!1

"
�
1

2m
C ln

� e
m

�
C

mX
nD2

�
1

n
�
�.1 � n/

mn

�#
D lim
n!1

n
 CR

�
m;
jm
2

k�o
由

1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

m
D  .m/C  C

1

m
I
ˇ̌
B.m; p/

ˇ̌
�

ˇ̌
B2nC2

ˇ̌
.2p C 2/m2pC2

� � � Œ1�

对于 m > 0 ; p � 0 ;由
ˇ̌
B2p

ˇ̌
� 4

p
�p

� p
�e

�2p
; n ! 1 � � � Œ2�结合 [1], [2]得出:ˇ̌̌̌

R
�
m;
jm
2

k� ˇ̌̌̌
�
�
1C o.1/

�
2

r
2�

m
e2b

m
2 cC2�m.2�e/�2b

m
2 cC2

� � � Œ3�

由

lim
n!1

�
1C o.1/

�
2

r
2�

m
e2b

m
2 cC2�m.2�e/�2b

m
2 cC2

D 0

即得所求极限

lim
n!1

"
�
1

2m
C ln

� e
m

�
C

mX
nD2

�
1

n
�
�.1 � n/

mn

�#
D 

例14.61求极限

lim
s!1

�
�.s/ �

1

s � 1

�
D 

解 For s > 1, write

�.s/ �
1

s � 1
D

1X
nD1

�
1

ns
�

Z nC1

n

dx
xs

�
:

Assuming this, we have

lim
s!1C

�
�.s/ �

1

s � 1

�
D

1X
nD1

�
1

n
�

Z nC1

n

dx
x

�
:

The sum of the first N terms of the above is
NX
nD1

1

n
�

Z NC1

1

dx
x

D

NX
nD1

1

n
� log.N C 1/:

So

lim
s!1C

�
�.s/ �

1

s � 1

�
D lim
N!1

 
NX
nD1

1

n
� log.N C 1/

!
D 

例14.62求极限: lim
n!1

 
nX
kD0

1

3k C 1
�
1

3
lnn

!
.

解 (by挑灯)注意到

lim
n!1

 
nX
kD0

1

k
� lnn

!
D  (14.10)

故

lim
n!1

 
nX
kD0

1

3k C 1
�
1

3
lnn

!
(14.10)

HHHHH lim
n!1

 
nX
kD0

1

3k C 1
�
1

3

nX
kD0

1

k
C


3

!
通分

HHHH lim
n!1

 
�

nX
kD1

1

3k.3k C 1/
C


3
C 1

!
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记

f .x/ D

nX
kD1

x3kC1

3k.3k C 1/
) f .0/ D 0

f 0.x/ D

nX
kD1

x3k

3k
) f 0.0/ D 0

f 00.x/ D

nX
kD1

x3k�1
D

x2

1 � x3
) f 0.x/ D

Z x

0

x2

1 � x3
dx D �

1

3
ln.1 � x3/

从而易得,

f .1/ D f .1/ � f .0/ D �
1

3

Z 1

0

ln.1 � x3/dx D 1 �

p
3�

18
�

ln 3
2

因此

lim
n!1

 
nX
kD0

1

3k C 1
�
1

3
lnn

!
D

p
3�

18
C

ln 3
2

C


3

14.3.1.3 卡特兰常数

定义 14.6. Catalan常数

|

G D ˇ.2/ D

1X
nD0

.�1/n

.2nC 1/2
D

1

12
�
1

32
C

1

52
�
1

72
C

1

92
C � � �

例14.63计算积分: Z �
4

0

ln sin x dx

解我们知道卡特兰常数 G有一个定义

G D

Z �
4

0

ln cotx dx D

Z �
4

0

ln cos x dx �

Z �
4

0

ln sin x dx .a/

令

Z �
2

0

lnsinx dx xD2t
HHHHH 2

Z �
4

0

lnsint dt

D 2Œ

Z �
4

0

ln cos x dx C

Z �
4

0

ln sin x dx C
�

4
ln 2�

D 2.

Z �
4

0

ln cos x dx C

Z �
4

0

ln sin x dx/C
�

2
ln 2 D �

�

2
ln 2

得到

Z �
4

0

ln cos x dx C

Z �
4

0

ln sin x dxD �
�

2
ln 2 .b/

结合 a; b得到 Z �
4

0

ln sin x dx D �
1

2

��
2

ln 2CG
�

Z �
4

0

ln cos x dx D
1

2

�
�
�

2
ln 2CG

�
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14.3.2 Euler-maclaurin公式

例14.64设函数 f .x/在闭区间 Œ0; 1�上具有连续导数, f .0/ D 0, f .1/ D 1 .
证明：

lim
n!1

n

 Z 1

0

f .x/ dx �
1

n

nX
kD1

f
�k
n

�!
D �

1

2

证明 将区间 Œ0; 1�分成 n等份,设分点 xk D
k

n
,则 �xk D

1

n
,且

lim
n!1

n

0@Z 1

0
f .x/dx �

1

n

nX
kD1

f
�k
n

�1A
D lim
n!1

n

0@Z 1

0
f .x/dx �

nX
kD1

f
�
xk

�
�xk

1A
D lim
n!1

n

0@ nX
kD1

Z xk

xk�1

�
f .x/ � f .xk/

�
dx

1A
D lim
n!1

n

0@ nX
kD1

Z xk

xk�1

f .x/ � f .xk/

x � xk
.x � xk/dx

1A
积分中值定理

HHHHHHHHHH lim
n!1

n

0@ nX
kD1

f �k/ � f .xk/

�k � xk

Z xk

xk�1

.x � xk/dx

1A ; 其中 �k 2 .xk�1; xk/

拉格朗日中值定理
HHHHHHHHHHHHH lim

n!1
n

0@ nX
kD1

f 0.�k/

Z xk

xk�1

.x � xk/dx

1A ; 其中 �k 2 .�k ; xk/

D lim
n!1

n

0@ nX
kD1

f 0.�k/

�
�
1

2
.xk�1 � xk/

2

�1A
D �

1

2
lim
n!1

0@ nX
kD1

f 0.�k/.xk�1 � xk/

1A
D �

1

2

Z 1

0
f 0.x/dx D �

1

2

例14.65设函数 f .x/在 Œa; b�上存在连续的二阶导数,则

lim
n!1

n2

"Z b

a

f .x/dx �
b � a

2

nX
iD1

f
�
aC .2i � 1/

b � a

2n

�#
D
.b � a/2

24
Œf 0.b/ � f 0.a/�

证明 由题,可将 f .x/在 xi

�
xi D aC

2i � 1

2

b � a

n

�
处进行如下泰勒展开

f .x/ Df
�
aC

2i � 1

2

b � a

n

�
C f 0

�
aC

2i � 1

2

b � a

n

�
�

�
x � a �

2i � 1

2

b � a

n

�
C
f 00.�i /

2

�
x � a �

2i � 1

2

b � a

n

�2
其中 x 2

�
aC

i � 1

n
.b � a/; aC

i

n
.b � a/

�
, �i 介于 x 与 aC

2i � 1

2

b � a

n
之间. 设

Bn D

Z b

a
f .x/dx �

b � a

2

nX
iD1

f
�
aC .2i � 1/

b � a

2n

�
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则

n2Bn D n2

"
nX
iD1

Z aC i
n .b�a/

aC i�1
n .b�a/

f .x/dx �

nX
iD1

Z aC i
n .b�a/

aC i�1
n .b�a/

f
�
aC .2i � 1/

b � a

2n

�
dx
#

D n2

(
nX
iD1

Z aC i
n .b�a/

aC i�1
n .b�a/

�
f .x/ � f

�
aC .2i � 1/

b � a

2n

��
dx
)

D n2

(
nX
iD1

Z aC i
n .b�a/

aC i�1
n .b�a/

�
f 0
�
aC

2i � 1

2

b � a

n

�
�

�
x � a �

2i � 1

2

b � a

n

�
C
f 00.�i /

2

�
x � a �

2i � 1

2

b � a

n

�2�
dx
�

奇偶性
HHHHHH n2

(
nX
iD1

Z aC i
n .b�a/

aC i�1
n .b�a/

f 00.�i /

2

�
x � a �

2i � 1

2

b � a

n

�2
dx
)

⩽ n2

6

nX
iD1

Mi

�
x � a �

2i � 1

2

b � a

n

�3 ˇ̌̌̌aC i
n .b�a/

aC i�1
n .b�a/

D
.b � a/2

24
�
b � a

n

nX
iD1

Mi

f 0
�
aC

2i � 1

2

b � a

n

�
�

�
x � a �

2i � 1

2

b � a

n

�
是关于 xi D aC

2i � 1

2n
.b � a/对称的直线

同理可得

n2Bn ⩾ .b � a/2

24
�
b � a

n

nX
iD1

mi

其中Mi ; mi 分别是 f 00.x/在

�
aC

i � 1

n
.b � a/; aC

i

n
.b � a/

�
上的最大值,最小值,

而 f 00.x/可积,所以

lim
n!1

b � a

n

nX
iD1

mi D
b � a

n

nX
iD1

Mi D

Z b

a
f 00.x/dx D f 0.b/ � f 0.a/

根据夹逼准则,

lim
n!1

n2

"Z b

a
f .x/dx �

b � a

2

nX
iD1

f
�
aC .2i � 1/

b � a

2n

�#
D
.b � a/2

24
Œf 0.b/ � f 0.a/�

例14.66证明：Z 1

0

f .x/ dx �
1

2

�
f .0/C f .1/

�
�

nX
kD1

B2k

.2k/Š

�
f .2k�1/.1/ � f .2k�1/.0/

�

证明 考虑积分：

Z 1

0
f .x/dx,应用分部积分法

Z 1

0
f .x/dx D

Z 1

0
f .x/B0.x/dx D

Z 1

0
f .x/

d
dxB1.x/dx

D f .x/B1.x/

ˇ̌̌̌xD1

xD0

�

Z 1

0
f 0.x/B1.x/dx

D
1

2

�
f .0/C f .1/

�
�

Z 1

0
f 0.x/B1.x/dx

继续应用此方法,注意到在 n > 1时都有关系:

Bn.1/ D Bn.0/ D Bn 以及 B2nC1 D 0
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因此,便可得 Z 1

0
f .x/dx �

1

2

�
f .0/C f .1/

�
�

nX
kD1

B2k

.2k/Š

�
f .2k�1/.1/ � f .2k�1/.0/

�
例14.67证明: nŠ D

p
2�n

�n
e

�n �
1C

1

12n
C

1

288n2
�

139

51840n3
C o

� 1
n4

��

证明 [18]考虑 Euler-maclaurin公式

Z n

1
f .t/dt D

nX
kD1

f .k/ �
f .n/

2
CR �

mX
kD1

B2k

.2k/Š
f 2k�1.n/

� �n
B2mC2

.2mC 2/Š
f 2mC1.n/; �n 2 .0; 1/:

其中, R D lim
n!1

Rn

Rn D �
f .1/

2
�

mX
kD1

B2k

.2k/Š
f 2k�1.1/

C
1

.2mC 2/Š

n�1X
iD1

Z 1

0
.B2mC2.t/ � B2mC2/f

.2mC2/.i C t /dt;

令 f .x/ D ln x,我们有

n lnn � n D ln.nŠ/ �
1

2
lnnC C �

mX
kD1

B2k

2k.2k C 1/

1

n2k�1

� �n
B2mC2

.2mC 2/.2mC 1/

1

n2kC1
; �n 2 .0; 1/:

(14.11)

由 Stirling公式
nŠ D

p
2�n

�n
e

�n
eın (14.12)

代入 (14.11)式并令 n ! 1,可知 C D �
1

2
ln.2�/,且得到 ın 的如下展开式

ın D

mX
kD1

B2k

2k.2k C 1/

1

n2k�1
C �n

B2mC2

.2mC 2/.2mC 1/

1

n2kC1
; �n 2 .0; 1/:

取 m D 1得

ın D
B2

2

1

n
C �n

B4

12

1

n3
D

1

12n
�

�n

360n3
; �n 2 .0; 1/I

再取 m D 2得

ın D
1

12n
�

1

360n3
C

�n

1260n5
; �n 2 .0; 1/:

等等. (14.12)也可以写成

nŠ D
p
2�n

�n
e

�n �
1C

1

12n
C

1

288n2
�

139

51840n3
�

571

2488320n4
C o

�
1

n5

��

lnnŠ D n lnn � nC
1

2
ln.2�n/C

1

12n
�

1

360n3
C

1

1260n5
�

1

1680n7
C � � �

例14.68求极限 lim
n!1

n lnn
�
1

lnn

� n
p
nŠ

n
�
1

e

�
�

1

2en

�
D

ln.2�/
2e

解

n
p
nŠ D exp

�
1

n
lnnŠ

�
D exp

�
1

n

nX
kD1

ln k
�
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由 Euler-maclaurin公式可得

lnnŠ D n lnn � nC
1

2
ln.2�n/C

1

12n
�

1

360n3
C

1

1260n5
�

1

1680n7
C � � �

故

n
p
nŠ D exp

�
1

n

nX
kD1

ln k
�

D exp
�

lnn � 1C
ln.2�n/
2n

C
1

12n
C o.1=n/

�
D
n

e
exp

� ln.2�n/
2n

C
1

12n
C o.1=n/

�
D
n

e

�
1C

ln.2�n/
2n

C
ln2.2�n/
4n2

C o.ln2 n=n2/
�

从而

lim
n!1

n lnn
�
1

lnn

� n
p
nŠ

n
�
1

e

�
�

1

2en

�
D lim
n!1

n lnn
�
1

lnn

�
1

e

�
1C

ln.2�n/
2n

C
ln2.2�n/
4n2

C o.ln2 n=n2/
�

�
1

e

�
�

1

2en

�
D lim
n!1

n lnn
�
1

lnn

� ln.2�n/
2en

C
ln2.2�n/
4n2

C o.ln2 n=n2/
�

�
1

2en

�
D lim
n!1

n lnn
�� ln.2�/

lnn C 1

2en
C

lnn
4n2

C o.lnn=n2/
��

�
1

2en

�
D lim
n!1

n lnn
� ln.2�/
2en lnn

C
lnn
4n2

C o.lnn=n2/
�

D
ln.2�/
2e

C lim
n!1

ln2 n
4n

C C lim
n!1

o.ln2 n=n/ D
ln.2�/
2e

例14.69证明: 1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

n
D lnnC  C

1

2n
�

1

12n2
C

1

120n4
CO

�
1

n4

�

证明 考虑 Euler-maclaurin公式

定理 14.11. Euler-maclaurin公式

~

设 f .t/是定义在 Œ1;C1/的函数, f .2k/.t/都具有相同的符号,且当 t ! 1时,有 f .2kC1/.t/ ! 0.

Z n

1
f .t/dt D

nX
kD1

f .k/ �
f .n/

2
CR �

mX
kD1

B2k

.2k/Š
f 2k�1.n/

� �n
B2mC2

.2mC 2/Š
f 2mC1.n/; �n 2 .0; 1/:

其中, R D lim
n!1

Rn

Rn D �
f .1/

2
�

mX
kD1

B2k

.2k/Š
f 2k�1.1/

C
1

.2mC 2/Š

n�1X
iD1

Z 1

0
.B2mC2.t/ � B2mC2/f

.2mC2/.i C t /dt;

令 f .x/ D
1

x
,则 f 2k�1.n/ D �

.2k � 1/Š

n2k
.k D 1; 2; � � � /. 我们有

lnn D �
1

2n
C C C

mX
kD1

B2k.2k/

n2k
C �n

B2mC2

n2kC1.2k C 2/
; �n 2 .0; 1/: (14.13)
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再由  常数的定义

1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

n
D lnnC  C "n

代入 (14.13)式并令 n ! 1,可知 C D � ,且得到 "n 的如下展开式

"n D
1

2n
�

mX
kD1

B2k

n2k.2k/
� �n

B2mC2

n2kC1.2k C 2/
; �n 2 .0; 1/:

1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

n
D lnnC  C

1

2n
�

mX
kD1

B2k

n2k.2k/
� �n

B2mC2

n2kC1.2k C 2/
; �n 2 .0; 1/:

例14.70 Define
An D

n

n2 C 12
C

n

n2 C 22
C � � � C

n

n2 C n2

Find
lim
n!1

n

�
n
��
4

� An

�
�
1

4

�
Proposed by Yong-xi Wang, China

证明 考虑 Euler-maclaurin公式

bX
nDa

f .n/ �

Z b

a
f .x/dx C

1

2

�
f .a/C f .b/

�
C

nX
kD1

B2k

.2k/Š

�
f .2k�1/.b/ � f .2k�1/.a/

�
D

Z b

a
f .x/dx C

1

2

�
f .a/C f .b/

�
C

1

12

�
f 0.b/ � f 0.a/

�
�

1

720

�
f .3/.b/ � f .3/.a/

�
CRk

表 14.3: f .x/及其奇数阶导数在 x D 0与 x D n的值

Start f .x/ f 0.x/ f .3/.x/ f .5/.x/ � � �

8x 2 R n

n2 C x2
�

2nx

.n2 C x2/2
24xn

.n2 C x2/3
�

48x3n

.n2 C x2/4
�

720nx

.n2 C x2/4
C

3840x3n

.n2 C x2/5
�

3840x5n

.n2 C x2/6
� � �

x D 0
1

n
0 0 0 � � �

x D n
1

2n
�
1

2n2
0

15

n6
� � �

代入表 14:3得
nX
kD0

n

n2 C k2
D
�

4
C

3

4n
�

1

24n2
C o

� 1
n3

�
即得

An D
�

4
�
1

4n
�

1

24n2
C

1

2016n6
C o

� 1
n6

�
因此

lim
n!1

n

�
n
��
4

� An

�
�
1

4

�
D

1

24

证明 考虑 Euler-maclaurin公式

bX
nDa

f .n/ �

Z b

a
f .x/dx C

1

2

�
f .a/C f .b/

�
C

nX
kD1

B2k

.2k/Š

�
f .2k�1/.b/ � f .2k�1/.a/

�
故

nX
kD1

f
�k
n

�
� n

Z 1

0
f .x/dx C

f .1/ � f .0/

2
C

nX
kD1

B2k

.2k/Š

�
f .2k�1/.1/ � f .2k�1/.0/

� 1

n2k�1
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D n

Z 1

0
f .x/dx C

f .1/ � f .0/

2
C

1

12n

�
f 0.1/ � f 0.0/

�
�

1

720n3

�
f .3/.1/ � f .3/.0/

�
C

1

30240n5

�
f .5/.1/ � f .5/.0/

�
CRn

令 f .x/ D
1

1C x2
,则

Z 1

0

1

1C x2
dx D

�

4

1

n

nX
kD1

f
�k
n

�
D
1

n

nX
kD1

1

1C .k=n/2
D

nX
kD1

n

n2 C k2
D An I

f .1/ � f .0/ D
1

2
� 1 D �

1

2

f 0.1/ � f 0.0/ D �
1

2
� 0 D �

1

2

故
�

4
D An C

1

4n
C

1

24n2
C o

� 1
n3

�
因此

lim
n!1

n

�
n
��
4

� An

�
�
1

4

�
D

1

24

� 练习 14.25设 An D
n

n2 C 1
C

n

n2 C 22
C � � � C

n

n2 C n2
.求极限:

lim
n!C1

n4
�
1

24
� n

�
n
��
4

� An

�
�
1

4

��
解这里提供一个一般的方法.

定义 14.7. Euler-maclaurin求和公式

|

设函数 f 2 C .2mC2/
�
a; b

�
; h D

b � a

n
; xi D aC ih; i D 0; 1; � � � ; n;则

b � a

n

nX
iD1

1

2
Œf .xi�1/C f .xi /� �

Z b

a

f .x/ dx

D

mX
kD1

B2k

.2k/Š
h2k

h
f .2k�1/.b/ � f .2k�1/.a/

i
C

B2mC2

.2mC 2/Š
h2mC2f .2mC2/.�/.b � a/

其中 � 2 Œa; b�; B2k.k D 1; 2; � � � ; mC 1/是 Bernoulli数

取 a D 0; b D 1; f .x/ D
1

1C x2
,则 h D

1

n
; xi D

i

n
; An D

1

n

nX
iD1

f .xi /， 则

An C
1

4n
�
�

4
D
1

2

��
An �

1

2n
C
1

n

�
C An

�
�
�

4

D
B2

2Š
�
1

n2
Œf 0.1/ � f 0.0/�C

B4

4Š
�
1

n4
Œf 000.1/ � f 000.0/�

C
B6

6Š
�
1

n6

�
f .5/.1/ � f .5/.0/

�
C
B8

8Š
�
1

n8
f .8/.�/

其中, � 2 Œ0; 1�也即

n4
�
1

24
� n

�
n
��
4

� An

�
�
1

4

��
D

1

2016
C
B8

8Š
�
1

n8
f .8/.�/

注意到 f .8/.�/有界,因此 n ! C1时所求极限为
1

2016

例14.71 Define

Sn D

nX
kD1

1

nC k
D

1

nC 1
C

1

nC 2
C � � � C

1

2n
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Find
lim
n!1

n

�
1

4
� n

�
ln 2 � Sn

��
解考虑 Euler-maclaurin公式
bX
nDa

f .n/ �

Z b

a

f .x/dx C
1

2

�
f .a/C f .b/

�
C

nX
kD1

B2k

.2k/Š

�
f .2k�1/.b/ � f .2k�1/.a/

�
D

Z b

a

f .x/dx C
1

2

�
f .a/C f .b/

�
C

1

12

�
f 0.b/ � f 0.a/

�
�

1

720

�
f .3/.b/ � f .3/.a/

�
CRk

表 14.4: f .x/及其奇数阶导数在 x D 0与 x D n的值

Start f .x/ f 0.x/ f .3/.x/ f .5/.x/ f .7/.x/ � � �

8x 2 R
1

nC x
�

1

.nC x/2
�

6

.nC x/4
�

120

.nC x/6
�

5040

.nC x/8
� � �

x D 0
1

n
�
1

n2
�
6

n4
�
120

n6
�
5040

n8
� � �

x D n
1

2n
�
1

4n2
�
3

8n4
�
15

8n6
�
315

16n8
� � �

代入表 14:4得
nX
kD0

1

nC k
D ln 2C

3

4n
C

1

16n2
�

1

128n4
C

1

256n6
C o

� 1
n6

�
即得

Sn D ln 2 �
1

4n
C

1

16n2
�

1

128n4
C o

� 1
n4

�
因此

lim
n!1

n

�
1

4
� n

�
ln 2 � Sn

��
D

1

16

� 练习 14.26求极限
lim
n!1

��1
n

�n
C

�2
n

�n
C � � � C

�n
n

�n�
解 [19]由 Euler-maclaurin公式

m�1X
jD0

f .j / D

Z m

0

f .x/dx C

1X
kD1

Bk

kŠ

�
f .k�1/.m/ � f .k�1/.0/

�
:

令 f .x/ D xn,我们有
nX
kD1

�k
n

�n
D 1C

n�1X
kD1

�k
n

�n
D 1C

1

nn

n�1X
kD0

kn

D 1C
1

nn

Z n

0

xn dx C
1

nn

1X
kD1

Bk

kŠ

�
f .k�1/.n/ � f .k�1/.0/

�
D 1C

n

nC 1
C

1

nn

nX
kD1

Bk

kŠ
f .k�1/.n/

D 1C
n

nC 1
C

1

nn

nX
kD1

�
Bk

kŠ
nn�kC1

�
n.n � 1/ � � � .n � k C 2/

��

D 1C
n

nC 1
C

nX
kD1

�
Bk

kŠ
n1�k

�
n.n � 1/ � � � .n � k C 2/

��
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D 1C
n

nC 1
C

nX
kD1

Bk

kŠ

�
1CO

�1
n

��

D 1C
n

nC 1
C

nX
kD1

Bk

kŠ
C

1X
kD1

Bk

kŠ
O
�1
n

�
又

1X
kD0

Bk

kŠ
xk D

x

ex � 1
H) lim

n!1

nX
kD1

Bk

kŠ
D

1

e � 1
� 1

故

lim
n!1

��1
n

�n
C

�2
n

�n
C � � � C

�n
n

�n�
D

e

e � 1

例14.72证明: lim
s!0C

1X
nD0

.�1/ne�sn2

D
1

2
:

解令 fs.x/ D e�sx2

,利用 Euler-Maclaurin公式,我们有
NX
nD0

fs.n/ D

Z N

0

fs.x/dx C
fs.0/C fs.N /

2
C
f 0
s .0/C f 0

s .N /

12
�
1

2

Z N

0

B2.x/f
00
s .x/ dx

因为 f 0
s .x/ D �2sxe�sx2

, f 00
s .x/ D 2se�sx2

.2sx2 � 1/,我们可以得到Z N

0

fs.x/ dx !

Z C1

0

fs.x/dx D

Z C1

0

e�sx2 dx D

p
�

2
�
1

p
s

fs.0/C fs.N / D 1C e�sN2

! 1

f 0
s .0/C f 0

s .N / D �2sNe�sN2

! 0Z N

0

B2.x/f
00
s .x/ dx !

Z C1

0

B2.x/f
00
s .x/dx D

Z C1

0

B2.x/2se
�sx2

.2sx2 � 1/dx

D 2
p
s

Z C1

0

B2.
xp
s
/e�x2

.2x2 � 1/dx

令 N ! C1,因此,我们有
1X
nD0

e�sn2

D

p
�

2
�
1

p
s

C
1

2
� 2

p
s

Z C1

0

B2.
xp
s
/e�x2

.2x2 � 1/dx:

因为 B2.x/有界,我们可以得到
1X
nD0

e�sn2

D

p
�

2
�
1

p
s

C
1

2
CO.

p
s/

令 s ! 0C,故

lim
s!0C

1X
nD0

.�1/ne�sn2

D
1

2
D 2

1X
nD0

e�4sn2

�

1X
nD0

e�sn2

D
1

2
CO.

p
s/:

定理 14.12. Abel-Plana formula

~

1X
nD0

f .n/ D

Z 1

0

f .x/dx C
1

2
f .0/C i

Z 1

0

f .it/ � f .�it/
e2�t � 1

dt
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14.3.2.1 变符号项的和式的估计

定理 14.13.变符号项的和式的估计

~

设 f .x/在 Œ0;C1/上是正值函数, f 00.x/在任意有限区间可积. 则
2nC1X
kD0

.�1/kf .k/ D
1

2

�
f .0/ � f .2nC 2/

�
CO

�Z 2nC2

0

jf 00.x/j dx
�
:

证明 [20]由简单的计算,可以知道

f .2k C 1/ � f .2k/ D f 0.2k/C

Z 2kC1

2k
.2k C 1 � x/f 00.x/dx

以及
1

2

Z 2kC2

2k
f 0.x/dx D f 0.2k/C

1

2

Z 2kC2

2k
.2k C 2 � x/f 00.x/dx (14.14)

因此,

f .2k C 1/ � f .2k/ D
1

2

Z 2kC2

2k
f 0.x/dx �

1

2

Z 2kC2

2k
.2k C 2 � x/f 00.x/dx

C

Z 2kC1

2k
.2k C 1 � x/f 00.x/dx

D
1

2

Z 2kC2

2k
f 0.x/dx �

1

2

Z 2kC2

2k
f 00.x/dx C

1

2

Z 2kC2

2k
jx � 2k � 1jf 00.x/dx

D
1

2

Z 2kC2

2k
f 0.x/dx �

1

2

Z 2kC2

2k
.1 � jx � 2k � 1j/f 00.x/dx

由此得到

nX
kD0

�
f .2k C 1/ � f .2k/

�
C
1

2

nX
kD0

Z 2kC2

2k
f 0.x/dx D

1

2

nX
kD0

Z 2kC2

2k
.1 � jx � 2k � 1j/f 00.x/dx

即是

2nC1X
kD0

.�1/kf .k/C
1

2

Z 2nC2

0
f 0.x/dx D

nX
kD0

Z 2kC2

2k
O
�
jf 00.x/j

�
dx

D O

 Z 2kC2

2k
jf 00.x/j dx

!

定理证毕.

例14.73估计和式
2nC1X
kD0

.�1/k
p
k C 1:

解令 f .x/ D
p
x C 1,则

f 00.x/ D �
1

4
.x C 1/�

3
2 :

得到
2nC1X
kD0

.�1/k
p
k C 1 D �

1

2

p
2nC 2CO.1/
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定理 14.14.变符号项的和式更精细的估计

~

设 f .x/在 Œ0;C1/上是正值函数, f 000.x/在任意有限区间可积. 则
2nC1X
kD0

.�1/kC1f .k/ D
1

2

�
f .0/ � f .2nC 2/

�
C
1

4

�
f 0.0/ � f 0.2nC 2/

�
CO

�Z 2nC2

0

jf 000.x/j dx
�
:

证明 [20]利用泰勒公式

f .aC h/ D f .a/C hf 0.a/C
h2

2
f 00.a/C

Z aCh

a

1

2
.aC h � x/2f 000.x/dx;

我们得到

f .2k C 1/ � f .2k/ D f 0.2k/C
1

2
f 00.2k/C

Z 2kC1

2k

1

2
.2k C 1 � x/2f 000.x/dx (14.15)

由 (14.14)式,又有

f 0.2k/ D
1

2

Z 2kC2

2k
f 0.x/dx �

1

2

Z 2kC2

2k
.2k C 2 � x/f 00.x/dx;

以及

f 00.2k/ D
1

2

Z 2kC2

2k
f 00.x/dx �

1

2

Z 2kC2

2k
.2k C 2 � x/f 000.x/dx:

将此二式代入 (14.15)式,得到

f .2k C 1/ � f .2k/ (14.16)

D
1

2

Z 2kC2

2k
f 0.x/dx �

1

2

Z 2kC2

2k
.2k C 2 � x/f 00.x/dx C

1

4

Z 2kC2

2k
f 00.x/dx

�
1

4

Z 2kC2

2k
.2k C 2 � x/f 00.x/dx C

Z 2kC2

2k

1

2
.2k C 2 � x/2f 000.x/dx

(14.17)

D
1

2

Z 2kC2

2k
f 0.x/dx �

1

4

Z 2kC2

2k
f 00.x/dx �

1

2

Z 2kC2

2k
.2k C 1 � x/f 00.x/dx

�
1

4

Z 2kC2

2k
.2k C 2 � x/f 00.x/dx C

Z 2kC1

2k

1

2
.2k C 1 � x/2f 000.x/dx

由分部积分可以得到Z 2kC2

2k
.2k C 1 � x/f 00.x/dx D �

1

2

 
f 00.2k C 2/ � f 00.2k/ �

Z 2kC2

2k
.2k C 1 � x/2f 000.x/dx

!

D �
1

2

Z 2kC2

2k
f 000.x/dx C

1

2

Z 2kC2

2k

1

2
.2k C 1 � x/2f 000.x/dx:

代入式(14.16),得到

f .2k C 1/ � f .2k/ D
1

2

Z 2kC2

2k
f 0.x/dx �

1

4

Z 2kC2

2k
f 00.x/dx CO

 Z 2nC2

0
jf 000.x/j dx

!

因此,

nX
kD0

�
f .2k C 1/ � f .2k/

�
D
1

2

Z 2.nC1/

0
f 0.x/dx �

1

4

Z 2.nC1/

0
f 00.x/dx CO

 Z 2.nC1/

2k
jf 000.x/j dx

!
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D
1

2

�
f .2nC 2/ � f .0/

�
C
1

4

�
f 0.2nC 2/ � f 0.0/

�
CO

 Z 2nC2

0
jf 000.x/j dx

!
:

定理证毕.



第 15章 傅里叶级数

15.1 函数展开成傅里叶级数

定理 15.1.傅里叶级数

~

设设 f .x/是周期为 2� 的周期函数,且能展开成三角级数

f .x/ D
a0

2
C

1X
kD1

.ak cos kx C bk sin kx/ (15.1)

右端级数可逐项积分,则有8̂̂<̂
:̂
an D

1

�

Z �

��

f .x/ cosnxdx .n D 0; 1; 2; 3; � � � /

bn D
1

�

Z �

��

f .x/ sinnxdx .n D 1; 2; 3; � � � /

(15.2)

如果公式 .15:2/中的积分都存在,这时他们定出的系数 a0,a1,b1,� � � 叫做函数 f .x/的
::
傅

::
里

::
叶

::::::::
(Fourier)

::
系

::
数,将这些系数带入到 .15:1/式的右端,所得到的三角级数

a0

2
C

1X
nD1

.an cosnx C bn sinnx/ (15.3)

叫做函数 f .x/的
::
傅

::
里

::
叶

::
级

::
数

例15.1设 f .x/是 Œ0; 2��上的单调函数,则

an D O
�1
n

�
; bn D O

�1
n

�
解 1因 f .x/是 Œ0; 2��上的单调函数,所有 9M > 0;8x 2 Œ0; 2��; jf .x/j ⩽ M . 又根据第二积分中
值定理, 9� 2 .0; 2�/,使

an D
1

�

Z 2�

0

f .x/ cosnx dx

D
1

�
f .0/

Z �

0

cosnx dx C
1

�
f .2�/

Z 2�

�

cosnx dx

D
sinn�
n�

�
f .0/ � f .2�/

�
所以

janj ⩽ 1

n�
j sinn�j

�
jf .0/j C f .2�/

�
⩽ 2M

�

1

n

于是 an D O
�1
n

�
. 同理可证: bn D O

�1
n

�
.

例15.2设 f .x/是周期为 2� 的周期函数,它在 Œ��; �/上的表达式为

f .x/ D jxj,将 f .x/展开成傅里叶级数,并求
1X
nD1

1

n2
的和

解 a0 D
1

�

Z �

��

jxj dx, an D
1

�

Z �

��

jxj cosnx dx D
2

�n2
.cosn� � 1/

当 n ⩾ 1时, a2n D 0 , a2n�1 D
4

�.2n � 1/2

1数学分析选讲 P426
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bn D
1

�

Z �

��

jxj sinnx dx D 0

当 x 2 Œ��; �/时,

f .x/ D jxj D
�

2
C

1X
nD1

�
�

4

�.2n � 1/2
cosnx

�
当 x D 0时,

0 D
�

2
C

1X
nD1

�
�

4

�.2n � 1/2

�
H)

1X
nD1

1

.2n � 1/2
D
�2

8

s D

1X
nD1

1

n2
D

1X
nD1

1

.2n/2
C

1X
nD1

1

.2n � 1/2
D
1

4
s C

�2

8

故
1X
nD1

1

n2
D
�2

6

15.2 正弦级数与余弦级数

定义 15.1.正弦级数

|

对周期为 2� 的奇函数 f .x/,其傅里叶级数为正弦级数,它的傅里叶系数为8̂<̂
:
an D 0 .n D 0; 1; 2; 3; � � � /

bn D
2

�

Z �

0

f .x/ sinnxdx .n D 1; 2; 3; � � � /
(15.4)

即知奇函数的傅里叶级数只是含有正弦项的
::
正

::
弦

::
级

::
数

1X
nD1

bn sinnx (15.5)

例15.3计算:
1X
nD1

sinn
n

D
� � 1

2

解将函数 f .x/ D
� � x

2
.0 ⩽ x ⩽ �/展开成正弦级数. 作

'.x/ D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
f .x/ ; x 2 .0; ��

0 ; x D 0

�f .�x/ ; x 2 .��; 0/

'.x/ 是 f .x/ 的奇延拓. 令 ˆ.x/ 是 '.x/ 的周期延拓, 则 ‰.x/ 满足收敛定理的条件, 而在 x D

2k� .k 2 Z/处间断,又在 .0; ��上‰.x/ � f .x/;因此‰.x/的傅里叶级数在 .0; ��上收敛于 f .x/.

a0 D 0 .n D 0; 1; 2; � � � /

bn D
2

�

Z �

0

� � x

2
sinnx dx D

2

�

�
x � �

2
cosnx �

1

2n2
sinnx

��
0

D
1

n
.n D 1; 2; � � � /

故 f .x/ D
� � x

2
D

1X
nD1

sinnx
n
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例15.4 [21]求:
1X
nD1

.�1/n

.2nC 1/3

解构造 f .x/ D x2; .0 ⩽ x ⩽ �/,将 f .x/展开成正弦级数,有

x2 D
2

�

1X
nD1

�
.�1/nC1�

2

n
C

2

n3

�
.�1/n � 1

��
sin.nx/ ; .0 ⩽ x ⩽ �/

令 x D
�

2
2 .0 ⩽ x ⩽ �/,有

�2

4
D
2

�

1X
nD0

�
.�1/nC1�

2

n
C

2

n3

�
.�1/n � 1

��
sin.n�

2
/

D
2

�

1X
nD0

�
.�1/n

�2

2nC 1
C
.�1/nC14

.2nC 1/3

�

D 2�

1X
nD0

.�1/n

2nC 1
C
8

�

1X
nD0

.�1/nC1

.2nC 1/3

故有
1X
nD0

.�1/nC1

.2nC 1/3
D
�3

32
�
�2

4

1X
nD0

.�1/n

2nC 1

而
1X
nD0

.�1/n

2nC 1
D arctan 1 D

�

4
,因此

1X
nD0

.�1/n

.2nC 1/3
D �

�
�3

32
�
�2

4
�
�

4

�
D
�3

32

1X
nD1

.�1/n

.2nC 1/3
D
�3

32
� 1

定义 15.2.余弦级数

|

对周期为 2� 的偶函数 f .x/,其傅里叶级数为余弦级数,它的傅里叶系数为8̂<̂
:
an D

2

�

Z �

0

f .x/ cosnxdx .n D 0; 1; 2; 3; � � � /

bn D 0 .n D 1; 2; 3; � � � /

(15.6)

即知偶函数的傅里叶级数是只含有常数项和余弦项的
::
余

::
弦

::
级

::
数

a0

2
C

1X
nD1

an cosnx (15.7)

例15.5设 x2 D

1X
nD0

an cosnx .��; �/,则 a2 D

解根据余弦级数的定义,有

a2 D
2

�

Z �

0

x2 cos.2x/ dx D 1

例15.6证明:
1X
nD1

1

n4
D
�4

90

证明 取 f .x/ D x4,在 Œ��; ��上展开成傅里叶级数

a0 D
2

�

Z �

0
x4 dx D

2

�

�
1

5
x5
��
0

D
2�4

5
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an D
2

�

Z �

0
x4 cosnx dx D

8�2n2 � 48

n4
cosn� .n D 0; 1; 2; 3; � � � /

bn D 0 .n D 1; 2; 3; � � � /

于是

x4 D
�4

5
C

1X
nD1

8�2n2 � 48

n4
cosn� cosnx .�� ⩽ x ⩽ �/

令 x D � 得

�4 D
1

5
�4 C

1X
nD1

8n2�2 � 48

n4
cos2 n�

D
1

5
�4 C 8�2

1X
nD1

1

n2
� 48

1X
nD1

1

n4

故
1X
nD1

1

n4
D
�4

48

�
�1C

1

5
C
8

6

�
D
�4

48
�
8

15
D

1

90
�4:

例15.7 证明:
1X
nD1

1

n4
D
�4

90

证明 取 f .x/ D x3. 将 f .x/在 Œ��; ��上展开成余弦级数

a0 D
2

�

Z �

0
x3 dx D

�3

2

an D
2

�

Z �

0
x3 cosnx dx D

6.�2n2 � 2/.�1/n C 12

�n4
.n D 0; 1; 2; 3; � � � /

因此,

x3 D
�3

4
C

1X
nD1

6.�2n2 � 2/.�1/n C 12

�n4
cos.nx/ ; x 2 Œ��; ��

令 x D � ,得

�3 D
�3

4
C

1X
nD1

6.�2n2 � 2/.�1/n C 12

�n4
cos.n�/

3�3

4
D 6�

1X
nD1

1

n2
�
12

�

1X
nD1

1

n4
C
12

�

1X
nD1

.�1/n

n4

而
1X
nD1

.�1/n

n4
D

1X
nD1

1

n4
� 2

1X
nD1

1

.2n/4
D �

7

8

1X
nD1

1

n4

又

1X
nD1

1

n2
D
�2

6
,因此

1X
nD1

1

n4
D
�4

90

例15.8设 a不为整数,将 f .x/ D cos ax 在 Œ��; ��上展开为 Fourier级数

证明 将 f .x/延拓为正规数轴上的以 2� 为周期的函数,记延拓后的函数为 Of .x/,则 Of .x/是 .�1;C1/上

的周期为 2� 的连续偶函数. 因此,

an D
1

�

Z �

��
f .x/ cosnx dx D

2

�

Z �

0
cos ax cosnx dx

D
.�1/n

�

2a sin a�
a2 � n2

; n D 0; 1; 2; � � � ;

bn D
1

�

Z �

��
f .x/ sinnx dx D

1

�

Z �

��
cos ax sinnx dx 奇函数

HHHHHH 0; n D 1; 2; � � � :
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故 Of .x/的 Fourier级数为

Of .x/ D
sin ax
�

"
1

a
C

1X
nD1

.�1/n
2a

a2 � n2
cosnx

#
; x 2 .�1;C1/:

限制在 Œ��; ��上就有

cos ax D
sin ax
�

"
1

a
C

1X
nD1

.�1/n
2a

a2 � n2
cosnx

#
; x 2 Œ��; ��:

上式令 x D 0,就可得
�

sin ax D
1

a
C

1X
nD1

.�1/n
2a

a2 � n2
; a … Z:

例15.9证明: cot x D
1

x
C

1X
nD1

2x

x2 � n2�2
; x ¤ 0;˙�;˙2�; � � � :

证明 令 ˛ 2 .0; 1/,利用 cos˛x在 Œ��; ��上的 Fourier展开式

cos˛x D
sin ax
�

"
1

˛
C

1X
nD1

.�1/n
2˛

˛2 � n2
cosnx

#
; x 2 Œ��; ��

令 x D � 得

cos˛� D
sin a�
�

"
1

˛
C

1X
nD1

.�1/n
2˛

˛2 � n2
cosn�

#
再令 a� D t ,即得

cot t D
1

t
C
1

�

1X
nD1

2 t��
t
�

�2
� n2

D
1

t
C

1X
nD1

2t

t2 � n2�2
; t ¤ 0;˙�;˙2�; � � � :

� 练习 15.1证明:
C1X
nD1

1

n4
D
�4

90

证明

�x cot�x D 1C

1X
nD1

2x2

x2 � n2
D 1 � 2x2

1X
nD1

1

n2
� 2x4

1X
nD1

1

n4
� 2x6

1X
nD1

1

n6
� � � � (15.8)

�x1=2 cot�x1=2 D 1 � 2x

1X
nD1

1

n2
� 2x2

1X
nD1

1

n4
� 2x3

1X
nD1

1

n6
� � � �

For z � 0:

z cot z D
z

tan z �
z

z C z3=3C 2z5=15
D

1

1C z2=3C 2z4=15
(15.9)

� 1 �
z2

3
C
2z4

15
C
z2

3
C
2z4

15

2

� 1 �
z2

3
�
2z4

15
C
z4

9
D 1 �

z2

3
�
z4

45
(15.10)

�x1=2 cot�x1=2 � 1 �
�2

3
x �

�4

45
x2

1X
nD1

1

n4
D � �

�4

45
D
�4

90

例15.10证明:
1

sin t
D
1

t
C
1

�

1X
nD1

.�1/n
2t

t2 � n2�2
; t ¤ 0;˙�;˙2�; � � � :
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证明 令 ˛ 2 .0; 1/,利用 cos˛x在 Œ��; ��上的 Fourier展开式

cos˛x D
sin˛x
�

"
1

˛
C

1X
nD1

.�1/n
2˛

˛2 � n2
cosnx

#
; x 2 Œ��; ��

令 x D 0得

1 D
sin˛�
�

�
1

˛
C

1X
nD1

.�1/n
2˛

˛2 � n2

�
;

1

sin a� D
1

˛�
C
1

�

1X
nD1

.�1/n
2˛

˛2 � n2
;

再令 ˛� D t ,即得

1

sin t
D
1

t
C
1

�

1X
nD1

.�1/n
2 t��

t
�

�2
� n2

D
1

t
C
1

�

1X
nD1

.�1/n
2t

t2 � n2�2
; t ¤ 0;˙�;˙2�; � � � :

例15.11证明: sin x D x

1Y
nD1

�
1 �

x2

n2�2

�
; x 2 .0; �/

证明 令 ˛ 2 .0; 1/,利用 cos˛x在 Œ��; ��上的 Fourier展开式

cos˛x D
sin ax
�

"
1

˛
C

1X
nD1

.�1/n
2˛

˛2 � n2
cosnx

#
; x 2 Œ��; ��

令 x D � 得

cot�˛ �
1

�˛
D
2˛

�

1X
nD1

1

˛2 � n2
; ˛ 2 .�1; 1/ (15.11)

(15.11)式对 ˛从 0到 t 上积分,

ln sin�t
�t

D

1X
nD1

ln
 
1 �

t2

n2

!
; t 2 .0; 1/

最后,令 x D �t ,得
sin x
x

D

1Y
nD1

 
1 �

x2

�2n2

!
; x 2 .0; �/

例15.12求极限: I D lim
n!1

�
1C

1

12

��
1C

1

22

�
� � �

�
1C

1

n2

�
.

证明 收敛是没有问题的. 考虑 sin x的无穷乘积公式

sin x D x

�
1 �

x2

�2

��
1 �

x2

22�2

�
� � � D x

1Y
nD1

�
1 �

x2

n2�2

�

取 x D i� 然后利用复变函数中 sin z的展开式 sin z D

1X
nD0

.�1/n
z2nC1

.2nC 1/Š
,得

sin.i�/ D

1X
nD0

.�1/n
.i�/2nC1

.2nC 1/Š
D i

1X
nD0

.�1/n
�2nC1

.2nC 1/Š

故

lim
n!1

1Y
nD1

�
1C

1

n2

�
D
1

�
�

1X
nD0

.�1/n
�2nC1

.2nC 1/Š
D

1

2�
.e� � e� /
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15.3 一般周期函数的傅里叶级数

定理 15.2.狄利克雷 (Dirichlet)收敛定理

~

设 f .x/是以 2l 为周期的可积函数,如果在 Œ�l; l �上 f .x/满足:
1. 连续或只有有限个第一类间断点;
2. 只有有限个极值点;

则 f .x/的傅里叶级数处处收敛,记其和函数为 S.x/,则

S.x/ D
a0

2
C

1X
nD1

�
an cos n�x

l
C bn sin n�x

l

�
(15.12)

且 S.x/ D

8̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

f .x/ x为连续点

f .x � 0/C f .x C 0/

2
x为第一类间断点

f .�l C 0/C f .l � 0/

2
x为端点

例15.13 假设 f .x/ D

�
x C 1; �1 ⩽ x ⩽ 0

x � 1; 0 < x ⩽ 1
的周期为 2 傅里叶级数 S.x/, 则在 x D �

1

2
; x D

0; x D 1; x D
3

2
处 S.x/分别收敛于 ; ; ;

解

S.x/ D

8̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

f .x/ x 为连续点

f .x � 0/C f .x C 0/

2
x 为第一类间断点

f .�l C 0/C f .l � 0/

2
x 为端点

画图可知，x D �
1

2
为 f .x/的连续点，故

S.�1
2
/ D f .�1

2
/ D

1

2

x D 0为 f .x/的间断点，故

S.0/ D
f .0�/C f .0C/

2
D
1C .�1/

2
D 0

x D 1为 f .x/的端点，故

S.1/ D S.�1/ D
f .�1C 0/C f .1 � 0/

2
D
0C 0

2
D 0

根据周期性 S.3
2
/ D S.�1

2
/ D

1

2

定理 15.3. Œ�l; l �上 f .x/的傅里叶展开

设周期为 2l 的周期函数 f .x/满足收敛定理的条件，则它的傅里叶级数展开式为

f .x/ D
a0

2
C

1X
nD1

�
an cos n�x

l
C bn sin n�x

l

�
.x 2 C/ (15.13)
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~

其中 8̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

a0 D
1

l

Z l

�l

f .x/dx

an D
1

l

Z l

�l

f .x/ cos n�x
l

dx .n D 0; 1; 2; 3; � � � /

bn D
1

l

Z l

�l

f .x/ sin n�x
l

dx .n D 1; 2; 3; � � � /

(15.14)

例15.14 设函数 f .x/是以为 2� 周期的周期函数,且 f .x/ D e˛x .0 ⩽ x ⩽ 2�/,其中 ˛ ¤ 0,试将

f .x/展开成傅立叶级数,并求级数
1X
nD1

1

1C n2
的和.

解先求出系数:

a0 D
1

�

Z 2�

0

e˛x dx D
1

a�
.e2�˛ � 1/

an D
1

�

Z 2�

0

e˛x cosnx dx D
e2�˛ � 1

�
�

˛

˛2 C n2
; n D 1; 2; � � �

bn D
1

�

Z 2�

0

e˛x sinnx dx D �
e2�a � 1

�
�

n

˛2 C n2
; n D 1; 2; � � �

由狄利克雷收敛定理知

e˛x D
e2�˛ � 1

�

"
1

2a
C

1X
nD1

˛ cosnx � n sinnx
˛2 C n2

#
; 0 ⩽ x ⩽ 2�

令 ˛ D 1, x D 0,由狄利克雷收敛定理知

e2�˛ � 1

�

"
1

2
C

1X
nD1

1

1C n2

#
D
f .0/C f .2�/

2
D
e2� C 1

2

故,
1X
nD1

1

1C n2
D
�

2
�
e2� C 1

e2� � 1
�
1

2

例15.15计算 arctan
�

r sin �
1C r cos �

�
的 Fourier series.

解考虑 z D r.cos � C i sin �/,则
1

1C z
D

1C z

.1C z/.1C z/
D

1

1C r cos � C ir sin �

D
1C r cos �

1C 2r cos � C r2
� i �

r sin �
1C 2r cos � C r2

于是，记

a D
1C r cos �

1C 2r cos � C r2
; b D �

r sin �
1C 2r cos � C r2

我们得到
1

1C z
D aC ib,那么它的辐角

' D arctan b
a

D � arctan
�

r sin �
1C r cos �

�

aC ib D

p
a2 C b2

�
a

p
a2 C b2

C i �
b

p
a2 C b2

�
D

p
a2 C b2.cos' C i sin'/ D

p
a2 C b2ei'
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又注意到 p
a2 C b2 D jaC bi j D

1

j1C zj
D

1p
.1C z/.1C z/

所以
1

1C z
D

1p
.1C z/.1C z/

ei'

就是

�i' D i arctan
�

r sin �
1C r cos �

�
D
1

2
.ln.1C z/ � ln.1C z//

这时，利用 ln.1C z/ D

1X
nD1

.�1/n�1

n
zn及 z D r cos � C ir sin � ,得到

ln.1C z/ D

1X
nD1

.�1/n�1

n
.rn cosn� C irn sinn�/

ln.1C z/ D ln.1C z/ D

1X
nD1

.�1/n�1

n
.rn cosn� � irn sinn�/

于是，自然就得到

arctan
�

r sin �
1C r cos �

�
D

1X
nD1

.�1/n�1

n
rn sinn�

这个不是别的，就是它的 Fourier Series. 另外，若令 r D �1,则
1X
nD1

sinn�
n

D arctan
� sin �
1 � cos �

�
D
� � �

2

例15.16设 f .x/在 .�1;C1/可导,且 f .x/ D f .x C 2/ D f .x C
p
3/

用 Fourier级数理论证明 f .x/为常数

证明 由 f .x/ D f .x C 2/ D f .x C
p
3/可知, f 为以 2,

p
3为周期的周期函数，

所以它的 Fourier系数为:

an D

Z 1

�1
f .x/ cosn�x dx ; bn D

Z 1

�1
f .x/ sinn�x dx

由于 f .x/ D f .x C
p
3/,所以

an D

Z 1

�1
f .x/ cosn�x dx D

Z 1

�1
f .x C

p
3/ cosn�x dx

D

Z 1C
p
3

�1C
p
3
f .t/ cosn�.t �

p
3/dt

D

Z 1C
p
3

�1C
p
3
f .t/

�
cosn�t cos

p
3n� C sinn�t sin

p
3n�

�
dt

D cos
p
3n�

Z 1C
p
3

�1C
p
3
f .t/ cosn�t dt C sin

p
3n�

Z 1C
p
3

�1C
p
3
f .t/ sinn�t dt

D cos
p
3n�

Z 1

�1
f .t/ cosn�t dt C sin

p
3n�

Z 1

�1
f .t/ sinn�t dt

所以 an D an cos
p
3n� C bn sin

p
3n� ;同理可得 bn D bn cos

p
3n� � an sin

p
3n� .

联立,有 8<:an D an cos
p
3n� C bn sin

p
3n�

bn D bn cos
p
3n� � an sin

p
3n�

得 an D bn D 0 .n D 1; 2; � � � /.
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而 f 可导,其 Fourier级数处处收敛于 f .x/,所以有

f .x/ D
a0

2
C

1X
nD1

.an cosnx C bn sinnx/ D
a0

2

其中 a0 D

Z 1

�1
f .x/dx 为常数

例15.17设 f .x/ 2 C 1.R/以 1为周期, f .x/C f .x C
1

2
/ D f .2x/. 证明: f .x/ � 0.

证明 (by ytdwdw)设 f .x/的 Fourier展开式为

a0

2
C

1X
kD1

.ak cos 2k�x C bk sin 2k�x/

则 f .x/C f .x C
1

2
/的 Fourier展开式为

a0 C

1X
kD1

�
.1C .�1/k/ak cos 2k�x C .1C .1C .�1/k//bk sin 2k�x

�
Da0 C

1X
kD1

.2a2k cos 4k�x C 2b2k sin 4k�x/

而 f .2x/的 Fourier展开式为
a0

2
C

1X
kD1

.ak cos 4k�x C bk sin 4k�x/

比较系数得到 a0 D 0,
ak D 2a2k ; bk D 2b2k ; k ⩾ 1:

从而

ak D 2na2nk ; bk D 2nb2nk ; 8k ⩾ 1; n ⩾ 1:

注意到 f .x/ 2 C 1.R/,从而
lim
n!1

nan D lim
n!1

nbn D 0

所以

ak D lim
n!1

1

k
2nkna2nk D 0 ; bk D lim

n!1

1

k
2nknb2nk D 0 ; 8k ⩾ 1:

这样 f .x/的 Fourier系数均为零,所以 f .x/ � 0.�
注意关于 f .x/ 2 C 1.R/的条件可以减弱为: 设 g.x/以 1为周期,可积且绝对可积,

Z 1

0

g.x/ dx D

0; f .x/ D f .0/C

Z x

0

g.t/dt .

定理 15.4. Œ�l; l �上 f .x/是奇函数的傅里叶展开

~

当 f .x/是奇函数时

f .x/ D

1X
nD1

bn sin n�x
l„ ƒ‚ …

正弦级数

.x 2 C/ (15.15)

其中

bn D
2

l

Z l

0

f .x/ sin n�x
l

dx .n D 1; 2; 3; � � � / (15.16)
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定理 15.5. Œ�l; l �上 f .x/是偶函数的傅里叶展开

~

当 f .x/是偶函数时

f .x/ D

余弦级数‚ …„ ƒ
a0

2
C

1X
nD1

an cos n�x
l

.x 2 C/ (15.17)

其中

an D
2

l

Z l

0

f .x/ cos n�x
l

dx .n D 0; 1; 2; 3; � � � / (15.18)

a0 D
1

l

Z l

�l

f .x/dx

Œ0; l�上f .x/展开成正弦或余弦级数

8̂̂<̂
:̂

作奇延拓
���������!
f .x/!奇函数

正弦级数

作偶延拓
���������!
f .x/!偶函数

余弦级数

例15.18设 f .x/ D

ˇ̌̌̌
x �

1

2

ˇ̌̌̌
; bn D 2

Z 1

0

f .x/ sinn�x dx ; n D 1; 2; � � � .

令 S.x/ D

1X
nD1

bn sinn�x,则求 S.�9
4
/

解作奇延拓

F.x/ D

(f .x/ D

ˇ̌̌̌
x �

1

2

ˇ̌̌̌
; x 2 Œ0; 1�

�f .�x/ D �

ˇ̌̌̌
x C

1

2

ˇ̌̌̌
; x 2 Œ�1; 0�

画图知 x D �
1

4
为 F.x/的连续点，根据周期性

S.�9
4
/ D S.�1

4
/ D �

ˇ̌̌̌
�
1

4
C
1

2

ˇ̌̌̌
D �

1

4

定理 15.6. Parseval等式

~

设 f .x/是 Œ��; ��上的可积和平方可积函数，且有 f .x/ �
a0

2
C

1X
nD1

�
an cosnxCbn sinnx

�
.

则
a20
2

C

1X
nD1

�
a2n C b2n

�
D
1

�

Z �

��

f 2.x/dx

例15.19设 f .x/在 Œ0; ��上可微，若

Z �

0

f .x/dx D 0，则Z �

0

f 2.x/dx ⩽
Z �

0

�
f 0.x/

�2 dx

证明 将 f .x/在 Œ��; ��上作偶延拓，从而可展开成 Fourier余弦级数

f .x/ D

1X
nD1

an cosnx .a0 D 0/

此时，易知有 f .��/ D f .�/

f 0.x/ �

1X
nD1

.�nan/ sinnx
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从而由 a2n ⩽ .�nan/
2 .n D 1; 2; � � � /,根据 Parseval等式，我们有

1

�

Z �

0
f 2.x/dx ⩽ 1

�

Z �

0

�
f 0.x/

�2 dx

例15.20 (Wirtinger不等式)设 f .x/为 Œ��; ��上的连续可微函数,且 f .��/ D f .�/. 如果Z �

��

f .x/ dx D 0:

则 Z �

��

f 2.x/dx ⩽
Z �

��

Œf 0.x/�2 dx;

等号成立当且仅当 f .x/ D a cos x C b sin x

证明 2将 f 延拓为 .�1;C1/上的周期函数,周期为 2� . 则 f 有 Fourier展开

f .x/ D
a0

2
C

1X
nD1

.an cosnx C bn sinnx/

其中

a0 D
1

�

Z �

��
f .x/dx D 0:

f 0.x/的 Fourier展开为

f 0.x/ �

1X
nD1

.nbn cosnx � nan sinnx/:

根据 Parseval等式, Z �

��
f 2.x/dx D �

1X
nD1

.a2n C b2n/

⩽ �

1X
nD1

.n2a2n C n2b2n/ D

Z �

��
Œf 0.x/�2 dx

等号成立当且仅当 an D bn D 0, 8n ⩾ 2.

例15.21证明:
C1X
nD1

1

n2
D
�2

6

证明 考虑函数 f .x/ D x; x 2 .��; �/,将其傅立叶展开

f .x/ D 2

1X
nD1

 
.�1/nC1

n
sinnx

!

利用 Parseval等式
1X
nD1

janj
2

D
1

2�

Z �

��
x2dx

其中 an 为 einx 的系数，即
.�1/n

n
i ,a0 D 0那么有

2

1X
kD1

1

k2
D

1

2�

Z �

��
x2dx D

�2

3
H)

C1X
nD1

1

n2
D
�2

6

例15.22证明
C1X
nD1

1

n4
D
�4

90

2梅加强《数学分析》P380
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证明 取 f .x/ D x2. 将 f .x/在 Œ��; ��上展开成余弦级数

a0 D
1

�

Z �

��
x2 dx D

2�2

3
:

an D
1

�

Z �

��
x2 cosnx dx D

4 cosn�
n2

D
4.�1/n

n2
; 8n D 1; 2; � � �

因此,

x2 D
�2

3
C

1X
nD1

4.�1/n

n2
cosnx ; x 2 Œ��; ��:

根据 Parseval等式
1

2�

Z �

��
f 2.x/dx D

a20
4

C
1

2

1X
nD1

�
a2n C b2n

�
我们有

1

2�

Z �

��
.x2/2 dx D

1

4

 
2�2

3

!2
C
1

2

1X
nD1

�
4

n2

�2
即

�4

5
D
�4

9
C 8

1X
nD1

1

n4
H)

C1X
nD1

1

n4
D
�4

90

例15.23记 f .x/ D

�
1; jxj < ˛

0; ˛ ⩽ jxj < �
的 Fourier系数为 fa0; an; bng,试求级数的和:

S1 D

1X
nD1

sin2 n˛
n2

; S2 D

1X
nD1

cos2 n˛
n2

证明 依题设知 bn D 0 .n 2 N/,

a0 D
2

�

Z ˛

0
dx D

2˛

�

an D
2

�

Z ˛

0
cosnx dx D

2 sinn˛
n�

; n 2 N

根据 Parseval等式
a20
2

C

1X
nD1

�
a2n C b2n

�
D
1

�

Z �

��
f 2.x/dx

我们有

2˛

�
D
2˛2

�2
C

4

�2

1X
nD1

sin2 n˛
n2

H)

1X
nD1

sin2 n˛
n2

D
.� � ˛/˛

2

1X
nD1

cos2 n˛
n2

D

1X
nD1

1 � sin2 n˛
n2

D
�2

6
�
.� � ˛/˛

2
D
�2 � 3�˛ C 3˛2

6

例15.24计算 I D

1X
nD1

sin
�n�
3

� � 1

2n2
�

1

.nC 1/2

�
解 (by西西)由于

1X
nD1

sin
�n�
3

�
�

1

.nC 1/2
D

1X
nD2

sin .n � 1/�

3
�
1

n2

由于

sin .n � 1/�

3
D sin n�

3
cos �

3
� sin �

3
cos n�

3

I D
1

2
sin �

3
C sin �

3

1X
nD2

cos �
3

�
1

n2
D

p
3

2

1X
nD1

cos n�
3

n2
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再利用熟悉的 (傅里叶或者 Li2.z/ )性质
1X
nD1

cos n�
3

n2
D
3x2 � 6�x C 2�2

12

将 x D
�

3
带入即可得到 I D

p
3�2

72
.

15.4 傅里叶级数的微分与积分

定理 15.7.逐项微分

~

设 f .x/ 2 C .1/.Œ��; ��/,且是以 2� 为周期的函数,若在 Œ��; ��上除有限个点外 f 00.x/存

在,且 f 00
2 R.Œ��; ��/,则 f .x/的 Fourier展开式

f .x/ D
a0

2
C

1X
nD1

.an cosnx C bn sinnx/

可在 Œ��; ��上进行逐项微分

f 0.x/ D

1X
nD1

.nbn cosnx � nan sinnx/;

且上式中级数一致收敛

定理 15.8.逐项积分 (Du Bois Reymond)

~

设 f .x/ 2 R.Œ��; ��/,且是以 2� 为周期的函数,则 f .x/的傅里叶级数

f .x/ �
a0

2
C

1X
nD1

.an cosnx C bn sinnx/可进行逐项积分

Z x

0

f .t/dt D
a0

2
x C

1X
nD1

�
an

n
sinnx C bn

1 � cosnx
n

�
;

且右端级数一致收敛

15.4.0.1 傅里叶级数的复数形式

定理 15.9.傅里叶级数的复数形式

~

周期为 2l 的周期函数 f .x/的傅里叶级数展开式为 f .x/ D

C1X
nD�1

cne
i n�x

l .

其中 cn D
1

2l

Z l

�l

f .x/e�i n�x
l dx .n D 0;˙1;˙2; � � � /

例15.25设 f .x/ 2 C..�1;C1//. 若有 f .x/ D f .x C 1/ D f .x C
p
2/ .x 2 R/,则 f .x/ � C (常

数)

证明 考察 f .x/的 Fourier系数,依题设知

Cn D

Z 1

0
f .x/e�2n�ix dx D

Z 1

0
f .x C

p
2/e�2n�ix dx

令 t D x C
p
2,可得

Cn D e2n�i
p
2

Z 1C
p
2

p
2

f .t/e�2n�it dt D e2n�i
p
2

Z 1

0
f .t/e�2n�it dt D e2n�i

p
2

� Cn:
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由于 n ¤ 0时, e2n�i
p
2

¤ 1,故知 Cn D 0 .n ¤ 0/.

15.5 傅里叶积分与傅里叶变换

例15.26证明:
C1X
nD1

1

n2
D
�2

6

证明 (Richard Troll)由泊松求和公式

1X
nD�1

f .n/ D

1X
kD�1

Of .k/

可知,其中 Of .�/ D

Z 1

�1

f .x/e�2�ix�dx 为傅立叶变换。那么有 f .x/ D e�ajxj,f 的傅立叶变换为

Of .�/ D
2a

a2 C 4�2�2

也就是说

1

2a

X
n2Z

e�ajnj
�
1

a2
D

1X
kD1

2

a2 C 4�2k2

则

lim
a!0

1X
kD1

2

a2 C 4�2k2
D lim
a!0

�
1

2a

�
ea C 1

ea � 1

�
�
1

a2

�
D

1

12

从而就有 �.2/ D
�2

6

例15.27求级数
1X
nD1

1

1C n2
的和

解 (by向禹)

定理 15.10

~

若函数 f .z/在 C上除有限个非整数的极点外处处解析，且存在常数 R > 0和M > 0，使

当 jzj > R时，有 jzf .z/j ⩽M，则

1X
nD�1

f .n/ D lim
N!1

NX
nD�N

f .n/ D �
X

f .z/的极点

res.� cot�zf .z//

1X
nD0

1

1C n2
D
1

2

1X
nD�1

1

1C n2
C
1

2
D �

1

2

X
res

�
� cot�z
1C z2

; z D ˙i
�

C
1

2

其中

res
�
� cot�z
1C z2

; z D i
�

D res
�
� cot�z
1C z2

; z D �i
�

D �
1

2
� coth�

因此
1X
nD1

1

1C n2
D
�

2
coth� �

1

2

例15.28计算:
1X
kD1

1

k4 C k2 C 1

解 (by向禹)法 1. 令 ! D e
2�i

3 ,则

n4 C n2 C 1 D .n2 � !/.n2 � !2/
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于是
1

n4 C n2 C 1
D

1

i
p
3

�
1

n2 � !
�

1

n2 � !2

�
:

利用傅里叶级数,我们可以得
1X
nD1

1

n2 C a
D

�1C �
p
a coth.�

p
a/

2a

故可得
1X
kD1

1

k4 C k2 C 1
D
1

3
Im
� 1X
nD1

1

n2 � !

�
D
1

6

�
� 3C �

p
3 tanh

��p
3

2

��
法 2(留数).

1X
nD1

1

n4 C n2 C 1
D
1

2

1X
nD�1

1

n4 C n2 C 1
�
1

2

D �
1

2

X�
� cot�z

z4 C z2 C 1
; z D e

�i
3 ; e

2�i
3 ; e

4�i
3 ; e

5�i
3

�
�
1

2

D �
1

2
� 2

� cos
�
e

�i
3 �

�
2C

�
� 2C e

2�i
3

� C
cos

�
e

�i
3 �

�
2C

�
� 2C e

2�i
3

�� �
1

2

D
�

p
3

6
tanh

�
�

p
3

2

�
�
1

2



参考文献

[1] YTDWDW. 数学分析高等数学例题选解 V6[EB/OL]. 2016. http://wenku.baidu.com/view/d252c01ccf84b9d528ea7aa4.ht
ml.

[2] 徐森林,薛春华. 数学分析第一册[M]. 北京: 清华大学出版社, 2005.
[3] 周明强. 数学分析习题演练[M]. 北京: 科学出版社, 2010.
[4] 楼红卫. 微积分进阶[M]. 北京: 科学出版社, 2009.
[5] 朱尧辰. 数学分析范例选解[M]. 安徽: 中国科技大学出版社, 2015.
[6] 徐森林,薛春华. 数学分析精选习题全解[M]. 北京: 清华大学出版社, 2009.
[7] 国防科学技术大学数学竞赛指导组. 大学生数学竞赛指导[M]. 北京: 清华大学出版社, 2009.
[8] MAORENFENG88. 一类数列问题的做法。[EB/OL]. 2018. http://www.math.org.cn/forum.php‹mod=viewthread&tid=3

8220&extra=page%3D1.
[9] 同济大学数学系. 高等数学习题全解指南[M]. 北京: 高等教育出版社, 2014.
[10] 同济大学数学系. 高等数学第七版[M]. 北京: 高等教育出版社, 2014.
[11] 谢惠民. 数学分析习题课讲义[M]. 北京: 高等教育出版社, 2003.
[12] FURDUI O. Limits, series, and fractional part integrals[M]. [S.l.]: Springer New York, 2013.
[13] 徐森林,薛春华. 数学分析第三册[M]. 北京: 清华大学出版社, 2007.
[14] 李红,谢松法. 复变函数与积分变换[M]. 北京: 高等教育出版社, 2013.
[15] FIN3574. 这道题到底有多少种做法？[EB/OL]. 2016. http://tieba.baidu.com/p/4331366750.
[16] 陈兆斗,郑连存,王辉,等. 大学生数学竞赛习题精讲[M]. 北京: 清华大学出版社, 2010.
[17] FIN3574. 【微分方程】二阶线性微分方程のWronskian法[J/OL]. 2016. http://tieba.baidu.com/p/4501477872.
[18] 梅加强. 数学分析[M]. 北京: 高等教育出版社, 2011.
[19] SPIVEY M Z. The euler-maclaurin formula and sums of powers[J]. Mathematics Magazine, 2006, 79(1):61-65.
[20] 潘承洞于秀源. 阶的估计[M]. 山东: 山东科学技术出版社, 1983.
[21] ARIS. 发个题，想看看大家的解法。[EB/OL]. 2016. http://tieba.baidu.com/p/4428450841#87016105253l.

http://wenku.baidu.com/view/d252c01ccf84b9d528ea7aa4.html
http://wenku.baidu.com/view/d252c01ccf84b9d528ea7aa4.html
http://www.math.org.cn/forum.php?mod=viewthread&tid=38220&extra=page%3D1
http://www.math.org.cn/forum.php?mod=viewthread&tid=38220&extra=page%3D1
http://tieba.baidu.com/p/4331366750
http://tieba.baidu.com/p/4501477872
http://tieba.baidu.com/p/4428450841#87016105253l

	1 实数集与函数
	1.1 实数
	1.2 函数

	2 极限论
	2.1 数列的极限
	2.2 函数的极限
	2.3 极限的运算法则
	2.4 极限存在准则 两个重要极限
	2.5 Toeplitz定理和Stolz定理
	2.6 无穷小的比较
	2.7 函数的连续性与间断点
	2.8 一致连续性

	3 导数与微分
	3.1 高阶导数
	3.2 隐函数及由参数方程所确定的函数的导数 相关变化率
	3.3 函数的微分

	4 微分中值定理与导数的应用
	4.1 微分中值定理
	4.2 洛必达法则
	4.3 泰勒公式
	4.4 函数的单调性与曲线的凹凸性
	4.5 函数的极值与最大值最小值
	4.6 Lagrange 差值公式
	4.7 函数的凹凸性
	4.8 渐近线
	4.9 曲率
	4.10 方程的近似解

	5 不定积分
	5.1 不定积分的概念与性质
	5.2 分段函数的不定积分
	5.3 换元积分法
	5.4 分部积分法
	5.5 有理分式
	5.6 Risch 算法

	6 定积分
	6.1 定积分的概念与性质
	6.2 微积分基本公式
	6.3 定积分的换元法和分部积分法
	6.4 定积分的应用
	6.5 反常积分的审敛法  函数

	7 微分方程
	7.1 微分方程的基本概念
	7.2 可分离变量的微分方程
	7.3 齐次方程
	7.4 一阶线性微分方程
	7.5 恰当方程与积分因子
	7.6 可降阶的高阶微分方程
	7.7 高阶线性微分方程
	7.8 常系数齐次线性微分方程
	7.9 常系数非齐次线性微分方程
	7.10 欧拉方程
	7.11 二阶线性偏微分方程

	8 差分方程
	8.1 差分方程概述
	8.2 一阶常系数线性差分方程
	8.3 二阶常系数线性差分方程
	8.4 差分方程应用举例

	9 向量代数与空间解析几何
	9.1 向量及其线性运算
	9.2 数量积向量积同济7版的《高等数学》p18 混合积
	9.3 平面及其方程
	9.4 空间直线及其方程
	9.5 曲面及其方程
	9.6 空间曲线及其方程

	10 多元函数微分法及其应用
	10.1 多元函数的基本概念
	10.2 偏导数
	10.3 全微分
	10.4 隐函数的求导公式
	10.5 多元函数微分学的几何应用
	10.6 方向导数与梯度
	10.7 多元函数的极值及其求法
	10.8 二元函数的泰勒公式

	11 重积分
	11.1 二重积分的概念与性质
	11.2 二重积分的计算法
	11.3 三重积分
	11.4 n重积分
	11.5 重积分的应用
	11.6 含参变量的积分

	12 曲线积分与曲面积分
	12.1 对弧长的曲线积分
	12.2 对坐标的曲线积分
	12.3 格林公式及其应用
	12.4 对坐标的曲面积分
	12.5 对面积的曲面积分
	12.6 高斯公式
	12.7 斯托克斯公式dydz,dzdx,dxdy 有方向. 即 dydz 不可以写成 dzdy, 其它同理

	13 数项级数
	13.1 无穷带来的各种悖论
	13.2 常数项级数的概念和性质
	13.3 常数项级数的审敛法
	13.4 条件收敛与绝对收敛

	14 函数项级数
	14.1 函数项级数的一致收敛
	14.2 幂级数
	14.3 函数项级数的进一步讨论

	15 傅里叶级数
	15.1 函数展开成傅里叶级数
	15.2 正弦级数与余弦级数
	15.3 一般周期函数的傅里叶级数
	15.4 傅里叶级数的微分与积分
	15.5 傅里叶积分与傅里叶变换


